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1 狄拉克 delta函数

1.1 delta函数的引入

在物理学和工程中，经常需要描述集中在某一点的物理量，如点电荷的电荷密度、瞬时冲击力等. 狄拉
克 delta函数 𝛿(𝑥)是为了描述这类点 ̈源而 ̈引入的广义函数.

定义 1.1 (狄拉克 delta函数). 𝛿(𝑥)满足以下两个基本性质：

𝛿(𝑥) = 0, 𝑥 ≠ 0 (1)ˆ +∞

−∞
𝛿(𝑥) d𝑥 = 1 (2)

从直观上看，𝛿(𝑥)可理解为在 𝑥 = 0处取无限大、但在其他位置取零的函 ̈数，̈其总面积为 1. 严格地说，
𝛿(𝑥)不是普通函数，而是一种广义函数或分布.

评论 (delta函数的物理意义). 𝛿(𝑥) 代表单位强度的点源. 例如，在 𝑥 = 𝑎 处放置单位点电荷，其电荷密度为

𝜌(𝑥) = 𝛿(𝑥 − 𝑎).

1.2 delta函数的积分性质

定理 1.1 (筛选性质). 对任意连续函数 𝑓 (𝑥)，有ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥)𝛿(𝑥 − 𝑎) d𝑥 = 𝑓 (𝑎) (3)

证明. 由 delta函数的定义，𝛿(𝑥 − 𝑎)仅在 𝑥 = 𝑎处非零，故ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥)𝛿(𝑥 − 𝑎) d𝑥 = 𝑓 (𝑎)

ˆ +∞

−∞
𝛿(𝑥 − 𝑎) d𝑥 = 𝑓 (𝑎) (4)

□

定理 1.2 (对称性).
𝛿(𝑥) = 𝛿(−𝑥) (5)

定理 1.3 (缩放性质). 对任意 𝑎 ≠ 0，有
𝛿(𝑎𝑥) = 1

|𝑎 | 𝛿(𝑥) (6)

证明. 令 𝑢 = 𝑎𝑥，则 d𝑢 = 𝑎 d𝑥， ˆ +∞

−∞
𝛿(𝑎𝑥) d𝑥 =

ˆ +∞

−∞
𝛿(𝑢) d𝑢

|𝑎 | =
1
|𝑎 | (7)

与 𝛿(𝑥)的积分性质比较即得. □
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推论.
𝛿(𝑎𝑥 − 𝑏) = 1

|𝑎 | 𝛿
(
𝑥 − 𝑏

𝑎

)
(8)

定理 1.4 (delta函数的积分表示).
𝛿(𝑥) = 1

2𝜋

ˆ +∞

−∞
𝑒𝑖𝑘𝑥 d𝑘 (9)

评论. 该积分在普通意义下发散，应在广义函数意义下理解.

形式证明. 由傅里叶变换的反演公式即可得到，将在下一节中严格讨论. □

1.3 高维空间的 delta函数

在高维空间中，delta函数可定义为各维 delta函数的乘积.

定义 1.2 (𝑛维 delta函数).
𝛿(𝒓) = 𝛿(𝑥1)𝛿(𝑥2) · · · 𝛿(𝑥𝑛) (10)

其中 𝒓 = (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛).

高维 delta函数满足： ˆ
R𝑛

𝑓 (𝒓)𝛿(𝒓 − 𝒂) d𝑛𝒓 = 𝑓 (𝒂) (11)

在球坐标系中，delta函数有特殊形式.

定理 1.5 (三维球坐标中的 delta函数).

𝛿(𝒓 − 𝒂) = 1
𝑟2 sin 𝜃

𝛿(𝑟 − 𝑎)𝛿(𝜃 − 𝜃0)𝛿(𝜙 − 𝜙0) (12)

1.4 delta复合函数

对于 𝑔(𝑥)的零点为 𝑥𝑖（𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛）且 𝑔′ (𝑥𝑖) ≠ 0的情形，有

定理 1.6 (delta复合函数公式).
𝛿(𝑔(𝑥)) =

∑
𝑖

𝛿(𝑥 − 𝑥𝑖)
|𝑔′ (𝑥𝑖) |

(13)

其中 𝑥𝑖 为 𝑔(𝑥)的零点.

证明. 令 𝑢 = 𝑔(𝑥)，则 d𝑢 = 𝑔′ (𝑥)d𝑥，在 𝑥𝑖 附近，ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥)𝛿(𝑔(𝑥)) d𝑥 =

∑
𝑖

ˆ
𝑓 (𝑥)

|𝑔′ (𝑥𝑖) |
𝛿(𝑢) d𝑢 =

∑
𝑖

𝑓 (𝑥𝑖)
|𝑔′ (𝑥𝑖) |

(14)

与右边代入 𝑓 (𝑥) 的结果一致. □

例 1.1.
𝛿(𝑥2 − 𝑎2) = 1

2|𝑎 | [𝛿(𝑥 − 𝑎) + 𝛿(𝑥 + 𝑎)] (15)
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2 傅里叶变换

2.1 复指数基

傅里叶变换的本质是将函数表示为不同频率的复指数函数 𝑒𝑖𝑘𝑥 的叠加. 从线性代数的角度看，复指数函
数构成函数空间的一组基 ̈，̈ 傅里叶变换就是在这组基下的坐标变换.

定义 2.1 (复指数基). 函数 𝑒𝑖𝑘𝑥（𝑘 ∈ R）构成平方可积函数空间的连续正交基，满足正交性条件：ˆ +∞

−∞
𝑒𝑖 (𝑘−𝑘

′ )𝑥 d𝑥 = 2𝜋𝛿(𝑘 − 𝑘 ′) (16)

2.2 函数的离散表示

在有限区间 [−𝐿/2, 𝐿/2] 上，函数可展开为傅里叶级数.

定理 2.1 (傅里叶级数). 在区间 [−𝐿/2, 𝐿/2] 上满足一定条件的函数 𝑓 (𝑥)可展开为

𝑓 (𝑥) =
+∞∑

𝑛=−∞
𝑐𝑛𝑒

𝑖 2𝜋𝑛
𝐿 𝑥 (17)

其中

𝑐𝑛 =
1
𝐿

ˆ 𝐿/2

−𝐿/2
𝑓 (𝑥)𝑒−𝑖 2𝜋𝑛

𝐿 𝑥 d𝑥 (18)

当 𝐿 → ∞时，离散的求和过渡到连续的积分，这就是傅里叶变换.

2.3 傅里叶变换及其反演公式

定义 2.2 (傅里叶变换与反演). 函数 𝑓 (𝑥) 的傅里叶变换定义为

𝑓 (𝑘) = F [ 𝑓 ] (𝑘) =
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑥)𝑒−𝑖𝑘𝑥 d𝑥 (19)

其反演公式为

𝑓 (𝑥) = 1
2𝜋

ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝑘)𝑒𝑖𝑘𝑥 d𝑘 (20)

评论. 不同教材对傅里叶变换的定义可能相差一个常数因子，但反演公式应保证 F −1F [ 𝑓 ] = 𝑓 .

例 2.1. 求 𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝑎 |𝑥 | 的傅里叶变换，𝑎 > 0.

𝑓 (𝑘) =
ˆ +∞

−∞
𝑒−𝑎 |𝑥 |𝑒−𝑖𝑘𝑥 d𝑥 (21)

=
ˆ 0

−∞
𝑒 (𝑎−𝑖𝑘 )𝑥 d𝑥 +

ˆ +∞

0
𝑒−(𝑎+𝑖𝑘 )𝑥 d𝑥 (22)

=
1

𝑎 − 𝑖𝑘
+ 1
𝑎 + 𝑖𝑘

=
2𝑎

𝑎2 + 𝑘2 (23)

例 2.2. 求 𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝑥
2/2 的傅里叶变换.

利用欧拉-泊松积分：

𝑓 (𝑘) =
ˆ +∞

−∞
𝑒−𝑥

2/2𝑒−𝑖𝑘𝑥 d𝑥 =
√

2𝜋𝑒−𝑘2/2 (24)

即高斯函数的傅里叶变换仍是高斯函数.
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2.4 高维空间的傅里叶变换

定义 2.3 (高维傅里叶变换). 对 𝒓 ∈ R𝑛，傅里叶变换定义为

𝑓 (𝒌) =
ˆ
R𝑛

𝑓 (𝒓)𝑒−𝑖𝒌 ·𝒓 d𝑛𝒓 (25)

反演公式为

𝑓 (𝒓) = 1
(2𝜋)𝑛

ˆ
R𝑛

𝑓 (𝒌)𝑒𝑖𝒌 ·𝒓 d𝑛𝒌 (26)

2.5 傅里叶空间的物理公式

在傅里叶空间中，许多物理运算变得简单.

定理 2.2 (微分定理).
F

[
d𝑛 𝑓

d𝑥𝑛

]
(𝑘) = (𝑖𝑘)𝑛 𝑓 (𝑘) (27)

定理 2.3 (平移定理).
F [ 𝑓 (𝑥 − 𝑎)] (𝑘) = 𝑒−𝑖𝑘𝑎 𝑓 (𝑘) (28)

F [𝑒𝑖𝑎𝑥 𝑓 (𝑥)] (𝑘) = 𝑓 (𝑘 − 𝑎) (29)

2.6 卷积定理

卷积是积分变换中最重要的运算之一.

定义 2.4 (卷积). 𝑓 (𝑥)与 𝑔(𝑥)的卷积定义为

( 𝑓 ∗ 𝑔) (𝑥) =
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝜏)𝑔(𝑥 − 𝜏) d𝜏 (30)

定理 2.4 (卷积定理).
F [ 𝑓 ∗ 𝑔] = F [ 𝑓 ] · F [𝑔] (31)

即 �𝑓 ∗ 𝑔(𝑘) = 𝑓 (𝑘)𝑔(𝑘) (32)

证明. �𝑓 ∗ 𝑔(𝑘) = ˆ +∞

−∞

[ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝜏)𝑔(𝑥 − 𝜏) d𝜏

]
𝑒−𝑖𝑘𝑥 d𝑥 (33)

=
ˆ +∞

−∞
𝑓 (𝜏)𝑒−𝑖𝑘𝜏

[ˆ +∞

−∞
𝑔(𝑥 − 𝜏)𝑒−𝑖𝑘 (𝑥−𝜏 ) d𝑥

]
d𝜏 (34)

= 𝑓 (𝑘)𝑔(𝑘) (35)

□

推论 (卷积定理的逆形式).
F −1 [ 𝑓 · 𝑔] = 𝑓 ∗ 𝑔 (36)

例 2.3 (帕塞瓦尔定理). 由卷积定理可推出：ˆ +∞

−∞
| 𝑓 (𝑥) |2 d𝑥 =

1
2𝜋

ˆ +∞

−∞
| 𝑓 (𝑘) |2 d𝑘 (37)
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3 拉普拉斯变换

3.1 拉普拉斯变换及其反演公式

傅里叶变换要求函数在实轴上绝对可积，许多函数（如阶跃函数、指数增长函数）不满足这一条件. 拉
普拉斯变换通过引入衰减因子 𝑒−𝜎𝑡 克服了这一限制.

定义 3.1 (拉普拉斯变换). 函数 𝑓 (𝑡)（𝑡 ≥ 0）的拉普拉斯变换定义为

𝐹 (𝑠) = L[ 𝑓 ] (𝑠) =
ˆ +∞

0
𝑓 (𝑡)𝑒−𝑠𝑡 d𝑡 (38)

其中 𝑠 = 𝜎 + 𝑖𝜔为复变量，𝜎需足够大以保证积分收敛.

定义 3.2 (拉普拉斯反演公式).

𝑓 (𝑡) = 1
2𝜋𝑖

ˆ 𝜎+𝑖∞

𝜎−𝑖∞
𝐹 (𝑠)𝑒𝑠𝑡 d𝑠 (39)

其中 𝜎大于 𝐹 (𝑠)所有奇点的实部.

3.2 常见的拉普拉斯变换

𝑓 (𝑡) 𝐹 (𝑠) = L[ 𝑓 ] (𝑠)

1 1
𝑠
，ℜ(𝑠) > 0

𝑡𝑛
𝑛!
𝑠𝑛+1，ℜ(𝑠) > 0

𝑒𝑎𝑡
1

𝑠 − 𝑎
，ℜ(𝑠) > 𝑎

sin 𝑎𝑡
𝑎

𝑠2 + 𝑎2，ℜ(𝑠) > 0

cos 𝑎𝑡 𝑠

𝑠2 + 𝑎2，ℜ(𝑠) > 0

sinh 𝑎𝑡
𝑎

𝑠2 − 𝑎2，ℜ(𝑠) > |𝑎 |

cosh 𝑎𝑡
𝑠

𝑠2 − 𝑎2，ℜ(𝑠) > |𝑎 |

例 3.1. 求 L[1].

L[1] =
ˆ +∞

0
𝑒−𝑠𝑡 d𝑡 = lim

𝑅→+∞

[
− 𝑒−𝑠𝑡

𝑠

]𝑅
0
=

1
𝑠
, ℜ(𝑠) > 0 (40)

例 3.2. 求 L[𝑒𝑎𝑡 ].

L[𝑒𝑎𝑡 ] =
ˆ +∞

0
𝑒𝑎𝑡𝑒−𝑠𝑡 d𝑡 = 1

𝑠 − 𝑎
, ℜ(𝑠) > 𝑎 (41)

3.3 拉普拉斯变换的基本性质

定理 3.1 (线性性).
L[𝛼 𝑓 + 𝛽𝑔] = 𝛼L[ 𝑓 ] + 𝛽L[𝑔] (42)

定理 3.2 (微分定理).
L[ 𝑓 ′ (𝑡)] = 𝑠𝐹 (𝑠) − 𝑓 (0+) (43)

L[ 𝑓 (𝑛) (𝑡)] = 𝑠𝑛𝐹 (𝑠) − 𝑠𝑛−1 𝑓 (0+) − 𝑠𝑛−2 𝑓 ′ (0+) − · · · − 𝑓 (𝑛−1) (0+) (44)
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定理 3.3 (积分定理).
L

[ˆ 𝑡

0
𝑓 (𝜏) d𝜏

]
=

𝐹 (𝑠)
𝑠

(45)

定理 3.4 (位移定理).
L[𝑒𝑎𝑡 𝑓 (𝑡)] = 𝐹 (𝑠 − 𝑎) (46)

定理 3.5 (延迟定理).
L[ 𝑓 (𝑡 − 𝑎)𝑢(𝑡 − 𝑎)] = 𝑒−𝑎𝑠𝐹 (𝑠) (47)

其中 𝑢(𝑡)为单位阶跃函数.

定理 3.6 (卷积定理).
L[ 𝑓 ∗ 𝑔] = L[ 𝑓 ] · L[𝑔] (48)

即

L
[ˆ 𝑡

0
𝑓 (𝜏)𝑔(𝑡 − 𝜏) d𝜏

]
= 𝐹 (𝑠)𝐺 (𝑠) (49)

3.4 拉普拉斯变换的应用

拉普拉斯变换的主要应用是求解常微分方程和偏微分方程的初值问题.

例 3.3 (求解微分方程). 求解 𝑦′′ + 𝑦 = 𝑡，𝑦(0) = 0，𝑦′ (0) = 1.
对两边取拉普拉斯变换：

[𝑠2𝑌 (𝑠) − 𝑠𝑦(0) − 𝑦′ (0)] + 𝑌 (𝑠) = 1
𝑠2 (50)

代入初值条件：

(𝑠2 + 1)𝑌 (𝑠) − 1 =
1
𝑠2 (51)

𝑌 (𝑠) = 1
𝑠2 + 1

+ 1
𝑠2 (𝑠2 + 1) (52)

作部分分式分解：
1

𝑠2 (𝑠2 + 1) =
1
𝑠2 − 1

𝑠2 + 1
(53)

故

𝑌 (𝑠) = 1
𝑠2 (54)

取拉普拉斯反演：

𝑦(𝑡) = 𝑡 (55)

代入原方程验证：𝑦′′ + 𝑦 = 𝑡，𝑦(0) = 0，𝑦′ (0) = 1. 满足条件.

例 3.4 (求解含间断项的微分方程). 求解 𝑦′′ + 𝑦 = 𝑢(𝑡 − 𝑎)，𝑦(0) = 0，𝑦′ (0) = 0.
对两边取拉普拉斯变换：

𝑠2𝑌 (𝑠) + 𝑌 (𝑠) = 𝑒−𝑎𝑠

𝑠
(56)

𝑌 (𝑠) = 𝑒−𝑎𝑠

𝑠(𝑠2 + 1) (57)

由

L−1
[

1
𝑠(𝑠2 + 1)

]
= 1 − cos 𝑡 (58)
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利用延迟定理：

𝑦(𝑡) = [1 − cos(𝑡 − 𝑎)]𝑢(𝑡 − 𝑎) (59)

例 3.5 (求解积分方程). 求解 𝑦(𝑡) = 𝑡 +
´ 𝑡

0 𝑦(𝜏) sin(𝑡 − 𝜏) d𝜏.
两边取拉普拉斯变换，由卷积定理：

𝑌 (𝑠) = 1
𝑠2 + 𝑌 (𝑠) · 1

𝑠2 + 1
(60)

𝑌 (𝑠)
(
1 − 1

𝑠2 + 1

)
=

1
𝑠2 (61)

𝑌 (𝑠) 𝑠2

𝑠2 + 1
=

1
𝑠2 (62)

𝑌 (𝑠) = 𝑠2 + 1
𝑠4 =

1
𝑠2 + 1

𝑠4 (63)

取拉普拉斯反演：

𝑦(𝑡) = 𝑡 + 𝑡3

6
(64)
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