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1 复积分

1.1 复积分的定义

定义 1.1 (复积分). 设 𝐶 为复平面上一条可求长的有向曲线，其参数方程为

𝑧(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑖𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] (1)

函数 𝑓 (𝑧) = 𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑖𝑣(𝑥, 𝑦) 在 𝐶 上有定义. 将 𝐶 从 𝑎到 𝑏任意分割为 𝑛小段，在每一小段 [𝑡𝑘−1, 𝑡𝑘] 上任取
一点 𝜉𝑘，作和式

𝑆𝑛 =
𝑛∑

𝑘=1
𝑓 (𝑧(𝜉𝑘)) Δ𝑧𝑘 , Δ𝑧𝑘 = 𝑧(𝑡𝑘) − 𝑧(𝑡𝑘−1) (2)
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若当分割无限加细时，𝑆𝑛 的极限存在且与分割方式和 𝜉𝑘 的取法无关，则称该极限为 𝑓 (𝑧) 沿曲线 𝐶 的复积
分，记作 ˆ

𝐶
𝑓 (𝑧) d𝑧 = lim

𝑛→∞

𝑛∑
𝑘=1

𝑓 (𝑧(𝜉𝑘)) Δ𝑧𝑘 (3)

由定义可导出复积分的计算公式：ˆ
𝐶

𝑓 (𝑧) d𝑧 =
ˆ 𝑏

𝑎
𝑓 [𝑧(𝑡)]𝑧′ (𝑡) d𝑡 (4)

1.2 性质

复积分具有以下基本性质

1. 线性性： ˆ
𝐶

[
𝛼 𝑓 (𝑧) + 𝛽𝑔(𝑧)

]
d𝑧 = 𝛼

ˆ
𝐶

𝑓 (𝑧) d𝑧 + 𝛽

ˆ
𝐶
𝑔(𝑧) d𝑧 (5)

2. 反向积分： ˆ
𝐶−

𝑓 (𝑧) d𝑧 = −
ˆ
𝐶

𝑓 (𝑧) d𝑧 (6)

其中 𝐶− 表示与 𝐶 方向相反的曲线.
3. 路径可加性：若 𝐶 = 𝐶1 + 𝐶2，则̂

𝐶
𝑓 (𝑧) d𝑧 =

ˆ
𝐶1

𝑓 (𝑧) d𝑧 +
ˆ
𝐶2

𝑓 (𝑧) d𝑧 (7)

4. 模不等式： ����ˆ
𝐶

𝑓 (𝑧) d𝑧
���� ≤ ˆ

𝐶
| 𝑓 (𝑧) | d𝑠 (8)

其中 d𝑠为弧长微元.

1.3 计算方法

1. 化为实积分： ˆ
𝐶

𝑓 (𝑧) d𝑧 =
ˆ
𝐶
(𝑢 + 𝑖𝑣) (d𝑥 + 𝑖d𝑦) =

ˆ
𝐶
(𝑢 d𝑥 − 𝑣 d𝑦) + 𝑖

ˆ
𝐶
(𝑣 d𝑥 + 𝑢 d𝑦) (9)

2. 参数方程法： ˆ
𝐶

𝑓 (𝑧) d𝑧 =
ˆ 𝑏

𝑎
𝑓 [𝑧(𝑡)]𝑧′ (𝑡) d𝑡 (10)

例 1.1 (
´
𝐶 𝑧 d𝑧). 求

ˆ
𝐶
𝑧 d𝑧，其中 𝐶 为从 0到 1 + 𝑖的不同路径.

路径 1：𝐶 = 𝐶1 + 𝐶2，其中 𝐶1 : 𝑧 = 𝑥，𝑥 ∈ [0, 1]，𝐶2 : 𝑧 = 1 + 𝑖𝑦，𝑦 ∈ [0, 1].

𝐼 =
ˆ 1

0
𝑥 d𝑥 +

ˆ 1

0
(1 + 𝑖𝑦) d(1 + 𝑖𝑦) (11)

=
ˆ 1

0
𝑥 d𝑥 + 𝑖

ˆ 1

0
1 d𝑦 −

ˆ 1

0
𝑦 d𝑦 (12)

=
𝑥2

2

���1
0
− 𝑦2

2

���1
0
+ 𝑖𝑦

���1
0
= 𝑖 (13)

路径 2：𝐶 = 𝐶3 : 𝑧 = 𝑡 + 𝑖𝑡，𝑡 ∈ [0, 1].

𝐼 =
ˆ 1

0
(𝑡 + 𝑖𝑡) d(𝑡 + 𝑖𝑡) = (1 + 𝑖)2

ˆ 1

0
𝑡 d𝑡 = 2𝑖 · 1

2
= 𝑖 (14)
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路径 3：𝐶 = 𝐶4 : 𝑧 = 𝑡2 + 𝑖𝑡，𝑡 ∈ [0, 1].

𝐼 =
ˆ 1

0
(𝑡2 + 𝑖𝑡) d(𝑡2 + 𝑖𝑡) =

ˆ 1

0
(𝑡2 + 𝑖𝑡)(2𝑡 + 𝑖) d𝑡 (15)

=
ˆ 1

0
(2𝑡3 + 3𝑖𝑡2 − 𝑡) d𝑡 =

(
𝑡4

2
+ 𝑖𝑡3 − 𝑡2

2

) ���1
0
= 𝑖 (16)

由此可见，对于被积函数 𝑧，积分与路径无关.

例 1.2 (
´
𝐶 𝑧̄ d𝑧). 求 𝐼 =

ˆ
𝐶
𝑧̄ d𝑧.

路径 1：𝐶 = 𝐶1 + 𝐶2，其中 𝐶1 : 𝑧 = 𝑥，𝑥 ∈ [0, 1]，𝐶2 : 𝑧 = 1 + 𝑖𝑦，𝑦 ∈ [0, 1].

𝐼 =
ˆ
𝐶1

𝑧̄ d𝑧 +
ˆ
𝐶2

𝑧̄ d𝑧 (17)

=
ˆ 1

0
𝑥 d𝑥 +

ˆ 1

0
(1 − 𝑖𝑦) d(1 + 𝑖𝑦) = 1 + 𝑖 (18)

路径 2：𝐶 = 𝐶3 : 𝑧 = 𝑡 + 𝑖𝑡，𝑡 ∈ [0, 1].

𝐼 =
ˆ 1

0
(𝑡 − 𝑖𝑡) d(𝑡 + 𝑖𝑡) = 1 (19)

对于被积函数 𝑧̄，积分与路径有关.

例 1.3 (
¸
𝐶 d𝑧/(𝑧 − 𝑧0)𝑛). 求 𝐼 =

˛
𝐶

d𝑧
(𝑧 − 𝑧0)𝑛

，其中 𝐶 : |𝑧 − 𝑧0 | = 𝑟，𝑛 ∈ Z.

令 𝐶 : 𝑧 = 𝑧0 + 𝑟𝑒𝑖 𝜃，𝜃 ∈ [0, 2𝜋]，则

𝐼 =
ˆ 2𝜋

0

𝑟𝑒𝑖 𝜃 𝑖

(𝑟𝑒𝑖 𝜃 )𝑛 d𝜃 =
𝑖

𝑟𝑛−1

ˆ 2𝜋

0
𝑒𝑖 𝜃 (1−𝑛) d𝜃 (20)

当 𝑛 = 1时，𝐼 = 2𝜋𝑖；当 𝑛 ≠ 1时，

𝐼 =
𝑖

𝑖(1 − 𝑛)𝑟𝑛−1 𝑒
𝑖 (1−𝑛) 𝜃

���2𝜋
0

= 0 (21)

这个结果在后续柯西积分公式的证明中将发挥重要作用.

2 柯西积分定理

2.1 格林公式

定义 2.1 (平面向量场的线积分). 平面向量场 ®𝐹 = (𝑀 (𝑥, 𝑦), 𝑁 (𝑥, 𝑦)) 沿曲线 𝐿的线积分为

𝑊 =
ˆ
𝐿

®𝐹 · d®𝑟 =
ˆ
𝐿
𝑀 (𝑥, 𝑦) d𝑥 + 𝑁 (𝑥, 𝑦) d𝑦 (22)

定理 2.1 (格林公式). 设 𝐷为平面上的有界闭区域，其边界 𝐿为分段光滑的闭曲线，𝑀 (𝑥, 𝑦)、𝑁 (𝑥, 𝑦)在 𝐷上

有连续偏导数，则 ˛
𝐿
𝑀 d𝑥 + 𝑁 d𝑦 =

¨
𝐷

(
𝜕𝑀

𝜕𝑦
− 𝜕𝑁

𝜕𝑥

)
d𝑥d𝑦 (23)

其中 𝐿 的方向取正向，即区域 𝐷 在前进方向的左侧.

2.2 柯西积分定理

定义 2.2 (单连域). 若区域 𝐷 内任意一条简单闭曲线所围成的区域仍完全包含在 𝐷 内，则称 𝐷 为单连域；否
则称为多连域.
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定理 2.2 (柯西积分定理). 设 𝑓 (𝑧) 在单连域 𝐷 内解析，Γ为 𝐷 内任意一条约当曲线（简单闭曲线），则˛
Γ
𝑓 (𝑧) d𝑧 = 0 (24)

特别地，若 𝐶 为单连域 𝐷 的边界， 𝑓 (𝑧) 在 𝐷 内解析、在 𝐷 上连续，则˛
𝐶

𝑓 (𝑧) d𝑧 = 0 (25)

证明. 设 𝑓 (𝑧) = 𝑢 + 𝑖𝑣，由格林公式：˛
Γ
𝑓 (𝑧) d𝑧 =

˛
Γ
(𝑢 d𝑥 − 𝑣 d𝑦) + 𝑖

˛
Γ
(𝑣 d𝑥 + 𝑢 d𝑦) (26)

= −
¨

𝜎

(
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝜕𝑢

𝜕𝑦

)
d𝑥d𝑦 + 𝑖

¨
𝜎

(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝜕𝑣

𝜕𝑦

)
d𝑥d𝑦 (27)

由 C-R方程 𝜕𝑢/𝜕𝑥 = 𝜕𝑣/𝜕𝑦，𝜕𝑢/𝜕𝑦 = −𝜕𝑣/𝜕𝑥，上式为零. □

2.3 闭路变形原理

定理 2.3 (闭路变形原理). 设二连域 𝐷 的边界为 𝐶 = 𝐶1 + 𝐶−
2（其中 𝐶−

2 表示反向）， 𝑓 (𝑧) 在 𝐷 内解析，在 𝐷

上连续，则 ˛
𝐶1

𝑓 (𝑧) d𝑧 =
˛
𝐶2

𝑓 (𝑧) d𝑧 (28)

即积分沿外边界与沿内边界（同向）相等.

证明. 作割线将二连域转化为单连域，由柯西积分定理即可得证. □

例 2.1. 求 𝐼 =
˛
Γ

d𝑧
(𝑧 − 𝑧0)𝑛

，其中 Γ为包含 𝑧0 的任意闭曲线.

因 𝑓 (𝑧)在 𝑧0 处不解析，作圆 𝐶 包围 𝑧0 且位于 Γ内部，由闭路变形原理：

𝐼 =
˛
𝐶

d𝑧
(𝑧 − 𝑧0)𝑛

(29)

由例 3的结果即可求得.

2.4 复合闭路原理

定理 2.4 (复合闭路原理). 设多连域 𝐷 的边界为 𝐶 = 𝐶0 + 𝐶−
1 + 𝐶−

2 + · · · + 𝐶−
𝑛（𝐶0 为外边界，𝐶𝑘 为内边界），

𝑓 (𝑧) 在 𝐷 内解析，在 𝐷 上连续，则 ˛
𝐶0

𝑓 (𝑧) d𝑧 =
𝑛∑

𝑘=1

˛
𝐶𝑘

𝑓 (𝑧) d𝑧 (30)

其中 𝐶𝑘 均取正向（逆时针方向）.

例 2.2. 求 𝐼 =
˛
𝐶

2𝑧 − 1
𝑧2 − 𝑧

d𝑧.

情形 1：𝐶 : |𝑧 − 3| = 1/2. 因 𝑓 (𝑧)在 𝐶 内解析，由柯西积分定理，𝐼 = 0.
情形 2：𝐶 : 𝑥2/2 + 𝑦2 = 1. 𝑓 (𝑧) 在 𝐶 内有奇点 𝑧 = 0和 𝑧 = 1. 作圆 𝐶1 : |𝑧 | = 1/3，𝐶2 : |𝑧 − 1| = 1/3，由

复合闭路原理：

𝐼 =
˛
𝐶1

d𝑧
𝑧

+
˛
𝐶1

d𝑧
𝑧 − 1

+
˛
𝐶2

d𝑧
𝑧

+
˛
𝐶2

d𝑧
𝑧 − 1

(31)

= 2𝜋𝑖 + 0 + 2𝜋𝑖 + 0 = 4𝜋𝑖 (32)
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2.5 路径独立性

定理 2.5. 设 𝑓 (𝑧)在单连域 𝐷 内解析，𝐶1, 𝐶2 为 𝐷 内任意两条从 𝑧0 到 𝑧1 的约当曲线，则ˆ
𝐶1

𝑓 (𝑧) d𝑧 =
ˆ
𝐶2

𝑓 (𝑧) d𝑧 (33)

即复积分与路径无关，只与起点和终点有关.

例 2.3. 求 𝐼 =
ˆ
𝐶

sin 𝑧 d𝑧，其中 𝐶 为从 0到 2的上半圆.

因 sin 𝑧在 C上处处解析，由路径独立性：

𝐼 =
ˆ
𝐶

sin 𝑧 d𝑧 =
ˆ 2

0
sin 𝑥 d𝑥 = − cos 𝑥

���2
0
= 1 − cos 2 (34)

2.6 牛顿-莱布尼茨公式

定义 2.3 (原函数与不定积分). 设在单连域 𝐷 内处处有 𝐹′ (𝑧) = 𝑓 (𝑧)，则称 𝐹 (𝑧) 为 𝑓 (𝑧) 在 𝐷 内的一个原函
数. 𝑓 (𝑧) 的任意两个原函数相差一个常数. 𝑓 (𝑧) 的原函数 𝐹 (𝑧) + 𝐶 称为 𝑓 (𝑧)的不定积分，记作ˆ

𝑓 (𝑧) d𝑧 = 𝐹 (𝑧) + 𝐶 (35)

定理 2.6 (牛顿-莱布尼茨公式). 若 𝑓 (𝑧)在单连域 𝐷 内处处解析，𝐺 (𝑧)为 𝑓 (𝑧)的原函数，则ˆ 𝑧1

𝑧0

𝑓 (𝑧) d𝑧 = 𝐺 (𝑧1) − 𝐺 (𝑧0) (36)

例 2.4. ˆ 1+𝑖

0
𝑧2 d𝑧 = 1

3
𝑧3
���1+𝑖
0

=
1
3
(1 + 𝑖)3 (37)

例 2.5. ˆ 𝑖

−𝑖
ln(1 + 𝑧) d𝑧 = 𝑧 ln(1 + 𝑧)

���𝑖
−𝑖

−
ˆ 𝑖

−𝑖

𝑧

1 + 𝑧
d𝑧 (38)

=
[
𝑧 ln(1 + 𝑧) − 𝑧 + ln(1 + 𝑧)

] ���𝑖
−𝑖

(39)

=
( 𝜋
2
− 2 + ln 2

)
𝑖 (40)

3 柯西积分公式

3.1 柯西积分公式

定理 3.1 (柯西积分公式). 若 𝑓 (𝑧) 在区域 𝐷 内解析，在 𝐷 上连续，𝑧0 ∈ 𝐷，𝐶 为 𝐷 的正向边界，则

𝑓 (𝑧0) =
1

2𝜋𝑖

˛
𝐶

𝑓 (𝑧)
𝑧 − 𝑧0

d𝑧 (41)

即解析函数在区域内部的值可由其在边界上的值通过积分表示.

例 3.1. 求 𝐼 =
˛
𝐶

2𝑧 − 1
𝑧2 − 𝑧

d𝑧.

令 𝐶1 : |𝑧 | = 1/3，𝐶2 : |𝑧 − 1| = 1/3，由柯西积分公式：

𝐼 =
˛
𝐶1

(2𝑧 − 1)/(𝑧 − 1)
𝑧

d𝑧 +
˛
𝐶2

(2𝑧 − 1)/𝑧
𝑧 − 1

d𝑧 (42)

= 2𝜋𝑖 · 2𝑧 − 1
𝑧 − 1

���
𝑧=0

+ 2𝜋𝑖 · 2𝑧 − 1
𝑧

���
𝑧=1

= 4𝜋𝑖 (43)
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3.2 平均值公式

定理 3.2 (平均值公式). 若 𝑓 (𝑧)在 |𝑧 − 𝑧0 | < 𝑅内解析，在 |𝑧 − 𝑧0 | ≤ 𝑅上连续，则

𝑓 (𝑧0) =
1

2𝜋

ˆ 2𝜋

0
𝑓 (𝑧0 + 𝑅𝑒𝑖 𝜃 ) d𝜃 (44)

即 𝑓 (𝑧) 在圆心处的值等于其在圆周上取值的平均值.

证明. 由柯西积分公式：

𝑓 (𝑧0) =
1

2𝜋𝑖

˛
|𝑧−𝑧0 |=𝑅

𝑓 (𝑧)
𝑧 − 𝑧0

d𝑧 (45)

=
1

2𝜋𝑖

ˆ 2𝜋

0

𝑓 (𝑧0 + 𝑅𝑒𝑖 𝜃 )
𝑅𝑒𝑖 𝜃

𝑅𝑒𝑖 𝜃 𝑖 d𝜃 (46)

=
1

2𝜋

ˆ 2𝜋

0
𝑓 (𝑧0 + 𝑅𝑒𝑖 𝜃 ) d𝜃 (47)

□

3.3 最大模原理

定理 3.3 (最大模原理). 若 𝑓 (𝑧)在区域 𝐷 内解析且不为常数，则 | 𝑓 (𝑧) |在 𝐷 内无最大值.

证明. 用反证法. 假设 | 𝑓 (𝑧) |在 𝐷 内某点 𝑧0 处取得最大值，即存在 𝑧0 ∈ 𝐷，使得

| 𝑓 (𝑧) | ≤ | 𝑓 (𝑧0) |, ∀𝑧 ∈ 𝐷 (48)

取 𝑅 > 0使得圆盘 𝐵(𝑧0, 𝑅) ⊂ 𝐷. 由平均值公式，

𝑓 (𝑧0) =
1

2𝜋

ˆ 2𝜋

0
𝑓 (𝑧0 + 𝑅𝑒𝑖 𝜃 ) d𝜃 (49)

于是

| 𝑓 (𝑧0) | ≤
1

2𝜋

ˆ 2𝜋

0
| 𝑓 (𝑧0 + 𝑅𝑒𝑖 𝜃 ) | d𝜃 ≤ 1

2𝜋

ˆ 2𝜋

0
| 𝑓 (𝑧0) | d𝜃 = | 𝑓 (𝑧0) | (50)

因此上式中的等号必须成立. 这意味着在圆周 |𝑧 − 𝑧0 | = 𝑅上处处有

| 𝑓 (𝑧0 + 𝑅𝑒𝑖 𝜃 ) | = | 𝑓 (𝑧0) | (51)

且由等号成立的条件可知 𝑓 (𝑧)在圆周上的辐角为常数，从而 𝑓 (𝑧) 在圆周上为常数.
由唯一性定理， 𝑓 (𝑧)在 𝐷 内恒为常数，这与题设矛盾. 故 | 𝑓 (𝑧) |在 𝐷 内无最大值. □

推论. 若 𝑓 (𝑧)在 𝐷 内解析且 | 𝑓 (𝑧) |在 𝐷 内取到最大值，则 𝑓 (𝑧)为常函数.

推论. 若 𝑓 (𝑧)在有界区域 𝐷 内解析且在 𝐷 上连续，则 | 𝑓 (𝑧) |在 𝐷 的边界上达到最大值.

3.4 高阶导数公式

定理 3.4 (高阶导数公式). 若 𝑓 (𝑧) 在区域 𝐷 内解析，在 𝐷 上连续，𝑧0 ∈ 𝐷，𝐶 为 𝐷 的正向边界，则 𝑓 (𝑧) 在
𝐷 内具有任意阶导数，且

𝑓 (𝑛) (𝑧0) =
𝑛!

2𝜋𝑖

˛
𝐶

𝑓 (𝑧)
(𝑧 − 𝑧0)𝑛+1 d𝑧, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . (52)

特别地，当 𝑛 = 0时即为柯西积分公式.
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证明. 对柯西积分公式
𝑓 (𝑧) = 1

2𝜋𝑖

˛
𝐶

𝑓 (𝜁)
𝜁 − 𝑧

d𝜁 (53)

关于 𝑧求 𝑛阶导数，由于被积函数关于 𝑧的 𝑛阶导数为
𝜕𝑛

𝜕𝑧𝑛

(
1

𝜁 − 𝑧

)
=

𝑛!
(𝜁 − 𝑧)𝑛+1 (54)

逐项求导即得

𝑓 (𝑛) (𝑧) = 𝑛!
2𝜋𝑖

˛
𝐶

𝑓 (𝜁)
(𝜁 − 𝑧)𝑛+1 d𝜁 (55)

□

推论 (柯西不等式). 若 𝑓 (𝑧)在圆盘 |𝑧 − 𝑧0 | < 𝑅内解析，且在 |𝑧 − 𝑧0 | = 𝑅上 | 𝑓 (𝑧) | ≤ 𝑀，则

| 𝑓 (𝑛) (𝑧0) | ≤
𝑛!𝑀
𝑅𝑛

, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . (56)

证明. 由高阶导数公式：

| 𝑓 (𝑛) (𝑧0) | =
���� 𝑛!
2𝜋𝑖

˛
|𝑧−𝑧0 |=𝑅

𝑓 (𝑧)
(𝑧 − 𝑧0)𝑛+1 d𝑧

���� ≤ 𝑛!
2𝜋

· 𝑀

𝑅𝑛+1 · 2𝜋𝑅 =
𝑛!𝑀
𝑅𝑛

(57)

□

推论 (刘维尔定理). 若 𝑓 (𝑧)在 C上解析且有界，则 𝑓 (𝑧)必为常数.

证明. 设 | 𝑓 (𝑧) | ≤ 𝑀，由柯西不等式，对任意 𝑧0 ∈ C，

| 𝑓 ′ (𝑧0) | ≤
𝑀

𝑅
(58)

令 𝑅 → ∞，得 𝑓 ′ (𝑧0) = 0，故 𝑓 (𝑧) 为常数. □

推论 (代数基本定理). 任意 𝑛次复系数多项式 𝑃𝑛 (𝑧)在 C上至少有一个零点.

证明. 若 𝑃𝑛 (𝑧)在 C上无零点，则 1/𝑃𝑛 (𝑧)在 C上解析且有界，由刘维尔定理知其为常数，矛盾. □

例 3.2 (求高阶导数积分). 求 𝐼 =
˛
𝐶

𝑒𝑧

(𝑧 − 1)3 d𝑧，其中 𝐶 : |𝑧 | = 2.

由高阶导数公式（𝑛 = 2）：
𝐼 =

2𝜋𝑖
2!

𝑓 ′′ (1) (59)

其中 𝑓 (𝑧) = 𝑒𝑧， 𝑓 ′′ (𝑧) = 𝑒𝑧，故

𝐼 = 𝜋𝑖 · 𝑒 (60)
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