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1 Abel规范场论

我们使用微分形式来表达规范势和场强。设 Abel规范场论定义在流形 X 上，局部坐标为 (x1, . . . , xd)，

且暂且忽略时间依赖。规范势 ai 是一个协变矢量，在坐标变换 xi 7→ x′i 下，其分量变换律为

a′i =
∂xj

∂x′i aj (1)

这个坐标变换律非常自然，它意味着标量场 ϕ的协变导数Diϕ = ∂iϕ− iaiϕ的变换方式与普通导数 ∂iϕ相同。

因此，我们可以将规范势的分量组合成一个微分 1-形式

a = aidx
i = a1dx

1 + a2dx
2 + · · ·+ addx

d (2)

则公式 (1)等价于
aidx

i = a′idx
′i (3)

这说明 1-形式 a是坐标不变的几何对象。标量场 ϕ的协变导数可以自然地写成 dϕ− iaϕ。

类似地，场强张量的分量可以组合成一个 2-形式 f

f = da =
∑
i<j

(∂iaj − ∂jai)dx
i ∧ dxj (4)

这里 f = da恰好是 1-形式 a的外微分，是一个坐标不变的对象。外微分算子 d具有两个基本性质：

1. Leibniz律：d(u ∧ v) = du ∧ v + (−1)ru ∧ dv（其中 u为 r-形式）。
2. 幂零性：算子作用两次恒为零，即 dd = 0。

由于 f = da，利用幂零性质直接得到 df = d(da) = 0。这说明场强 f 是一个闭形式。

在规范变换下，规范势的形式变换为 a 7→ a+ dα，由此可以证明 f 是规范不变的：

d(a+ dα) = da+ d(dα) = da (5)

2 非 Abel规范场论

非 Abel规范场的规范势不再是一个简单的实数值 1-形式，而是取值于李代数 Lie(G)的 1-形式，其中 G

为理论的内部对称群。在 SU(2)理论中，规范势 A = Aidx
i 是一个 2× 2的无迹反厄米矩阵，其矩阵元是普

通的 1-形式。具体矩阵形式为

A =

(
iA3 iA1 +A2

iA1 −A2 −iA3

)
(6)

等价地，它可以写成基底展开的形式

A = Aa(iσa) (7)
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其中 A1, A2, A3 是普通的实 1-形式，{iσa}是 Pauli矩阵。标量场 Φ的协变导数定义为

DΦ = dΦ + AΦ

这里的标量场是指 Φ =

(
ϕ1

ϕ2

)
的两个分量在 Lorentz变换下都按标量的变换法则变换。

场强 F 是一个取值于李代数的 2-形式，其定义为

F = dA+A ∧A (8)

这里的 A ∧ A是矩阵 A与自身相乘，矩阵元之间使用 1-形式的楔积 ∧相乘。由于矩阵乘法不对易，一般情
况下 A ∧A 6= 0。将其用坐标基底展开：

F = dA+A ∧A =
∑
i,j

(∂iAj +AiAj) dx
i ∧ dxj

=
∑
i<j

(∂iAj − ∂jAi + [Ai, Aj ]) dx
i ∧ dxj

=
∑
i<j

Fijdx
i ∧ dxj (9)

其中 [Ai, Aj ] = AiAj −AjAi为李代数对易子。在 su(2)的具体情形下，将矩阵 A代入可得场强 F 的具体形

式

F =

(
i∆A3 i∆A1 +∆A2

i∆A1 −∆A2 −i∆A3

)
(10)

其中 ∆A1 = dA1 − 2A2 ∧A3（其他分量按循环对称给出）。

场强 F 不再是规范不变的。在规范变换 g下，规范势和场强的变换规则为

A 7→ gAg−1 − dgg−1 (11)

F 7→ gFg−1 (12)

A的变换多出了一项 −dgg−1，这是仿射联络的特征；而 F 作为曲率，只做协变变换。

在非 Abel理论中，F 不再是一个闭形式（即 dF 6= 0），但它满足 Bianchi恒等式

dF +A ∧ F − F ∧A = 0 (13)

这可以简写为协变外微分DF = 0，其证明如下。由于 F = dA+A∧A，利用外微分的 Leibniz律及 dd = 0，

可得

dF = dA ∧A−A ∧ dA

= (dA+A ∧A) ∧A−A ∧ (dA+A ∧A) (14)

将 F 的定义代回，即证。

3 第一 Chern形式与第一 Chern数

Abel规范场的第一 Chern形式定义为如下的 2-形式

C1 =
1

2π
f (15)

首先考虑平面 R2 上的规范场。第一 Chern数 c1 是第一 Chern形式在 R2 上的积分

c1 =
1

2π

∫
R2

f (16)
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若要使得 c1有限，需要满足场强 f 是光滑的，且当 |x| → ∞时，f 的衰减速度比 |x|−2更快。在笛卡尔坐标

下，积分可写为

c1 =
1

2π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f12 dx

1dx2 (17)

其中 f12 = ∂1a2 − ∂2a1是平面上的磁场。因此，第一 Chern数 c1即为穿过平面的总磁通量除以 2π。如果设

想平面嵌入在 R3 中，那么 b = −f12 是磁场指向 x3 方向的分量。

利用微分形式的 Stokes定理，c1 可以表示为无穷远处边界 S1
∞ 上的线积分

c1 =
1

2π

∫
S1
∞

a =
1

2π

∫ 2π

0

aθ dθ

∣∣∣∣∣
ρ=∞

(18)

其中 (ρ, θ)为极坐标。

因为当 |x| → ∞时 f → 0，所以在 |x|很大时，a = dα总是局部成立的。特别地，在无穷远的圆周上，

有 aθ = ∂α
∂θ。代入上式得到

c1 =
1

2π

∫ 2π

0

∂α

∂θ
dθ =

1

2π
(α(2π)− α(0)) (19)

但是我们未必能找到全局的单值标量函数 α，它在绕无穷远边界一圈后的增量未必是 0，也不必是 2π的整数

倍。

设X 是一个无边界的紧致二维曲面。假设复标量场 ϕ和实 1-形式 a在X 上都是全局单值定义的。此时，

场强 f = da是一个全局的恰当形式。使用 Stokes定理，我们有∫
X

f =

∫
X

da =

∫
∂X

a = 0 (20)

因为 ∂X 表示 X 的边界，而这里没有边界（∂X = ∅）。因此，穿过 X 的总磁通量为零，这在物理上显得过

于平庸。要获得非平庸的物理情况，我们需要放宽对场 {ϕ, a}全局性的看法。它们只需要被看作定义在曲面
X 上的U(1)丛上的截面和联络。物理上，ϕ和 a本身并非可观测量，只有它们的规范等价类才是可观测的。

因此，只需要求 ϕ和 a在相差一个规范变换的意义下全局定义良好即可。

我们用有限个彼此重叠的可缩开集 {Up} 覆盖 X。假设在区域 U1 上，截面和联络由标量场和 1-形式
{ϕ(1), a(1)}表示；在区域 U2 上由 {ϕ(2), a(2)}表示。在它们的重叠区域 U21 = U2 ∩ U1 上，这两组局部场必

须通过一个规范变换联系起来

ϕ(2) = e−iα(21)

ϕ(1) (21)

a(2) = a(1) − dα(21) (22)

其中过渡函数 e−iα(21) ∈ U(1)仅需在重叠区域 U21上有定义。虽然我们可能在 U1和 U2上使用了不同的坐标

系统，但公式 (21)和 (22)是坐标无关的，所以这不影响结论。
此外，我们仍然拥有在 U1和 U2上独立进行规范变换的自由度。这意味着这些区域上的场可以被替换为

ϕ′(1) = eiα
(1)

ϕ(1) (23)

a′(1) = a(1) + dα(1) (24)

对于 {ϕ(2), a(2)}也可以做类似替换。场仍满足 (21)和 (22)，但过渡函数 e−iα(21)

需要换成

e+iα(2)e−iα(21)

e−iα(1) (25)

在三重交叠区域 U3 ∩ U2 ∩ U1 上，过渡函数的乘积还必须满足

e−iα(32)

e−iα(21)

e−iα(13)

= 1 (26)

此处约定 e−iα(pq)

恒等于 eiα
(qp)

。
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公式 (21)意味着在 U21 上，规范不变量的模方 |ϕ(1)|2 和 |ϕ(2)|2 是相等的，因此 |ϕ|2 是全局定义的。更
重要的是，场强 f 也是全局定义的，这是因为根据 (22)有

f (1) = da(1) = da(2) = f (2) (27)

由于局部上 f = da，f 是一个闭 2-形式，满足 df = 0。但是，因为 a不是全局定义的，f 并不一定是全局恰

当的 2-形式。这就意味着，它在X 上的积分不一定为零。最简单的例子是X 为球面 S2。我们需要两个区域

U1 和 U2 来覆盖 S2。假设 U1 覆盖除南极以外的区域，U2 覆盖除北极以外的区域。我们使用球坐标 (θ, φ)。

令 {ϕ(1), a(1)}和 {ϕ(2), a(2)}分别为 U1 和 U2 上的场。在包含赤道的重叠区域 U21 上，令 e−iα(21)

为过渡函

数，定义在 φ ∈ [0, 2π)以及 θ ∈ (0, π)上。那么

a(2) = a(1) − dα(21) (28)

由于 ϕ(2) = e−iα(21)

ϕ(1)，且 ϕ(1), ϕ(2) 在各自区域上都是良定义的，e−iα(21)

必须是单值的，即

e−iα(21)(2π) = e−iα(21)(0) (29)

现在让我们计算 f 在整个 S2 上的积分。我们将 S2 分成以赤道为边界的两个半球，分别取 a(1) 和 a(2)∫
S2

f =

∫
北半球

da(1) +

∫
南半球

da(2)

=

∫
赤道

a(1) −
∫
赤道

a(2) (30)

代入 (28)式 ∫
S2

f =

∫
赤道

dα(21) = α(21)
(π
2
, 2π
)
− α(21)

(π
2
, 0
)

(31)

即绕赤道一圈后，总磁通量等于 α(21)的增量。根据 (29)的单值性条件，这个增量必然是 2π的整数倍，记为

2πN，这就得到了 ∫
S2

f = 2πN (32)

或者等价地，第一 Chern数为
c1 =

1

2π

∫
S2

f = N (33)

因此，第一 Chern数必须是一个整数。这在物理上即为磁单极子的 Dirac量子化条件。
对于任何没有边界的紧致黎曼面 X，无论其亏格 g为多少，其第一 Chern数都具有相同的形式

c1 =
1

2π

∫
X

f = N (34)

其中 N 是任意整数。我们可以通过将曲面表示为带有边等同关系的多边形来理解这一点。规范势 a可以被

光滑地延拓到多边形的内部，但在边界处必须满足约束。多边形边界边 as 附近的规范势必须与相邻边 a−1
s

附近通过规范变换 eiσs 联系起来。这个规范变换在对应 as的回路X 上是单值的。根据 Stokes定理，c1可以

表示为 1
2π

∮
a，这里的积分沿着多边形的边界。如果规范变换 eiσs 是单位 1，那么方向相反的边 as和 a−1

s 的

贡献相互抵消。总的贡献为 1
2π

∫
asds，其中积分是沿着 as 的，这等于整数 Na。同样地，对另一对边 bs 和

b−1
s 也贡献整数 Nb。将它们相加，我们便得到定理 (34)。
由于非 Abel场强 F 不是规范不变的（在规范变换下 F 7→ gFg−1），我们不能直接类比 Abel理论来定义

第一 Chern形式 C1 = 1
2πf。然而，对于 U(n)规范理论，我们可以定义

C1 =
i

2π
trF (35)

其中 tr表示求迹，因为 tr(gFg−1) = tr(g−1gF ) = trF（迹的循环性 tr(αβ · · · γ) = tr(β · · · γα)在矩阵元是交
换对象时有效，此处 g和 g−1 是 0-形式，F 是 2-形式，由 A ∧B = (−1)pqB ∧A，它们的矩阵元是交换的），
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故 C1 是规范不变的。在李代数层面，u(n) = su(n)⊕U(1)，换言之，对任意 A ∈ u(n)，都有

A =

(
A− trA

n
I

)
+

trA

n
I (36)

无迹部分属于 su(2)（根据 1 = det eX ≈ det(1 +X) ≈ 1 + trX），求迹操作提取了 U(1)部分的贡献。

4 第二 Chern形式与第二 Chern数

Abel规范场的第二 Chern形式定义为如下的 4-形式

C2 =
1

8π2
f ∧ f (37)

这个 4-形式是闭形式，因为 df = 0，并且它是局部恰当的，因为

C2 =
1

8π2
d(f ∧ a) (38)

在 R4 上，Abel场的第二 Chern数为

c2 =

∫
R4

C2 =
1

8π2

∫
S3
∞

f ∧ a (39)

如果场在 |x| → ∞时衰减到 0，这个积分就会消失。因此在这个边界条件下，R4 上的 Abel场第二 Chern数
是平凡的。

然而，对于闭的 4维流形 X，如果 X 中存在拓扑非平庸的闭 2维子流形，那么 c2 就可以是非零的，并

且它始终是一个整数。例如，假设 X = X(1) ×X(2)，其中每个因子都是一个紧致曲面，那么

c2 =
1

8π2

∫
X(1)×X(2)

f ∧ f =

(
1

2π

∫
X(1)

f

)(
1

2π

∫
X(2)

f

)
= c

(1)
1 c

(2)
1 (40)

这里的 c
(1)
1 和 c

(2)
1 分别是场在X(1)和X(2)上的第一Chern数。因子 2在这里消去了。因为如果 f = f (1)+f (2)，

其中 f (1) 在 X(1) 上非零，f (2) 在 X(2) 上非零，那么 f ∧ f = 2f (1) ∧ f (2)。

对非 Abel场，第二 Chern形式 C2 定义为

C2 =
1

8π2
[tr(F ∧ F )− trF ∧ trF ] (41)

假设 F 没有 U(1)部分，那么只有 tr(F ∧ F )这一项有贡献。F ∧ F 是矩阵 F 自身相乘，其中的 2-形式分量
通过楔积结合。结果取迹后是一个 4-形式。由迹的循环性质

tr(gFg−1 ∧ gFg−1) = tr(gFg−1) = tr(F ∧ F ) (42)

因此，C2 是规范不变的。C2 的一个关键性质是它是一个闭 4-形式，证明如下

dC2 =
1

4π2
tr(dF ∧ F )

=
1

4π2
[tr(F ∧A ∧ F )− tr(A ∧ F ∧ F )]

= 0 (43)

这里使用了 Bianchi恒等式 (13)以及迹的循环性，并利用了 2-形式与任意 r-形式对易的事实。
在局部上，C2 可以显式地写为一个恰当形式

C2 = d

[
1

8π2
tr

(
F ∧A− 1

3
A ∧A ∧A

)]
(44)

括号中的 3-形式即著名的 Chern-Simons 3-形式。
现在让我们专门研究定义在时空 R4 上的 SU(2)规范场，并定义第二 Chern数

c2 =

∫
R4

C2 (45)
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与 U(1)规范理论在 R2中 c1的情况不同，如果场强 F 在 |x| → ∞时衰减得足够快，c2就是一个整数。为了

说明这一点，我们假设 F 具有这种快速衰减性，简写为 F∞ = 0，并固定径向规范 xµAµ = 0。那么

A∞ = −dg∞(g∞)−1 (46)

g∞ 定义在无穷远处的三维球面 S3
∞ 上，并且取值于 SU(2)（设 g∞ = e−M，其中M ∈ su(2)是 0-形式，则

A∞ = dM）。因此，我们得到了一个映射

g∞ : S3
∞ → SU(2) (47)

如果对 g∞ 在 S3
∞ 上的全局定义存疑，可以从定义在 S3

∞ 北半球和南半球上的两个函数 g∞N 和 g∞S 出发，

其中

A∞
N = −dg∞N (g∞N )−1, A∞

S = −dg∞S (g∞S )−1 (48)

在它们重叠的赤道上，必须存在一个规范变换 g∞E 将它们连接起来

g∞N = g∞E g∞S (49)

g∞E 是一个从 S2 映射到 SU(2)的映射。由于 π2(S
3) = I（第二同伦群是平庸的），这样的映射同伦于常数映

射 S2 7→ 1。因此，g∞E 可以被连续延拓为北半球上的映射。那么，(g∞E )−1可以被用来改变北半球的 g∞N，同

时保持赤道上的值固定。这样一来，在赤道上 g∞N = g∞S ，进而 A∞
N = A∞

S 。于是 g∞ 在 S3
∞ 上连续且全局地

定义，且 A∞ 由公式 (46)给出。
对 (44)，Stokes定理表明

c2 =

∫
R4

C2 =
1

8π2

∫
S3
∞

tr

(
F ∧A− 1

3
A ∧A ∧A

)
(50)

由于在边界上 F∞ = 0，第一项消失，于是

c2 = − 1

24π2

∫
S3
∞

tr(A∞ ∧A∞ ∧A∞) (51)

将 A∞ 用 g∞ 重新表达，得到

c2 =
1

24π2

∫
S3
∞

tr
{
[dg∞(g∞)−1] ∧ [dg∞(g∞)−1] ∧ [dg∞(g∞)−1]

}
(52)

第二 Chern数 c2 就是无穷远处的映射 g∞ 的度，因此是一个整数，这个整数也被称为规范场的瞬子数。

非 Abel规范场可以定义在一般的无边界的闭合 4-流形 X 上（例如 4-球面或 4-环面）。与曲面上 Abel理
论的情况一样，此时 A是一个复向量丛上的联络。X 必须被坐标卡 {Up}覆盖，且联络 A在每个坐标卡上被

分别定义为 Lie(G)值的 1-形式 A(p)。在任意两个坐标卡 Up和 Uq 的重叠部分，存在一个规范变换 g(qp) ∈ G

将 A(q)和 A(p)联系起来。Chern形式 C2如前定义，但由于它是规范不变的，所以它是X 上的一个全局 4-形
式。由于（局部的）Bianchi恒等式，C2 是闭的。C2 并不一定是恰当的，除非 A在 X 上全局定义（这仅在

丛是平凡丛时成立）。第二 Chern数为
c2 =

∫
X

C2 (53)

如果 C2是恰当的，那么 c2 = 0，因为X 没有边界。一般来说 c2非零，并且始终是一个整数。此外，它只依

赖于过渡函数 {g(qp)}，因此它是丛在 X 上的一个拓扑不变量。如果 X 的维数大于 4，我们可以在其任意 4
维闭合子流形上对 C2 进行积分，得到的 c2 依然是一个整数。
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5 Chern-Simons形式与时间演化

在局部，Chern形式可以表示为恰当形式，它可以写作 Chern-Simons形式的外微分。Abel场的第一 Chern
形式在局部是 2-形式 C1 = 1

2πda，因此

Y1 =
1

2π
a (54)

就是 Chern-Simons 1-形式。对于更一般的规范群，Chern-Simons 1-形式为

Y1 =
i

2π
trA (55)

由(44)，非 Abel规范场的 Chern-Simons 3-形式为

Y3 =
1

8π2
tr

(
F ∧A− 1

3
A ∧A ∧A

)
(56)

其 Abel版本为
Y3 =

1

8π2
f ∧ a (57)

这些 Chern-Simons形式都不是规范不变的；然而，它们的积分往往是规范不变的。
考虑 R4中的 SU(2)规范场位形。我们显式地将其区分为 R3空间变量 x和时间 t。由于我们是在流形上

积分微分形式，度规不起作用，因此时间可以是 Eculid或Minkowski时间。设 |x| → ∞时 F → 0，不限制 F

在 t → ±∞时的行为。取径向规范条件 Ar = 0，则 A∞ 就是 S2
∞ 上的 1-形式，从而存在 g∞ : S2

∞ → SU(2)

使得 A∞ = −dg∞(g∞)−1。要找到一个使 A∞ = 0的 g∞并不困难，我们需要将映射 g∞ : S2
∞ → SU(2)延拓

到整个空间，得到一个映射 g : R3 → SU(2)。由于 π2(SU(2)) = I，g∞ 同伦于常数映射，我们只要假设 S2
∞

连续缩小到原点的过程中，各个球面上的映射 g(r)也连续形变到 I ，就能得到 R3到 SU(2)的映射。这个构

造可以推广到任意时间区间。

现在考虑 C2 = dY3，以及它在 [t0, t1]× R3 上的积分。使用 Stokes定理∫
[t0,t1]×R3

C2 =

∫
R3

Y3

∣∣∣∣
t=t1

−
∫
R3

Y3

∣∣∣∣
t=t0

(58)

由于我们的规范选择使得不仅 F = 0，而且 A的所有空间分量在空间无穷远处都消失，因此空间无穷远边界

没有贡献。

令 Chern-Simons数 y3 为 Y3 的积分

y3 =

∫
R3

Y3 =
1

8π2

∫
R3

tr

(
F ∧A− 1

3
A ∧A ∧A

)
(59)

只有 A 和 F 的空间分量对积分有贡献。方程 (58) 表明，C2 在空间体积和时间从 t0 到 t1 上的积分，等于

Chern-Simons数的变化量 ∫
[t0,t1]×R3

C2 = y3(t1)− y3(t0) (60)

接下来，我们研究 y3的规范不变性。我们可以再进行一次规范变换 g(x)，并要求 |x| → ∞时 g(x) = 12，

这种映射 g : R3 → SU(2)实际上等价于从 S3 到 SU(2)的映射，因为固定了在无穷远处的作用。经过代数展

开，可得

Y3 =
1

8π2
tr

(
gFg−1 ∧ (gAg−1 − dgg−1)− 1

3
(gAg−1 − dgg−1)3

)
= Y3 +

1

8π2
dT2 +

1

24π2
tr(dgg−1)3 (61)

其中 T2 = tr(dgg−1 ∧Ag−1)，且上标 3表示三重楔积的简写。T2在空间无穷远处消失，因此 dT2在 R3上的

积分为零。对 Y3 在空间 R3 上积分得到的 Chern-Simons数 y3，其变换律为

y3 → y3 +
1

24π2

∫
R3

tr(dgg−1)3 = y3 + deg g (62)
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由此可见，Chern-Simons 数 y3 不是规范不变量，但一个规范变换只能使其改变一个整数。y3 的分数部分

{y3} = y3 − [y3]是规范不变的。y3 在“小”规范变换（即度 deg g = 0的变换）下是严格不变的。此外，进

一步的规范变换 g可能依赖于空间坐标 x和时间 t。然而，deg g是一个与时间无关的整数。因此，y3在两个

时刻 t0 和 t1 之间的差异是完全规范不变的。

现在假设当 t → ±∞时 F → 0。我们选择一种规范，使得在空间无穷远处 A = 0。在 t → −∞时，规范
势趋向于

A(−∞) = −dg−(g−)−1 (63)

其中在空间无穷远处 g− = 12。规范变换 (g−)−1 可以使 A在 t = −∞时变为 0。这就是真空态，其 Chern-
Simons数为零。必须对所有的 t施加相同的规范变换，以避免不连续性。在 A(−∞) = 0的条件下，考虑当

t → +∞时的场，则
A(+∞) = −dg+(g+)−1 (64)

由于边界条件要求 g+ = 12 在空间无穷远处成立，映射 g+ : R3 → SU(2)实际上是 S2
∞ 到 SU(2)的映射，具

有整数度 deg g+。因为规范变换 g+将 0变为 A(+∞)，由(62)，deg g+是 t → +∞时 Chern-Simons数 y3的

值。由于在 t = −∞时 y3 = 0，我们有

c2 = lim
t→∞

y3(t) = deg g+ (65)

6 低维规范场与 Chern-Simons作用量

6.1 1+1维圆柱时空

现在让我们转向低维的 Abel规范场。考虑一个圆柱形时空。圆的周长可以是 2πL，但 L的值在这里无

关紧要。设 1-形式规范势为 a = a0dt+ axdx。场强是 f = f0xdt ∧ dx，其中 f0x = ∂0ax − ∂xa0 是圆上的电

场。Chern-Simons 1-形式是 Y1 = 1
2πa。沿着这个圆积分，得到 Chern-Simons数：

y1 =
1

2π

∮
S1

a =
1

2π

∫ 2π

0

axdx (66)

允许的规范变换 g(t, x) ∈ U(1)是在圆上周期性的那些变换。这种规范变换依赖于时间。我们将其写为：

g(t, x) = eiα(t,x) (67)

其中 α在 x方向是模 2π周期的，即 x变化 2π时 α变化 2nπ。在这个规范变换下：

ax 7→ ax + ∂xα (68)

因此，Chern-Simons数 y1 的变换为：

y1 7→ y1 +
1

2π

∫ 2π

0

∂xα dx

= y1 +
1

2π
(α(2π)− α(0))

= y1 + k (69)

其中 k是 g(t, x)的缠绕数。由连续性可知，这个缠绕数是不依赖于时间的。

同样，y1 的分数部分是规范不变的。y1 随时间的变化为：

y1(t1)− y1(t0) =
1

2π

∫ t1

t0

∫ 2π

0

∂0axdxdt =
1

2π

∫ t1

t0

∫ 2π

0

f0xdxdt (70)
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前提是 a0 是单值的，这样 ∂xa0 的空间积分就会由于周期性而消失。因此：

y1(t1)− y1(t0) =

∫
[t0,t1]×S1

C1 (71)

这是规范不变的，并且是高维公式的类比。

如果空间是直线 R，我们依然可以定义 Chern-Simons数为：

y1 =
1

2π

∫ ∞

−∞
axdx (72)

其分数部分在规范变换下保持不变，只要我们仅考虑在 x → ±∞时趋于 1的规范变换 g(t, x)。

6.2 2+1维 Chern-Simons作用量

Chern-Simons作用量是以下积分的常数倍：

y3 =
1

8π2

∫ t1

t0

∫
R2

f ∧ a (73)

这里我们同样假设在空间无穷远处 f → 0，因此 a趋近于纯规范。对于这种边界条件下光滑的 f，y3 是收敛

的。

规范变换 g(t, x) ∈ U(1)必须满足在 t = t0和 t = t1处处有 g = 1，因为变分原理要求我们在初始时刻 t0

和最终时刻 t1固定场。此外，对固定的 t，空间无穷远 S1
∞上，必须有 g = 1，否则 g无法连续地延拓至 R2。

设 g(t, x) = eiα(t,x)，在整个时空边界 [t0, t1]× R2 上 α = 0。在这个规范变换下：

y3 7→ y3 +
1

8π2

∫ t1

t0

∫
R2

f ∧ dα

= y3 +
1

8π2

∫ t1

t0

∫
R2

d(f ∧ α)

= y3 +
1

8π2

∫
boundary

f ∧ α

= y3 (74)

因此，Chern-Simons作用量是规范不变的。我们可以确定 y3在规范场的一般变分下的变化，该变分在边界上

消失。在 a 7→ a+ δa下，f 7→ f + d(δa)，所以：

δy3 =
1

8π2

∫
(d(δa) ∧ a+ f ∧ δa)

=
1

8π2

∫
(d(δa ∧ a) + 2f ∧ δa)

=
1

4π2

∫
f ∧ δa (75)

其中积分域如前所述为 [t0, t1]× R2。由于在规范变换下，a改变而 δa不改变，因此该式是规范不变的。

为了使 δy3 对所有 δa都为零，必须满足：

f = 0 (76)

这就是 2 + 1维中仅以 Chern-Simons项作为作用量的 Abel理论的场方程。它意味着磁场和电场都必须为零。
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