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1 道路，同伦

基本群是拓扑学中用来区分不同拓扑空间的重要不变量. 其构造始于空间中最基本的几何对象，即道路.

定义 1.1. 设 X 为拓扑空间，I = [0, 1]为单位闭区间. 若连续映射 α : I → X 满足 α(0) = x0 且 α(1) = x1，

则称 α为从起点 x0 到终点 x1 的一条道路.

道路的像是空间中的一条连续轨迹，但道路本身还包含了具体的参数化方式. 特别地，若起点与终点重
合，则构成环路.
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定义 1.2. 设 x0 ∈ X . 若道路 α : I → X 满足 α(0) = α(1) = x0，则称 α为以 x0 为基点的环路.

常值道路是特殊且重要的道路.

定义 1.3. 对任意 x ∈ X，定义常值道路 cx : I → X 为 cx(s) = x. 显然，常值道路也是以 x为基点的常值环

路.

为了在几何对象上赋予代数结构，我们定义道路的乘积与逆运算.

定义 1.4. 设 α, β : I → X 为道路，且满足 α(1) = β(0)（即 α 的终点等于 β 的起点）. 定义乘积道路
α ∗ β : I → X 为

(α ∗ β)(s) =

α(2s), 0 ≤ s ≤ 1
2

β(2s− 1), 1
2 ≤ s ≤ 1

(1)

几何上，α ∗ β 就是把 α和 β 两条道路拼接起来. 是先以双倍速度走完 α，α的终点同时也是 β 的起点，

再以双倍速度走完 β.

定义 1.5. 设 α : I → X 为从 x0 到 x1 的道路. 定义其逆道路 α−1 : I → X 为

α−1(s) = α(1− s), s ∈ I (2)

几何上，α−1是从 x1出发，沿原路反向走回 x0. 由于环路是特殊的道路，上述乘积和逆运算自然适用于
环路.

尽管定义了乘积和逆，但若直接将所有环路的集合视为群，会遇到根本性困难. 以 x0为基点的环路 α与

其逆 α−1 的乘积 α ∗ α−1 在几何上表现为：先沿某路径走一遍，再沿原路快速返回. 直观上它“看起来”像
是常值环路 cx0

，但严格来说，在映射层面上它们并不相等. 具体而言，α ∗ α−1 的像虽与 α的像重合，但其

参数化过程不同：它在 s ∈ [0, 1
2 ]时从 x0 走到 x1，在 s ∈ [ 12 , 1]时从 x1 走回 x0. 这意味着它在 x0 处没有停

留，而常值环路 cx0
则始终停在 x0. 因此有

α ∗ α−1 6= cx0 (3)

同理，道路乘积也不满足严格的结合律，即

(α ∗ β) ∗ γ 6= α ∗ (β ∗ γ) (4)

因为参数化分段点的位置不同. 由此可见，为了得到群的代数结构，不能直接使用道路本身，而必须对道路
进行等价类划分.

为解决上述问题，我们引入同伦的概念，将能够通过连续变形相互转化的道路视为等同.

定义 1.6. 设 α, β : I → X 为两条以相同点 x0 为基点的环路. 若存在连续映射 F : I × I → X，使得对任意

s, t ∈ I 满足

F (s, 0) = α(s), F (s, 1) = β(s), F (0, t) = x0, F (1, t) = x0 (5)

则称 α与 β 同伦，记作 α ∼ β. 其中 F 称为同伦映射.

直观上，同伦意味着可以在不切断路径且不将基点移开的情况下，将一条环路连续地形变成另一条环路.
t可以视为变形的时间参数，t = 0时环路为 α(s)，t = 1时环路为 β(s)，且形变过程中的任意时刻基点都不

变，即 F (0, t) = F (1, t) = x0.

命题 1.1. 同伦是环路集上的等价关系. 每个等价类称为一个同伦类.
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证明. 自反性： α ∼ α，同伦取为 F (s, t) = α(s)对任意 t ∈ I .
对称性：设 α ∼ β，同伦为 F (s, t)满足 F (s, 0) = α(s)，F (s, 1) = β(s). 则 β ∼ α，同伦取为 F (s, 1− t).

这实际上就是把

传递性：设 α ∼ β，β ∼ γ. 若 F (s, t)为 α与 β 间的同伦，G(s, t)为 β 与 γ 间的同伦，则 α与 γ 间的同

伦可取为

H(s, t) =

F (s, 2t), 0 ≤ t ≤ 1
2

G(s, 2t− 1), 1
2 ≤ t ≤ 1

(6)

该映射在 t = 1
2 处满足 F (s, 1) = β(s) = G(s, 0)，故连续. 这实际上就是 0 ≤ t ≤ 1

2 先从 α变形为 β，1
2 ≤ t ≤ 1

再从 β 变形为 γ.

2 基本群

2.1 基本群的构造

基于同伦等价，我们可以定义严格意义上的群结构.

定义 2.1. 设 X 为拓扑空间，x0 ∈ X . 以 x0 为基点的所有环路的同伦类所构成的集合，配备乘积运算

[α] · [β] = [α ∗ β] (7)

构成一个群，称为 X 在基点 x0 处的基本群，记为 π1(X,x0).

引理 2.1. 同伦类的乘积与代表元选取无关. 即若 α ∼ α′，β ∼ β′，则

α ∗ β ∼ α′ ∗ β′ (8)

证明. 设 F (s, t)为 α与 α′ 间的同伦，G(s, t)为 β 与 β′ 间的同伦. 定义

H(s, t) =

F (2s, t), 0 ≤ s ≤ 1
2

G(2s− 1, t), 1
2 ≤ s ≤ 1

(9)

则 H(s, 0) = (α ∗ β)(s)，H(s, 1) = (α′ ∗ β′)(s)，且在 s = 1
2 处由 α(1) = β(0)保证连续性. 因此 H 为所需同

伦，故 α ∗ β ∼ α′ ∗ β′.

因此，[α] ∗ [β]的定义不依赖于代表元.

定理 2.2. π1(X,x0)在乘法 [α] · [β] = [α ∗ β]下构成一个群.

证明. 需验证结合律、单位元和逆元.
结合律：对任意环路 α, β, γ，需证明

[(α ∗ β) ∗ γ] = [α ∗ (β ∗ γ)] (10)

如图(1)(a)，构造同伦 F : I × I → X 如下：

F (s, t) =


α
(

4s
1+t

)
, 0 ≤ s ≤ 1+t

4

β(4s− t− 1), 1+t
4 ≤ s ≤ 2+t

4

γ
(

4s−t−2
2−t

)
, 2+t

4 ≤ s ≤ 1

(11)
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当 t = 0时，F (s, 0)给出 (α ∗ β) ∗ γ（三段区间分别为 [0, 1
4 ], [

1
4 ,

1
2 ], [

1
2 , 1]，对应前

1
4 先走 α，中间 1

4 再走 β，

最后 1
2 走 γ )；当 t = 1时，区间变为 [0, 1

2 ], [
1
2 ,

3
4 ], [

3
4 , 1]，对应 α ∗ (β ∗ γ). 故结合律成立.

单位元：常值环路 cx0
的同伦类为单位元. 需证明

[α] ∗ [cx0
] = [α], [cx0

] ∗ [α] = [α] (12)

如图(1)(b)，对于 α ∗ cx0 ∼ α，构造同伦

F (s, t) =

α
(

2s
1+t

)
, 0 ≤ s ≤ t+1

2

x0,
t+1
2 ≤ s ≤ 1

(13)

当 t = 0时，前段为 α(2s)（0 ≤ s ≤ 1
2），后段为常值 x0，即 α ∗ cx0；当 t = 1时，前段为 α(s)，后段区间为

空（或长度为 0），即 α. 同理，对 cx0
∗ α ∼ α，同伦为

F (s, t) =

x0, 0 ≤ s ≤ 1−t
2

α
(

2s−1+t
1+t

)
, 1−t

2 ≤ s ≤ 1
(14)

故 [cx0
]为单位元.
逆元：对任意 [α]，需证明

[α] ∗ [α−1] = [cx0
] (15)

其中 α−1(s) = α(1− s). 构造同伦 F : I × I → X：

F (s, t) =

α(2s(1− t)), 0 ≤ s ≤ 1
2

α(2(1− s)(1− t)), 1
2 ≤ s ≤ 1

(16)

当 t = 0时，前段为 α(2s)，后段为 α(2(1− s)) = α−1(2s− 1)（因为 α−1(u) = α(1− u)，令 u = 2s− 1，则

1−u = 2−2s = 2(1−s)），这正是 α∗α−1. 当 t = 1时，F (s, 1) = α(0) = x0为常值环路. 故 [α∗α−1] = [cx0
]，

即 [α]−1 = [α−1].

图 1: (α ∗ β) ∗ γ ∼ α ∗ (β ∗ γ)以及 α ∗ cx ∼ α

至此，π1(X,x0)被严格证明为一个群，其单位元为常值环路的同伦类，逆元为取逆环路的同伦类.

例 2.1 (圆盘与穿孔圆盘). 考虑图 (2)中的两个空间.
• 对于无孔圆盘 Y（单连通空间），其上的任意环路均可连续收缩为一点. 因此所有环路彼此同伦，基本
群是平凡群，即

π1(Y ) = {0} (17)

• 对于带有一个孔洞的圆盘 X，环路的同伦类由整数 n ∈ Z完全刻画. 其中 n表示环路绕孔洞的净圈数：
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逆时针环路绕为正，顺时针为负，不环路绕为零. 因此基本群为整数加法群

π1(X) ∼= Z (18)

群运算的几何意义为，n+m对应先绕孔洞 n圈，再绕m圈.

图 2: 带孔和不带孔的圆盘

2.2 基本群与基点无关

道路连通空间的基本群不依赖于基点的选择.

定理 2.3. 设 X 为道路连通拓扑空间，x0, x1 ∈ X . 则 π1(X,x0)与 π1(X,x1)同构.

图 3: 从 x0 处的环路构造 x1 处的环路

证明. 取道路 η : I → X 满足 η(0) = x0，η(1) = x1. 若 α为 x0处的环路，则 η−1 ∗ α ∗ η是以 x1为基点的环

路. 如图(3)，定义映射
Pη : π1(X,x0) → π1(X,x1), [α] 7→ [η−1 ∗ α ∗ η] (19)

下面证明 Pη 为同态. 对任意 [α], [β] ∈ π1(X,x0)，

Pη([α] ∗ [β]) = [η−1 ∗ α ∗ β ∗ η] = [η−1 ∗ α ∗ η ∗ η−1 ∗ β ∗ η] = Pη([α]) ∗ Pη([β]) (20)
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构造逆映射 P−1
η : π1(X,x1) → π1(X,x0)，

P−1
η ([α′]) = [η ∗ α′ ∗ η−1] (21)

则

P−1
η ◦ Pη([α]) = [η ∗ η−1 ∗ α ∗ η ∗ η−1] = [α] (22)

同理 Pη ◦ P−1
η = id. 故 Pη 为同构.

因此，道路连通空间的基本群可简记为 π1(X).

2.3 基本群的同伦不变性

我们可以将同伦概念推广到任意连续映射.

定义 2.2. 设 f, g : X → Y 为连续映射. 若存在连续映射 F : X × I → Y 使得

F (x, 0) = f(x), F (x, 1) = g(x) (23)

则称 f 同伦于 g，记作 f ∼ g. F 称为同伦.

定义 2.3. 拓扑空间 X 与 Y 具有相同的同伦型（记作 X ' Y），若存在连续映射 f : X → Y 与 g : Y → X，

使得

f ◦ g ∼ idY , g ◦ f ∼ idX (24)

称 f 为同伦等价，g为其同伦逆.

我们回忆同胚的定义是，存在连续映射 f : X → Y 与 g : Y → X 使得 f ◦ g = idY 且 g ◦ f = idX . 可见
同胚的拓扑空间必然具有相同同伦型. 但反之不成立，例如 {p}和 R属同一同伦型

命题 2.4. “具有相同同伦型”是拓扑空间集合上的等价关系.

证明. 自反性显然. 对称性由定义直接得到. 下面只证传递性. 设 f : X → Y 是同伦等价，同伦逆 f ′ : Y → X，

g : Y → Z 是同伦等价，同伦逆 g′ : Z → Y . 则

(g ◦ f)(f ′ ◦ g′) = g(f ◦ f ′)g′ ∼ g ◦ idY ◦ g′ = g ◦ g′ ∼ idZ (25)

(f ′ ◦ g′)(g ◦ f) = f ′(g′ ◦ g)f ∼ f ′ ◦ idY ◦ f = f ′ ◦ f ∼ idX (26)

故 X ' Z.

我们不加证明地引入以下重要定理

定理 2.5. 若 X ' Y，且 f : X → Y 为同伦等价，则 π1(X,x0) ∼= π1(Y, f(x0)).

推论. 基本群在同胚下不变，因而是拓扑不变量.

2.4 形变收缩与可缩空间

定义 2.4. 设 R 6= ∅为 X 的子空间. 若存在连续映射 f : X → R使得 f |R = idR，则称 R为 X 的收缩核，f

称为收缩映射.

收缩映射把整个 X 都映到 R而保持 R中的点不变.
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定义 2.5. 若存在连续映射 H : X × I → X 满足

H(x, 0) = x, H(x, 1) ∈ R, (∀x ∈ X) (27)

H(x, t) = x (∀x ∈ R, ∀t ∈ I) (28)

则称 R为 X 的形变收缩核. 此时 H 是 idX 与某个收缩映射 f : X → R之间的同伦，且在 R上固定不动.

直观上看，H 将X 连续地收缩到 R中，t则是形变过程的参数. t = 0时，H(x, 0)是整个X 上的恒等映

射，t = 1时，H(x, 1)把 X 中的所有点都映到 R中，且对形变过程中的任意 t，H(x, t)限制在 R上都是恒

等映射.
若 R是 X 的形变收缩核，则 X ' R，从而

π1(X, a) ∼= π1(R, a), a ∈ R (29)

例 2.2. 单位圆 S1 是环形区域 Y = {reiθ | 1
2 ≤ r ≤ 3

2}的形变收缩核. 映射 g : Y → S1, reiθ 7→ eiθ，则

g ◦ idY 与恒等映射通过
H(reiθ, t) = [1 + (r − 1)(1− t)]eiθ (30)

同伦，且 S1 上点保持固定. 故 π1(S
1) ∼= π1(Y ).

定义 2.6. 若单点集 {a}是 X 的形变收缩核，即存在同伦 H : X × I → X 使得

H(x, 0) = a, H(x, 1) = x, H(a, t) = a (31)

则称 X 为可缩的.

例 2.3. Rn 可缩至原点，取 H(x, t) = tx即可. 任何凸子集亦然.

定理 2.6. 可缩空间的基本群是平凡的，即 π1(X) ∼= {e}.

证明. 可缩空间与单点空间同伦型相同，而单点空间的基本群平凡.

定义 2.7. 若道路连通空间的基本群平凡，则称其为单连通.

例 2.4. 证明 S1 是 D2 \ {0}的形变收缩核，其中 D2 = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1}. 推广到 Sn 是 Dn+1 \ {0}的形
变收缩核.

定义映射 H : X × I → X 为

H(x, t) = (1− t)x+ t
x

‖x‖
(32)

当 t = 0时

H(x, 0) = x (33)

当 t = 1时

H(x, 1) =
x

‖x‖
(34)

其像落在单位球面 Sn 上，因为 ∥∥∥∥ x

‖x‖

∥∥∥∥ = 1 (35)

若 x ∈ Sn，即 ‖x‖ = 1，则

H(x, t) = (1− t)x+ tx = x (36)
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因此对所有 t ∈ I 都有 H(x, t) = x. 我们还需确保 H(x, t) 6= 0，即收缩过程不会落到被挖掉的原点. 注意到
x 6= 0，令 r = ‖x‖，则 0 < r ≤ 1. 由表达式

H(x, t) =

(
(1− t) +

t

r

)
x (37)

其系数为

(1− t) +
t

r
=

r(1− t) + t

r
(38)

因为 r > 0，且 t ∈ [0, 1]，分子 r(1− t) + t > 0，故系数严格为正. 因此 H(x, t) 6= 0.
此外，还需验证 H(x, t) ∈ Dn+1

‖H(x, t)‖ =

(
(1− t) +

t

r

)
· r = r(1− t) + t (39)

由于 r ≤ 1，有

r(1− t) + t ≤ (1)(1− t) + t = 1 (40)

且该值非负. 故 H(x, t) ∈ Dn+1 \ {0}.

3 圆环的基本群

圆环 S1 的基本群是整数加法群 Z. 为证明这一点，需借助覆盖映射 R → S1 来分析.

定义 3.1. 设 S1 = {z ∈ C | |z| = 1}，定义覆盖映射

p : R → S1, p(x) = exp(ix) (41)

取基点 1 ∈ S1，其提升为 0 ∈ R. 考虑等价关系 x ∼ y ⇐⇒ x− y = 2πm（m ∈ Z），模去等价类即得

S1 ∼= R/2πZ (42)

设 f̃ : R → R连续，满足 f̃(0) = 0且

f̃(x+ 2π) ∼ f̃(x) (43)

则 f̃ 诱导出映射 f : R/2πZ → R/2πZ满足

f([x]) = p ◦ f̃(x) (44)

对 [0] ∈ R/2πZ亦即 1 ∈ S1，有 f(1) = p ◦ f̃(0) = p(0) = 1. 存在唯一整数 n（与 x无关），使得

f̃(x+ 2π) = f̃(x) + 2πn (45)

反过来也是成立的，即

定义 3.2. 满足 f(1) = 1的映射 f : S1 → S1 和满足 f̃(0) = 0及 f̃(x + 2π) = f̃(x) + 2πn的映射 f̃ : R → R
是一一对应的. 该整数 n称为由 f̃ 诱导的映射 f : S1 → S1 的度，记作 deg(f).

几何上，n的意义是，当参数 x变化 2π时，p(x)在 S1上绕了几圈. 在 S1上走一圈还是回到原点，看不

出来什么区别，所以需要引入 f̃ 这个映射来分辨.

引理 3.1. 设 f, g : S1 → S1 且 f(1) = g(1) = 1，则

deg(f) = deg(g) ⇐⇒ f ∼ g (46)

并且对任意 n ∈ Z，存在 f : S1 → S1 满足 deg(f) = n.
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证明. 先证充分性. 设 deg(f) = deg(g)，取对应的提升 f̃ , g̃ : R → R. 定义线性同伦

F̃ (x, t) = tf̃(x) + (1− t)g̃(x) (47)

则 F̃ 在 R× I 上连续，且 F̃ (x+ 2π, t) = F̃ (x, t) + 2πn，故可投影为 F = p ◦ F̃ : S1 × I → S1，即 f 与 g间

的同伦.
再证必要性. 若 f ∼ g，存在同伦 F : S1 × I → S1 保持基点固定. 提升为 F̃ : R× I → R，满足

F̃ (x+ 2π, t) = F̃ (x, t) + 2πn(t) (48)

由连续性，n(t)为常数，故 deg(f) = deg(g).
取 f̃(x) = nx，则投影 f([x]) = [nx]的度数为 n.

因此，保持基点的映射 S1 → S1 的同伦类与整数一一对应. 进一步，该对应为群同构.

定理 3.2.
π1(S

1) ∼= Z (49)

证明. 保持基点的环 α : S1 → S1 的同伦类 [α]对应度数 deg(α) ∈ Z. 由引理可知该映射为双射. 对环的乘积，
若 deg(f) = n，deg(g) = m，则提升满足

f̃ ∗ g(x+ 2π) = f̃ ∗ g(x) + 2π(n+m) (50)

故

deg(f ∗ g) = deg(f) + deg(g) (51)

即保持群运算，故为同构.

4 乘积空间的基本群

定理 4.1. 设 X,Y 道路连通，则

π1(X × Y, (x0, y0)) ∼= π1(X,x0)⊕ π1(Y, y0) (52)

证明. 定义投影 p1 : X × Y → X，p2 : X × Y → Y . 对环 α于 (x0, y0)，α1 = p1 ◦ α为 X 中以 x0 为基点的

环，α2 = p2 ◦α为 Y 中以 y0为基点的环. 反之，任意一对环 (α1, α2)确定唯一环 α(s) = (α1(s), α2(s)). 定义

φ([α]) = ([α1], [α2]) (53)

该映射具有明显逆映射

φ−1([α1], [α2]) = [(α1, α2)] (54)

故为同构.

例 4.1. (1)环面 T 2 = S1 × S1，有

π1(T
2) ∼= Z⊕ Z (55)

一般地，n维环面 Tn = S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
n

的基本群为

π1(T
n) ∼= Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸

n

(56)

(2)圆柱 X = S1 × R，因 π1(R) ∼= {e}，得

π1(X) ∼= Z (57)
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5 自由群与群的表现

为系统计算基本群，需先引入自由群和群的表现的概念.

定义 5.1. 设 X = {xj}为群 G的子集. 若任意 g ∈ G− {e}均可唯一写成

g = xi1
1 xi2

2 · · ·xin
n (58)

其中 n有限，ik ∈ Z，且相邻因子不同（xj 6= xj+1），则称 X 为 G的自由生成元集，G称为自由群.

定义 5.2. 给定集合 X（元素称为字母），形如

w = xi1
1 xi2

2 · · ·xin
n (59)

的表达式称为单词. 若 ij 6= 0且 xj 6= xj+1，则称其为约化单词. 空单词记为 1.

约化规则要求合并相邻同底幂次，删除零次项. 例如：

a2b3a3b2c2c4 = a2b3a3b3c2 (60)

乘积定义为单词的拼接后约化. 逆元定义为

w−1 = x−in
n · · ·x−i2

2 x−i1
1 (61)

所有约化单词在拼接约化乘法下构成自由群，记为 F [X].
任意群 G可由生成元及关系给出. 若关系写作

r = xi1
1 xi2

2 · · ·xin
n = 1 (62)

则称 (x1, . . . , xp; r1, . . . , rq)为 G的表现.
设 F [X]为 X 生成的自由群. 自然满同态

φ : F [X] → G, xi1
1 · · ·xin

n 7→ xi1
1 · · ·xin

n ∈ G (63)

的核为正规子群，且

F [X]/ kerφ ∼= G (64)

例 5.1. 循环群 Zn = (x;xn)，自由阿贝尔群 Z⊕ Z = (x, y;xyx−1y−1).

6 多面体的基本群

若拓扑空间 X 可三角剖分，则可系统计算其基本群. 设 f : |K| → X 为三角剖分，由于基本群是拓扑不

变量，π1(X) ∼= π1(|K|).

6.1 边群

定义 6.1. 单纯复形K 中的边道路为顶点序列 v0v1 . . . vk，其中相邻顶点构成 0-或 1-单形. 若 v0 = vk = v，则

称为边环.

通过引入以下替换规则，如图(4)，在边环上定义等价关系
1. 若 〈uvw〉为 2-单形，则 uvw可替换为 uw，反之亦可；

2. 若 u = w，则 uvw可替换为单点 u，反之亦可.
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图 4: 边环的替换规则

记 v处边环 vu1 · · ·uk−1v的等价类为 {vu1 · · ·uk−1v}. 等价类在拼接乘法

{vu1 · · ·uk−1v} ∗ {vw1 · · ·wj−1v} = {vu1 · · ·uk−1vw1 · · ·wj−1v} (65)

下构成群，称为K 在 v处的边群 E(K; v).
我们不加证明地引入如下定理

定理 6.1.
E(K; v) ∼= π1(|K|; v) (66)

6.2 计算步骤

为计算边群，选取 K 的极大树 TM，即包含所有顶点且单连通的 1-维子复形. 由于树中边对应平凡同伦
类，可忽略. 计算规则如下

1. 对K − L中每条 1-单形 〈vivj〉（i < j），分配生成元 gij；

2. 若 〈vivj〉 ∈ L，则 gij = 1；

3. 对每个 2-单形 〈vivjvk〉（i < j < k），添加关系

gijgjk = gik (67)

则

π1(|K|) ∼= G(K;L) (68)

6.3 2-骨架引理

考虑边群的构造过程，边群的生成元来自 1-单形，关系来自 2-单形，更高维单形不参与. 所以显然有

定理 6.2. 设K 为单纯复形，K(2) 为其 2-骨架（即所有 0、1、2维单形的并），则

π1(|K|) ∼= π1(|K(2)|) (69)

例 6.1. (n+ 1)-单形 σn+1与其边界 ∂σn+1具有相同的 2-骨架. σn+1同胚于实心球Dn+1，因而是可缩的，故

π1(σn+1) ∼= {e}. 由(6.2)
π1(S

n) ∼= π1(∂σn+1) ∼= π1(σn+1) ∼= {e}, n ≥ 2 (70)

此即

π1(S
n) ∼= {e}, n ≥ 2 (71)
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6.4 花束（Bouquet）的基本群

定义 6.2. n-花束定义为 n个圆的一点并，记作
∨n

i=1 S
1.

图 5: 3-Bouquet的三角剖分

例 6.2. 取公共点 v为基点. 对 3-花束，如图(5)，三角剖分后选取极大树 L（图中粗线），生成元为 g12, g34, g56，

无非平凡 2-单形，故无关系
π1(3-花束) = (x, y, z; ∅) (72)

一般地，

π1

(
n∨

i=1

S1

)
∼= Fn (73)

其中 Fn 为 n个生成元的自由群，是非交换的. 直观上，绕不同洞的环 α, β 满足

[α] ∗ [β] ∗ [α]−1 6= [β] (74)

因此

[α] ∗ [β] 6= [β] ∗ [α] (75)

6.5 环面的基本群

图 (6)给出环面 T 2 = S1 × S1 的三角剖分. 阴影区域选为子复形 L（包含所有顶点，且道路连通、单连

通）. 选取生成元 x = g02，y = g04. 由各 2-单形的关系可逐次推出

g02 = g07 = g37 = g38 = g48 = x (76)

g04 = g06 = g16 = g18 = g28 = y (77)

g24 = x−1y (78)

最后由关系 x−1yx = y，即

xyx−1y−1 = 1 (79)

故

π1(T
2) = (x, y;xyx−1y−1) ∼= Z⊕ Z (80)
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图 6: 环面的三角剖分

与乘积空间公式一致.
几何上，取环 α = 0 → 1 → 2 → 0和 β = 0 → 3 → 4 → 0，分别对应 x和 y. 关系

α ∗ β ∗ α−1 ∗ β−1 ∼ cv (81)

如图 (7)所示.

图 7: α ∗ β ∗ α−1 ∗ β−1 ∼ cv

设 Σg 为亏格 g 的闭曲面（g 个环柄的环面）. 其基本群有 2g 个生成元 αi, βi（i = 1, . . . , g），满足单一

关系
g∏

i=1

(αi ∗ βi ∗ α−1
i ∗ β−1

i ) ∼ cv (82)
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若将对应生成元记为 xi, yi，则

π1(Σg) =

(
x1, y1, . . . , xg, yg;

g∏
i=1

(xiyix
−1
i y−1

i ) = 1

)
(83)

6.6 射影平面 RP 2的基本群

图 8: 射影平面的三角剖分

图 (8)给出了射影平面 RP 2 的三角剖分. 阴影区域为子复形 L. 共有 7个生成元和 6个关系. 取生成元
x = g23，逐条写出关系如下

g23g34 = g24 =⇒ g24 = x (84)

g24g46 = g26 =⇒ g26 = x (85)

g12g26 = g16 =⇒ g16 = x (86)

g13g36 = g16 =⇒ g36 = x (87)

g35g56 = g36 =⇒ g56 = x (88)

g23g35 = g25 =⇒ x · g35 = 1 =⇒ g35 = x−1 (89)

所有生成元均可用 x和 x−1 表示. 最终关系为
x2 = 1 (90)

因此

π1(RP 2) ∼= (x;x2) ∼= Z2 (91)

在 RP 2 中

• 环 α可连续缩为一点，故为平凡元素；

• 环 β 无法缩为一点，故为非平凡元素；

• 由于对径点等同，β ∗ β 在几何上对应绕两圈. 由图 (9)(b)可见，β ∗ β 可连续缩为一点.
因此，对应环 β 的生成元 x满足关系

x2 = 1 (92)

这从几何上验证了 π1(RP 2) ∼= Z2.
同样的几何论证可用于 RP 3. RP 3 可视为 S3 在对径点等同的商空间

RP 3 = S3/(x ∼ −x) (93)

14



图 9: 射影平面上的环路

取 S3 的半球作为代表元，则 RP 3 可表示为实心球 D3，其球面上的对径点被认同. 将图 (9)中的圆盘 D2 替

换为实心球 D3，同样的论证给出

π1(RP 3) ∼= Z2 (94)

事实上，对任意 n ≥ 2，有

π1(RPn) ∼= Z2 (95)
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