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1 复数域与解析函数

1.1 数域的扩充

定义 1.1 (复数). 复数是形如 z = x+ iy的数，其中 x = <(z)称为 z的实部，y = =(z)称为 z的虚部.

定义 1.2 (复数的三角形式). 复数有三角形式 z = r(cos θ + i sin θ)，其中 r > 0称作 z的模，记作 |z|；θ称作

z 的辐角，记作 Arg z. 由三角函数的周期性可知若 θ是 z 的辐角，则 θ + 2kπ(k ∈ Z)也是 z 的辐角. 辐角中
位于 (−π, π]的叫做辐角主值，记作 arg z.

定义 1.3 (共轭复数). 对 z = x+ yi，z的共轭复数定义为 z := x− yi.

若 z1 = x1 + iy1，z2 = x2 + iy2，则复数的加法与乘法满足：

z1 + z2 = (x1 + x2) + (y1 + y2)i (1)

z1 · z2 = (x1x2 − y1y2) + (x1y2 + x2y1)i (2)

复数相乘可以看作是模相乘，辐角相加.

1.2 复变函数

定义 1.4 (复变函数). 复变函数是映射 f : C → C，z = x+ iy 7→ w = u+ iv.

需要注意的是，复变函数允许多值函数的存在.例如 w = Arg z，对一个 z0 ∈ C，对应无数个函数值，即
ω(z0) = arg z0 + 2kπ(k ∈ Z).
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可以把 u, v看作关于 x, y的二元函数，即：

u = u(x, y), v = v(x, y) (3)

例如 w = z2，设 z = x+ iy，w = u+ iv，则

u+ iv = (x+ iy)2 = (x2 − y2) + 2xyi (4)

所以 u = x2 − y2，v = 2xy.

1.3 复变函数的导数

定义 1.5 (复变函数的导数). f(z)在 z0 ∈ D处可导定义为，若如下极限存在：

f ′(z0) := lim
∆z→0

f(z0 +∆z)− f(z0)

∆z
(5)

则称 f(z)在 z0 处可导.

例 1.1 (幂函数的导数). 计算 d

dz
z2：

d

dz
z2 = lim

∆z→0

(z +∆z)2 − z2

∆z
= 2z (6)

例 1.2 (共轭函数的不可导性). 讨论 f(z) = z̄的可导性.
计算差商：

∆w

∆z
=

z +∆z − z

∆z
=

∆z

∆z
(7)

固定 y，∆x → 0时，

lim
∆z→0

∆z

∆z
= lim

∆x→0

∆x

∆x
= 1 (8)

固定 x，∆y → 0时，

lim
∆z→0

∆z

∆z
= lim

∆y→0

−i∆y

i∆y
= −1 (9)

故 lim
∆z→0

∆z

∆z
不存在，即 f ′(z)不存在.

定义 1.6 (解析函数与奇点). 若 f(z)在 z0 及它的某个邻域内处处可导，则称 f(z)在 z = z0 处解析. 若 f(z)

在 z0 处不解析，则称 z0 为 f(z)的奇点.

评论 (可导与解析的关系). f(z)在某闭区域上可导不能推出 f(z)在某闭区域上解析；f(z)在某区域上可导

当且仅当 f(z)在某区域上解析.

例 1.3 (|z|2 的解析性). 讨论 f(z) = |z|2 的解析性.
取 z0 ∈ C，计算

lim
∆z→0

|z0 +∆z|2 − |z0|2

∆z
= lim

∆z→0

(z0 +∆z)(z0 +∆z)− z0z0
∆z

(10)

= lim
∆z→0

(
z0 +∆z + z0

∆z

∆z

)
(11)

当 z0 = 0时

lim
∆z→0

|z0 +∆z|2 − |z0|2

∆z
= lim

∆z→0
∆z = 0 (12)

当 z0 6= 0时，设 z沿 y − y0 = k(x− x0)逼近 z0. 此时
∆z

∆z
=

∆x− i∆y

∆x+ i∆y
=

1− ki

1 + ki
(13)
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于是

lim
∆z→0

|z0 +∆z|2 − |z0|2

∆z
= z0 + z0

1− ki

1 + ki
(14)

随 k的变化而变化，故 f ′(z0)不存在. 因此 f(z)只在 z0 = 0处可导，在 C上处处不解析.

柯西-黎曼方程（C-R方程）是复变函数论中最基本的方程之一，它给出了复函数可导（解析）的充要条
件.

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(15)

C-R方程与函数可导性、解析性的关系如下.

定理 1.1 (可导与解析的充要条件). 函数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)在区域 D内解析的充要条件是：u(x, y)与

v(x, y)在 D内处处可微，且满足柯西-黎曼方程.
特别地，f(z)在点 z0 = x0 + iy0 处可导的充要条件是：u, v在 (x0, y0)处可微且满足 C-R方程.

评论. 若 C-R方程成立，则 f(z)的导数可以表示为以下四种等价形式：

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

∂u

∂x
− i

∂u

∂y
=

∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
=

∂v

∂y
− i

∂u

∂y
(16)

例 1.4 (指数函数). 讨论函数 f(z) = ex(cos y + i sin y)的可导性.
因为 u = ex cos y，v = ex sin y在 R× R上处处可微，且

∂u

∂x
= ex cos y ,

∂u

∂y
= −ex sin y ,

∂v

∂x
= ex sin y ,

∂v

∂y
= ex cos y (17)

显然满足 C-R方程，故 f(z)处处可导，且

f ′(z) = ex cos y + iex sin y (18)

例 1.5 (非解析函数). 讨论函数 f(z) = z<(z)的可导性.
由于 u = x2，v = xy在 R× R上可微，且

∂u

∂x
= 2x ,

∂u

∂y
= 0 ,

∂v

∂x
= y ,

∂v

∂y
= x (19)

C-R方程要求 2x = x且 0 = −y，因此仅在 (0, 0)即 z = 0处满足条件.
所以该函数仅在 z = 0处可导，在 C上处处不解析.

1.4 调和函数与解析函数构造

定义 1.7 (调和函数). 若二元实函数 φ(x, y)在区域D ⊆ R×R内具有二阶连续偏导数，且满足拉普拉斯方程：
∂2φ

∂x2
+

∂2φ

∂y2
= 0 (20)

则称 φ(x, y)为区域 D内的调和函数.
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定义 1.8 (共轭调和函数). 若 φ(x, y)和 ϕ(x, y)均为 D内的调和函数，且满足 C-R方程：

∂φ

∂x
=

∂ϕ

∂y
,

∂φ

∂y
= −∂ϕ

∂x
(21)

则称 φ是 ϕ的共轭调和函数.

评论. 共轭调和函数的定义不具有对称性. 即若 φ是 ϕ的共轭调和函数，则 ϕ不一定是 φ的共轭调和函数.

定理 1.2 (解析函数与调和函数). 如果 f(z) = u+ iv在区域D内解析，则 u和 v在D内都是调和函数，且 u

是 v的共轭调和函数.

例 1.6 (由调和函数构造解析函数). 证明 u = x2 + 2xy − y2 为调和函数，并求以 u为实部的解析函数 f(z).
第一步：验证 u为调和函数.
计算偏导数：

∂u

∂x
= 2x+ 2y ,

∂2u

∂x2
= 2 ,

∂u

∂y
= 2x− 2y ,

∂2u

∂y2
= −2 (22)

因此

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 2− 2 = 0 (23)

所以 u为调和函数.
第二步：求共轭调和函数 v.
设 v是 u的共轭调和函数，则由 C-R方程得

∂v

∂y
=

∂u

∂x
= 2x+ 2y ,

∂v

∂x
= −∂u

∂y
= 2y − 2x (24)

对第一式关于 y积分：

v =

∫
(2x+ 2y) dy = 2xy + y2 + g(x) (25)

再对 x求导并与第二式比较：

2y + g′(x) = 2y − 2x ⇒ g′(x) = −2x (26)

积分得

g(x) = −x2 + C (27)

故

v = 2xy + y2 − x2 + C (28)

第三步：构造解析函数.
因此所求解析函数为

f(z) = (x2 + 2xy − y2) + i(2xy + y2 − x2 + C) (29)

其中 C 为任意实常数.
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评论. 由上述例子可以看出，给定一个调和函数作为实部（或虚部），可以通过 C-R方程唯一确定其共轭调和
函数（至多相差一个常数），从而构造出相应的解析函数.

1.5 指数函数

定义 1.9 (指数函数). 指数函数定义为

ez = exp z := ex(cos y + i sin y) (30)

其中 z = x+ iy.

容易发现：

|ez| =
√
e2x cos2 y + e2x sin2 y =

√
e2x = ex (31)

Arg ez = y + 2kπ, k ∈ Z (32)

于是复数的三角形式也能写作：

ρeiθ = ρ(cos θ + i sin θ) (33)

指数函数有如下性质：

1. 指数函数是单值函数.
2. 对任意 z ∈ C，有 ez 6= 0.
3. ez1+z2 = ez1 · ez2 .
4. 周期性：ez+2kπi = ez .
5. 在复平面上处处解析，且 (ez)′ = ez .
6. ez 在∞处无定义，自然也不解析.

1.6 幂函数与多值函数

幂函数 zn（n ∈ Z）的定义和实数域上一致. 当 n = 1, 2, . . . 时，zn 在 C上处处解析但在∞处不解析；
当 n = 0时，zn在 C = C ∪ {∞}上解析；当 n = −1,−2, . . . 时，zn在 C− {0}上处处解析. 在 zn的解析区

域内，(zn)′ = nzn−1.
由幂级数可定义多项式函数

Pn(z) = a0 + a1z + · · ·+ anz
n (34)

和有理函数

R(z) =
Pm(z)

Qn(z)
, Qn(z) 6= 0 (35)

1.7 根式函数与分支点

以根式函数
√
z − a为例，ω =

√
z − a定义为 ω2 = z − a. 设 ω = ρeiϕ，z − a = reiθ，则

ρ =
√
r, ϕ =

θ

2
+ nπ =

1

2
Arg(z − a) (36)

ω的多值性来源于 z − a的辐角的多值性，称 z − a为宗量. 于是

|ω| =
√
|z − a|, Argω =

1

2
Arg(z − a) (37)

z从复平面上一闭合曲线上的 z0出发，绕行一周后回到 z0. 若 a在曲线外部，则 Arg(z − a)不变，ω不

变；若 a在曲线内部，则 Arg(z − a)变化 2π，Argω变化 π，ω不还原.
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定义 1.10 (分支点). 若 ω 在 z0 的去心邻域内有定义，且沿以 z0 为中心的任意充分小的闭合曲线一周回到原

处时 ω的值都不还原，则称 z0 为 ω的分支点.

要考察 ∞ 是否为 ω 的分支点，可作足够大的简单闭合路径，绕行一周观察 ω 是否还原；也可作变换

z = 1/t，考察 t = 0是否是 f(1/t)的支点.

1.7.1 单值化方法

要对 ω 进行单值化，最简单的方法是将 ω 的宗量的辐角限制在某个 2π 周期内. 宗量辐角变化的各个周
期给出多值函数的各个单值分支，每个单值分支都是单值函数，整个多值函数就是各个单值分支的总和. 例
如，对多值函数 ω =

√
z − a，限制 0 ≤ Arg(z − a) < 2π和 2π ≤ Arg(z − a) < 4π分别给出 ω的两个单值分

支.
将多值函数划分为若干个单值分支，实质上是限制 z 在复平面内的变化方式. 例如在上面的例子中，就

是限制 z不得单独绕 a点或∞点转圈. 用平行于实轴的割线连接 a和∞，使 z的路径不得穿越割线，则 z不

能绕单独一个分支点一周. 分别规定在割线上岸 Arg(z − a) = 0和 Arg(z − a) = 2π，即可得到 ω的两个单值

分支.
另一种确定 z与 ω对应关系的方法是规定 ω在分支点以外的某一点 z0的值，并明确说明由 z0出发到达

z点的路径.

评论. 涉及多值函数的运算时，需要特别留意有关宗量辐角的规定，例如√
(z − a)(z − b) =

√
z − a ·

√
z − b (38)

这样的式子不一定成立.

1.7.2 对数函数

定义 1.11 (对数函数). 对数函数是指数函数的反函数：

w = Ln z ⇐⇒ z = ew (39)

对数函数有如下性质：

1. 对数函数是多值函数. Ln z 的多值性来源于其宗量 z 的辐角多值性. Ln z 的分支点是 0和∞. 作割线连
接 0与∞，并规定割线一侧的 Arg z值，即可得到 Ln z的单值分支：

Ln z = ln |z|+ i(arg z + 2kπ), k ∈ Z (40)

把 Ln z中 −π < =(Ln z) ≤ π的值叫做 Ln z的主枝，记作 ln z.

例 1.7.
Ln(−1) = 0 + (π + 2kπ)i (41)

例 1.8.
Ln(−i) = 0 +

(
−π

2
+ 2kπ

)
i (42)

例 1.9.
Ln(1 + i) =

√
2 +

(π
4
+ 2kπ

)
i (43)

2. Ln(z1z2) = Ln z1 + Ln z2，Ln
z1
z2

= Ln z1 − Ln z2.
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3. Ln ez = ln |ez|+ i(arg ez + 2kπ) = ln eℜ(z) + i[=(z) + 2kπ] = z + 2kπi.
4. 解析性（就主枝 ln z讨论）：

d ln z

dz
=

1

z
(44)

1.8 其它初等函数

定义 1.12 (一般幂函数). 对任意的 α，幂函数定义为

zα = eαLn z (45)

1. 当 α为正整数 n时，

w = enLn z = en[ln |z|+i(arg z+2kπ)] = en(ln |z|+i arg z) (46)

为单值函数.
2. 当 α = p/q（p, q ∈ Z且互质）时，为 q值函数.
3. 其它情况下，为无穷多值函数.

定义 1.13 (三角函数). 三角函数定义为

sin z :=
eiz − e−iz

2i
, cos z :=

eiz + e−iz

2
, tan z :=

eiz − e−iz

i(eiz + e−iz)
(47)

1. 解析性：
sin′ z = cos z, cos′ z = − sin z (48)

2. 无界性：复三角函数在复平面上无界.

定义 1.14 (双曲函数). 双曲函数定义为

sinh z :=
ez − e−z

2
, cosh z :=

ez + e−z

2
, tanh z :=

ez − e−z

ez + e−z
(49)

1. 与三角函数的关系：

sinh z = −i sin iz, cosh z = cos iz, tanh z = −i tan iz (50)

2. 解析性：
sinh′ z = cosh z, cosh′ z = sinh z (51)

tanh z在 C−
{
kπ

2
i

}
上解析，且

tanh′ z =
1

cosh2 z
(52)

3. 周期性：
sinh(z + 2πi) = sinh z, cosh(z + 2πi) = cosh z, tanh(z + πi) = tanh z (53)

例 1.10.
cos i =

e−1 + e1

2
(54)
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例 1.11.

sin(1 + 2i) =
e(1+2i)i − e−(1+2i)i

2i
(55)

=
e−2+i − e2−i

2i
(56)

=
e−2(cos 1 + i sin 1)− e2(cos 1− i sin 1)

2i
(57)

=
sin 1(e2 + e−2)

2
+

cos 1(e2 − e−2)

2
i (58)

2 复积分

2.1 复积分

2.1.1 复积分的定义

定义 2.1 (复积分). 设 C 为复平面上一条可求长的有向曲线，其参数方程为

z(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [a, b] (59)

函数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)在 C 上有定义. 将 C 从 a到 b任意分割为 n小段，在每一小段 [tk−1, tk]上任

取一点 ξk，作和式

Sn =

n∑
k=1

f(z(ξk))∆zk, ∆zk = z(tk)− z(tk−1) (60)

若当分割无限加细时，Sn 的极限存在且与分割方式和 ξk 的取法无关，则称该极限为 f(z)沿曲线 C 的复积
分，记作 ∫

C

f(z) dz = lim
n→∞

n∑
k=1

f(z(ξk))∆zk (61)

由定义可导出复积分的计算公式：∫
C

f(z) dz =

∫ b

a

f [z(t)]z′(t) dt (62)

2.1.2 性质

复积分具有以下基本性质

1. 线性性： ∫
C

[
αf(z) + βg(z)

]
dz = α

∫
C

f(z) dz + β

∫
C

g(z) dz (63)

2. 反向积分： ∫
C−

f(z) dz = −
∫
C

f(z) dz (64)

其中 C− 表示与 C 方向相反的曲线.
3. 路径可加性：若 C = C1 + C2，则∫

C

f(z) dz =

∫
C1

f(z) dz +

∫
C2

f(z) dz (65)

4. 模不等式： ∣∣∣∣∫
C

f(z) dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
C

|f(z)| ds (66)

其中 ds为弧长微元.
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2.1.3 计算方法

1. 化为实积分： ∫
C

f(z) dz =

∫
C

(u+ iv)(dx+ idy) =

∫
C

(u dx− v dy) + i

∫
C

(v dx+ u dy) (67)

2. 参数方程法： ∫
C

f(z) dz =

∫ b

a

f [z(t)]z′(t) dt (68)

例 2.1 (
∫
C
z dz). 求

∫
C

z dz，其中 C 为从 0到 1 + i的不同路径.

路径 1：C = C1 + C2，其中 C1 : z = x，x ∈ [0, 1]，C2 : z = 1 + iy，y ∈ [0, 1].

I =

∫ 1

0

x dx+

∫ 1

0

(1 + iy) d(1 + iy) (69)

=

∫ 1

0

x dx+ i

∫ 1

0

1 dy −
∫ 1

0

y dy (70)

=
x2

2

∣∣∣1
0
− y2

2

∣∣∣1
0
+ iy

∣∣∣1
0
= i (71)

路径 2：C = C3 : z = t+ it，t ∈ [0, 1].

I =

∫ 1

0

(t+ it) d(t+ it) = (1 + i)2
∫ 1

0

t dt = 2i · 1
2
= i (72)

路径 3：C = C4 : z = t2 + it，t ∈ [0, 1].

I =

∫ 1

0

(t2 + it) d(t2 + it) =

∫ 1

0

(t2 + it)(2t+ i) dt (73)

=

∫ 1

0

(2t3 + 3it2 − t) dt =

(
t4

2
+ it3 − t2

2

) ∣∣∣1
0
= i (74)

由此可见，对于被积函数 z，积分与路径无关.

例 2.2 (
∫
C
z̄ dz). 求 I =

∫
C

z̄ dz.

路径 1：C = C1 + C2，其中 C1 : z = x，x ∈ [0, 1]，C2 : z = 1 + iy，y ∈ [0, 1].

I =

∫
C1

z̄ dz +

∫
C2

z̄ dz (75)

=

∫ 1

0

x dx+

∫ 1

0

(1− iy) d(1 + iy) = 1 + i (76)

路径 2：C = C3 : z = t+ it，t ∈ [0, 1].

I =

∫ 1

0

(t− it) d(t+ it) = 1 (77)

对于被积函数 z̄，积分与路径有关.

例 2.3 (
∮
C
dz/(z − z0)

n). 求 I =

∮
C

dz

(z − z0)n
，其中 C : |z − z0| = r，n ∈ Z.

令 C : z = z0 + reiθ，θ ∈ [0, 2π]，则

I =

∫ 2π

0

reiθi

(reiθ)n
dθ =

i

rn−1

∫ 2π

0

eiθ(1−n) dθ (78)

当 n = 1时，I = 2πi；当 n 6= 1时，

I =
i

i(1− n)rn−1
ei(1−n)θ

∣∣∣2π
0

= 0 (79)

这个结果在后续柯西积分公式的证明中将发挥重要作用.
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2.2 柯西积分定理

2.2.1 格林公式

定义 2.2 (平面向量场的线积分). 平面向量场 F⃗ = (M(x, y), N(x, y))沿曲线 L的线积分为

W =

∫
L

F⃗ · dr⃗ =

∫
L

M(x, y) dx+N(x, y) dy (80)

定理 2.1 (格林公式). 设 D为平面上的有界闭区域，其边界 L为分段光滑的闭曲线，M(x, y)、N(x, y)在 D

上有连续偏导数，则 ∮
L

M dx+N dy =

∫∫
D

(
∂M

∂y
− ∂N

∂x

)
dxdy (81)

其中 L的方向取正向，即区域 D在前进方向的左侧.

2.2.2 柯西积分定理

定义 2.3 (单连域). 若区域D内任意一条简单闭曲线所围成的区域仍完全包含在D内，则称D为单连域；否
则称为多连域.

定理 2.2 (柯西积分定理). 设 f(z)在单连域 D内解析，Γ为 D内任意一条约当曲线（简单闭曲线），则∮
Γ

f(z) dz = 0 (82)

特别地，若 C 为单连域 D的边界，f(z)在 D内解析、在 D上连续，则∮
C

f(z) dz = 0 (83)

证明. 设 f(z) = u+ iv，由格林公式：∮
Γ

f(z) dz =

∮
Γ

(u dx− v dy) + i

∮
Γ

(v dx+ u dy) (84)

= −
∫∫

σ

(
∂v

∂x
+

∂u

∂y

)
dxdy + i

∫∫
σ

(
∂u

∂x
− ∂v

∂y

)
dxdy (85)

由 C-R方程 ∂u/∂x = ∂v/∂y，∂u/∂y = −∂v/∂x，上式为零.

2.2.3 闭路变形原理

定理 2.3 (闭路变形原理). 设二连域 D的边界为 C = C1 + C−
2 （其中 C−

2 表示反向），f(z)在 D内解析，在

D上连续，则 ∮
C1

f(z) dz =

∮
C2

f(z) dz (86)

即积分沿外边界与沿内边界（同向）相等.

证明. 作割线将二连域转化为单连域，由柯西积分定理即可得证.

例 2.4. 求 I =

∮
Γ

dz

(z − z0)n
，其中 Γ为包含 z0 的任意闭曲线.

因 f(z)在 z0 处不解析，作圆 C 包围 z0 且位于 Γ内部，由闭路变形原理：

I =

∮
C

dz

(z − z0)n
(87)

由例 3的结果即可求得.
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2.2.4 复合闭路原理

定理 2.4 (复合闭路原理). 设多连域 D 的边界为 C = C0 + C−
1 + C−

2 + · · · + C−
n（C0 为外边界，Ck 为内边

界），f(z)在 D内解析，在 D上连续，则∮
C0

f(z) dz =

n∑
k=1

∮
Ck

f(z) dz (88)

其中 Ck 均取正向（逆时针方向）.

例 2.5. 求 I =

∮
C

2z − 1

z2 − z
dz.

情形 1：C : |z − 3| = 1/2. 因 f(z)在 C 内解析，由柯西积分定理，I = 0.
情形 2：C : x2/2 + y2 = 1. f(z)在 C 内有奇点 z = 0和 z = 1. 作圆 C1 : |z| = 1/3，C2 : |z − 1| = 1/3，

由复合闭路原理：

I =

∮
C1

dz

z
+

∮
C1

dz

z − 1
+

∮
C2

dz

z
+

∮
C2

dz

z − 1
(89)

= 2πi+ 0 + 2πi+ 0 = 4πi (90)

2.3 路径独立性

定理 2.5. 设 f(z)在单连域 D内解析，C1, C2 为 D内任意两条从 z0 到 z1 的约当曲线，则∫
C1

f(z) dz =

∫
C2

f(z) dz (91)

即复积分与路径无关，只与起点和终点有关.

例 2.6. 求 I =

∫
C

sin z dz，其中 C 为从 0到 2的上半圆.

因 sin z在 C上处处解析，由路径独立性：

I =

∫
C

sin z dz =

∫ 2

0

sinx dx = − cosx
∣∣∣2
0
= 1− cos 2 (92)

2.4 牛顿-莱布尼茨公式

定义 2.4 (原函数与不定积分). 设在单连域 D内处处有 F ′(z) = f(z)，则称 F (z)为 f(z)在 D内的一个原函
数. f(z)的任意两个原函数相差一个常数. f(z)的原函数 F (z) + C 称为 f(z)的不定积分，记作∫

f(z) dz = F (z) + C (93)

定理 2.6 (牛顿-莱布尼茨公式). 若 f(z)在单连域 D内处处解析，G(z)为 f(z)的原函数，则∫ z1

z0

f(z) dz = G(z1)−G(z0) (94)

例 2.7. ∫ 1+i

0

z2 dz =
1

3
z3
∣∣∣1+i

0
=

1

3
(1 + i)3 (95)

例 2.8. ∫ i

−i

ln(1 + z) dz = z ln(1 + z)
∣∣∣i
−i

−
∫ i

−i

z

1 + z
dz (96)

=
[
z ln(1 + z)− z + ln(1 + z)

]∣∣∣i
−i

(97)

=
(π
2
− 2 + ln 2

)
i (98)
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2.5 柯西积分公式

2.5.1 柯西积分公式

定理 2.7 (柯西积分公式). 若 f(z)在区域 D内解析，在 D上连续，z0 ∈ D，C 为 D的正向边界，则

f(z0) =
1

2πi

∮
C

f(z)

z − z0
dz (99)

即解析函数在区域内部的值可由其在边界上的值通过积分表示.

例 2.9. 求 I =

∮
C

2z − 1

z2 − z
dz.

令 C1 : |z| = 1/3，C2 : |z − 1| = 1/3，由柯西积分公式：

I =

∮
C1

(2z − 1)/(z − 1)

z
dz +

∮
C2

(2z − 1)/z

z − 1
dz (100)

= 2πi · 2z − 1

z − 1

∣∣∣
z=0

+ 2πi · 2z − 1

z

∣∣∣
z=1

= 4πi (101)

2.5.2 平均值公式

定理 2.8 (平均值公式). 若 f(z)在 |z − z0| < R内解析，在 |z − z0| ≤ R上连续，则

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 +Reiθ) dθ (102)

即 f(z)在圆心处的值等于其在圆周上取值的平均值.

证明. 由柯西积分公式：

f(z0) =
1

2πi

∮
|z−z0|=R

f(z)

z − z0
dz (103)

=
1

2πi

∫ 2π

0

f(z0 +Reiθ)

Reiθ
Reiθi dθ (104)

=
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 +Reiθ) dθ (105)

2.5.3 最大模原理

定理 2.9 (最大模原理). 若 f(z)在区域 D内解析且不为常数，则 |f(z)|在 D内无最大值.

证明. 用反证法. 假设 |f(z)|在 D内某点 z0 处取得最大值，即存在 z0 ∈ D，使得

|f(z)| ≤ |f(z0)|, ∀z ∈ D (106)

取 R > 0使得圆盘 B(z0, R) ⊂ D. 由平均值公式，

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 +Reiθ) dθ (107)

于是

|f(z0)| ≤
1

2π

∫ 2π

0

|f(z0 +Reiθ)| dθ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f(z0)| dθ = |f(z0)| (108)

因此上式中的等号必须成立. 这意味着在圆周 |z − z0| = R上处处有

|f(z0 +Reiθ)| = |f(z0)| (109)

且由等号成立的条件可知 f(z)在圆周上的辐角为常数，从而 f(z)在圆周上为常数.
由唯一性定理，f(z)在 D内恒为常数，这与题设矛盾. 故 |f(z)|在 D内无最大值.
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推论. 若 f(z)在 D内解析且 |f(z)|在 D内取到最大值，则 f(z)为常函数.

推论. 若 f(z)在有界区域 D内解析且在 D上连续，则 |f(z)|在 D的边界上达到最大值.

2.6 高阶导数公式

定理 2.10 (高阶导数公式). 若 f(z)在区域D内解析，在D上连续，z0 ∈ D，C 为D的正向边界，则 f(z)在

D内具有任意阶导数，且

f (n)(z0) =
n!

2πi

∮
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz, n = 0, 1, 2, . . . (110)

特别地，当 n = 0时即为柯西积分公式.

证明. 对柯西积分公式
f(z) =

1

2πi

∮
C

f(ζ)

ζ − z
dζ (111)

关于 z求 n阶导数，由于被积函数关于 z的 n阶导数为
∂n

∂zn

(
1

ζ − z

)
=

n!

(ζ − z)n+1
(112)

逐项求导即得

f (n)(z) =
n!

2πi

∮
C

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ (113)

推论 (柯西不等式). 若 f(z)在圆盘 |z − z0| < R内解析，且在 |z − z0| = R上 |f(z)| ≤ M，则

|f (n)(z0)| ≤
n!M

Rn
, n = 0, 1, 2, . . . (114)

证明. 由高阶导数公式：

|f (n)(z0)| =

∣∣∣∣∣ n!2πi

∮
|z−z0|=R

f(z)

(z − z0)n+1
dz

∣∣∣∣∣ ≤ n!

2π
· M

Rn+1
· 2πR =

n!M

Rn
(115)

推论 (刘维尔定理). 若 f(z)在 C上解析且有界，则 f(z)必为常数.

证明. 设 |f(z)| ≤ M，由柯西不等式，对任意 z0 ∈ C，

|f ′(z0)| ≤
M

R
(116)

令 R → ∞，得 f ′(z0) = 0，故 f(z)为常数.

推论 (代数基本定理). 任意 n次复系数多项式 Pn(z)在 C上至少有一个零点.

证明. 若 Pn(z)在 C上无零点，则 1/Pn(z)在 C上解析且有界，由刘维尔定理知其为常数，矛盾.

例 2.10 (求高阶导数积分). 求 I =

∮
C

ez

(z − 1)3
dz，其中 C : |z| = 2.

由高阶导数公式（n = 2）：

I =
2πi

2!
f ′′(1) (117)

其中 f(z) = ez，f ′′(z) = ez，故

I = πi · e (118)
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3 解析函数的级数展开

3.1 复序列

3.1.1 定义与收敛性

定义 3.1 (复序列的极限).

lim
n→∞

zn = a ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃N ∈ N, s.t. ∀n > N, |zn − a| < ε (119)

定理 3.1 (极限与实部虚部). 设 zn = xn + iyn，则

lim
n→∞

zn = a = α+ iβ ⇐⇒ lim
n→∞

xn = α, lim
n→∞

yn = β (120)

例 3.1. 讨论 zn = in +
i

n
的敛散性.

由

zn = in +
i

n
= en

iπ
2 +

i

n
= cos

nπ

2
+ i

(
sin

nπ

2
+

1

n

)
(121)

可知实部和虚部均发散，故 {zn}发散.

3.2 复项级数

3.2.1 基本概念

定义 3.2 (复项级数). 设 {zn}为复序列，称
∞∑

n=1

zn 为复项级数，sn =

n∑
k=1

zk 为部分和. 若 lim
n→∞

sn = s存在，

则称级数收敛，s为级数的和.

定理 3.2 (收敛的充要条件). 设 zn = xn + iyn，则
∞∑

n=1

zn 收敛 ⇐⇒
∞∑

n=1

xn 和
∞∑

n=1

yn 都收敛 (122)

定理 3.3 (收敛的必要条件). 若
∞∑

n=1

zn 收敛，则 lim
n→∞

zn = 0.

3.3 绝对收敛与条件收敛

定义 3.3 (绝对收敛与条件收敛). 若
∞∑

n=1

|zn|收敛，则称
∞∑

n=1

zn 绝对收敛. 若
∞∑

n=1

zn 收敛而非绝对收敛，则称

其条件收敛.

定理 3.4. 绝对收敛的级数必收敛.

例 3.2. 讨论 zn =
1

n
+

i

2n
的敛散性.

因
∞∑

n=1

1

2n
收敛而

∞∑
n=1

1

n
发散，故原级数发散.

例 3.3. 讨论 zn =
in

n2
的敛散性.

由

zn =
in

n2
=

1

n2
cos

nπ

2
+

i

n2
sin

nπ

2
(123)

可知实部和虚部对应的级数均收敛，故原级数收敛.
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例 3.4. 讨论 zn =
in√
n
的敛散性.

因
∞∑

n=1

|zn| =
∞∑

n=1

1√
n

(124)

发散，故原级数非绝对收敛. 但由莱布尼茨判别法，
∞∑

n=1

1√
n
cos

nπ

2
,

∞∑
n=1

1√
n
sin

nπ

2
(125)

均收敛，故原级数条件收敛.

3.4 幂级数

3.4.1 基本定义

定义 3.4 (复变函数项级数与幂级数). 设函数 fn(z)在区域 D 内有定义，则称 {fn(z)}为 D 内的复变函数序

列，
∞∑

n=1

fn(z)为D内的复变函数项级数，sn(z) =

n∑
k=1

fk(z)为部分和. 若对 z0 ∈ D， lim
n→∞

sn(z0)存在，则称

级数在 z0 收敛.
形如

∞∑
n=0

an(z − a)n (126)

的级数称为幂级数，其中 an 为复常数.

3.4.2 Abel定理

定理 3.5 (Abel定理). 设 S =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n.

1. 若 S 在 z1 收敛，则 S 在 |z − z0| < |z1 − z0|上绝对收敛.
2. 若 S 在 z1 发散，则 S 在 |z − z0| > |z1 − z0|上发散.

证明. 因
∞∑

n=0

an(z1 − z0)
n 收敛，故 lim

n→∞
an(z1 − z0)

n = 0，从而 ∃M 使得 |an(z1 − z0)
n| ≤ M .

于是

|an(z − z0)
n| = |an(z1 − z0)

n| ·
∣∣∣∣ z − z0
z1 − z0

∣∣∣∣n ≤ Mqn (127)

其中 q < 1. 故
∞∑

n=0

Mqn 收敛，从而原级数绝对收敛.

由此可知，幂级数的收敛域为圆域，其半径 R称为收敛半径.

例 3.5. 讨论
∞∑

n=0

(nz)n 的敛散性.

对任意 z 6= 0， lim
n→∞

(nz)n 6= 0，故仅在 z = 0处收敛，R = 0.

例 3.6. 讨论
∞∑

n=0

( z
n

)n
的敛散性.
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对任意固定 z，存在 N 使得当 n > N 时 |z|/n < 1/2，故
∞∑

n=0

(
|z|
n

)n

< 1 + |z|+ · · ·+
(
|z|
N

)N

+

(
1

2

)N+1

+

(
1

2

)N+2

+ · · · (128)

收敛，故 R = +∞.

例 3.7. 讨论
∞∑

n=0

zn 的敛散性.

部分和

sn = 1 + z + z2 + · · ·+ zn =
1− zn+1

1− z
(z 6= 1) (129)

当 |z| < 1时， lim
n→∞

sn =
1

1− z
，原级数收敛；当 |z| ≥ 1时， lim

n→∞
zn 6= 0，原级数发散.

故 R = 1，和函数 s(z) =
1

1− z
.

3.4.3 收敛半径的求法

对
∞∑

n=0

anz
n：

1. 比值法：若 lim
n→∞

|an+1|
|an|

= λ，则 R =
1

λ
.

2. 根值法：若 lim
n→∞

n
√

|an| = ρ，则 R =
1

ρ
.

例 3.8. 求
∞∑

n=1

zn

n2
的收敛半径.

lim
n→∞

|an+1|
|an|

= lim
n→∞

n2

(n+ 1)2
= 1 (130)

故 R = 1，收敛圆为 |z| < 1.

例 3.9. 求
∞∑

n=1

(
1 +

1

n

)n2

(z − 1)n 的收敛半径.

lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e (131)

故 R =
1

e
，收敛圆为 |z − 1| < 1

e
.

3.4.4 幂级数的性质

定理 3.6 (计算性质). 设

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n, |z| < r1, g(z) =

∞∑
n=0

bnz
n, |z| < r2 (132)

令 r = min{r1, r2}，在 |z| < r内有

f(z)± g(z) =

∞∑
n=0

(an ± bn)z
n (133)

f(z)g(z) =

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
zn (134)
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定理 3.7 (分析性质). 设 f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n，|z − z0| < R，则：

1. f(z)在圆域 |z − z0| < R内解析.

2. f ′(z) =

∞∑
n=1

nan(z − z0)
n−1.

3. F (z) =

∫ z

z0

f(z) dz =

∞∑
n=0

an
n+ 1

(z − z0)
n+1.

定理 3.8 (代换性质). 设 f(z) =

∞∑
n=0

anz
n在 |z| < R内收敛，g(z)在 |z| < r内解析且 |g(z)| < R，则当 |z| < r

时，

f [g(z)] =

∞∑
n=0

an[g(z)]
n (135)

例 3.10. 将 1

(1− z)2
展开为幂级数.

法一（乘法）：
1

(1− z)2
= (1 + z + z2 + · · · )(1 + z + z2 + · · · ) = 1 + 2z + 3z2 + · · · (136)

法二（求导）：
1

(1− z)2
=

(
1

1− z

)′

= (1 + z + z2 + · · · )′ = 1 + 2z + 3z2 + · · · (137)

3.5 泰勒展开

3.5.1 泰勒定理

定理 3.9 (泰勒定理). 设 f(z)在区域D内解析，C 为D的边界，z0 ∈ D，R = min
z∈C

|z− z0|，则当 |z− z0| < R

时，

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n (138)

其中

an =
f (n)(z0)

n!
=

1

2πi

∮
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz (139)

评论. 1. 幂级数的收敛域一定是圆域，故解析函数不能在整个解析域上展开为泰勒级数.
2. 泰勒展开具有唯一性.
3. 收敛半径 R为 z0 到最近的奇点的距离.

3.5.2 展开方法

1. 直接展开：利用 an =
f (n)(z0)

n!
或 an =

1

2πi

∮
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz.

2. 间接展开：利用已知展开式，通过有理运算、代换、逐项求导或逐项积分.

例 3.11. 将 f(z) = ez 在 z = 0处展开.
因 f (n)(0) = ez

∣∣
z=0

= 1，故 an =
1

n!
，从而

ez =

∞∑
n=0

zn

n!
, |z| < +∞ (140)
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同理可得

sin z =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
, cos z =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
, |z| < +∞ (141)

例 3.12. 将 f(z) =
1

(1− z)2
在 z = i处展开.

f(z)的奇点为 z = 1，故收敛半径 R = |1− i| =
√
2.

首先在 z = i展开
1

1− z
：

1

1− z
=

1

(1− i)− (z − i)
=

1

1− i
· 1

1− z−i
1−i

(142)

=
1

1− i

∞∑
n=0

(
z − i

1− i

)n

=

∞∑
n=0

(z − i)n

(1− i)n+1
(143)

其次，
1

(1− z)2
=

(
1

1− z

)′

=

∞∑
n=0

n(z − i)n−1

(1− i)n+1
, |z − i| <

√
2 (144)

3.6 洛朗展开

3.6.1 洛朗定理

定义 3.5 (洛朗级数). 形如
+∞∑

n=−∞
an(z − z0)

n = · · ·+ a−1(z − z0)
−1 + a0 + a1(z − z0) + a2(z − z0)

2 + · · · (145)

的级数称为洛朗级数，可分为两部分：

A :

+∞∑
n=0

an(z − z0)
n, B :

−∞∑
n=−1

an(z − z0)
n (146)

其中A的收敛域为 |z−z0| < R2，B的收敛域为 |z−z0| > R1，故洛朗级数的收敛域为环域R1 < |z−z0| < R2.

定理 3.10 (洛朗定理). 若 f(z)在环域 D : R1 < |z − z0| < R2 内解析，则 f(z)可在环域内展开为

f(z) =

+∞∑
n=−∞

an(z − z0)
n (147)

其中

an =
1

2πi

∮
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz, n = 0,±1,±2, · · · (148)

C 为环域内绕 z0 的任意一条闭约当曲线.

评论. 1. 洛朗级数的正幂部分称为解析部分，负幂部分称为主要部分.
2. 洛朗展开具有唯一性.
3. 在洛朗展开中，一般 an 6= 1

n!
f (n)(z0).

4. 若 f(z)在 0 ≤ |z − z0| < R内解析，则洛朗展开式即为泰勒展开式.

3.6.2 展开方法

展开洛朗级数的关键是根据函数的奇点位置，将复平面划分为若干解析环域，在各环域内分别展开.
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例 3.13. 将 f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)
在 z = 0处展开为洛朗级数.

f(z)的奇点为 z = 1和 z = 2，故 C可分为三个解析环：

0 ≤ |z| < 1, 1 < |z| < 2, 2 < |z| < +∞ (149)

在 0 ≤ |z| < 1上，
1

1− z
和

1

2− z
均可展开为泰勒级数：

f(z) =
1

1− z
− 1

2
· 1

1− z
2

(150)

=

∞∑
n=0

zn − 1

2

∞∑
n=0

zn

2n
=

∞∑
n=0

(
1− 1

2n+1

)
zn (151)

在 1 < |z| < 2上，
1

1− z
需展开为负幂级数，

1

2− z
可展开为泰勒级数：

f(z) = −1

z
· 1

1− 1
z

− 1

2
· 1

1− z
2

(152)

= −
∞∑

n=0

1

zn+1
−

∞∑
n=0

zn

2n+1
(153)

在 2 < |z| < +∞上， 1

1− z
和

1

2− z
均需展开为负幂级数：

f(z) = −1

z
· 1

1− 1
z

+
1

z
· 1

1− 2
z

(154)

=

∞∑
n=0

2n − 1

zn+1
(155)

4 留数

4.1 留数

4.1.1 留数的定义

定义 4.1 (留数). 设 z0 为 f(z)的孤立奇点，将 f(z)在 z0 的去心邻域内展开为洛朗级数：

f(z) =

+∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n, 0 < |z − z0| < R (156)

定义 f(z)在 z0 处的留数为
Res[f(z), z0] = c−1 =

1

2πi

∮
C

f(z) dz (157)

其中 C 为包围 z0 的任意正向闭曲线.

4.1.2 留数定理

定理 4.1 (留数定理). 设 f(z)在区域 D 内除有限个孤立奇点 z1, z2, · · · , zn 外处处解析，C 为 D 内包围诸奇

点的正向闭曲线，则 ∮
C

f(z) dz = 2πi

n∑
k=1

Res[f(z), zk] (158)
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4.1.3 留数的计算法则

1. 若 z0 为 f(z)的一阶极点，则

Res[f(z), z0] = lim
z→z0

(z − z0)f(z) (159)

2. 若 z0 为 f(z)的m阶极点，则

Res[f(z), z0] =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1
[(z − z0)

mf(z)] (160)

3. 若 z0 为 f(z) =
P (z)

Q(z)
的一阶极点，且 P (z0) 6= 0，Q(z0) = 0，Q′(z0) 6= 0，则

Res[f(z), z0] =
P (z0)

Q′(z0)
(161)

例 4.1. 求 I =

∮
|z|=1/2

dz

z101(1− z)
.

z = 0是 f(z) = 1/[z101(1− z)]的 101阶极点. 将 f(z)在 z = 0处展开为洛朗级数：

f(z) =
1

z101
(1 + z + z2 + · · · ) = 1

z101
+

1

z100
+ · · ·+ 1

z
+ 1 + z + · · · (162)

由定义 Res[f(z), 0] = 1，故 I = 2πi.

4.2 无穷远点处的留数

定义 4.2. 若 f(z)在 R < |z| < +∞内解析，C 为该环域内围绕原点的任意闭曲线，则 f(z)在无穷远点处的

留数为

Res[f(z),∞] =
1

2πi

∮
C−

f(z) dz (163)

其中 C− 表示顺时针方向. 若 f(z) =

+∞∑
n=−∞

cnz
n，则

Res[f(z),∞] = −c−1 (164)

定理 4.2. 若 f(z)在扩充复平面上只有有限个孤立奇点，则所有奇点（包括∞）处的留数之和为 0.

定理 4.3 (无穷远点留数的计算法则).

Res[f(z),∞] = −Res

[
1

z2
f

(
1

z

)
, 0

]
(165)

例 4.2. 求 I =

∮
|z|=4

z15

(z4 + 2)3(z2 + 1)2
dz.

f(z)在 |z| = 4内部有很多奇点，外部除∞外无奇点，故

I = −2πi Res[f(z),∞] (166)

= 2πi Res

[
1

z2
f

(
1

z

)
, 0

]
(167)

= 2πi Res

[
1

z(1 + 2z4)3(1 + z2)2
, 0

]
= 2πi (168)

定义 4.3. 若 f(z)在 R < |z| < +∞内解析，C 为该环域内围绕原点的任意闭曲线，则 f(z)在无穷远点处的

留数为

Res[f(z),∞] =
1

2πi

∮
C−

f(z) dz (169)

22



其中 C− 表示顺时针方向. 若 f(z) =

+∞∑
n=−∞

cnz
n，则

Res[f(z),∞] = −c−1 (170)

定理 4.4. 若 f(z)在扩充复平面上只有有限个孤立奇点，则所有奇点（包括∞）处的留数之和为 0.

定理 4.5 (无穷远点留数的计算法则).

Res[f(z),∞] = −Res

[
1

z2
f

(
1

z

)
, 0

]
(171)

例 4.3. 求 I =

∮
|z|=4

z15

(z4 + 2)3(z2 + 1)2
dz.

f(z)在 |z| = 4内部有很多奇点，外部除∞外无奇点，故

I = −2πi Res[f(z),∞] (172)

= 2πi Res

[
1

z2
f

(
1

z

)
, 0

]
(173)

= 2πi Res

[
1

z(1 + 2z4)3(1 + z2)2
, 0

]
= 2πi (174)

4.3 利用留数计算实定积分

4.3.1 大小圆弧引理与约当引理

引理 4.6 (大圆弧引理). 若 f(z)在扇形区域 0 < θ1 ≤ arg(z − a) ≤ θ2 < 2π，r0 < |z − a| < +∞内连续，且
lim
z→∞

(z − a)f(z) = 0，则对圆弧 CR : z = a+Reiθ，θ1 ≤ θ ≤ θ2，有

lim
R→+∞

∫
CR

f(z) dz = 0 (175)

引理 4.7 (约当引理). 若m > 0，f(z)在上半平面（=z ≥ 0）上连续，且 lim
z→∞

f(z) = 0，则

lim
R→+∞

∫
ΓR

f(z)eimz dz = 0 (176)

其中 ΓR 为上半平面中以原点为圆心、R为半径的大圆弧.

引理 4.8 (小圆弧引理). 若 f(z)在去心邻域 0 < |z − z0| < r0 内连续，且 lim
z→z0

(z − z0)f(z) = A，则对小圆弧

Cr : z = z0 + reiθ，θ1 ≤ θ ≤ θ2，有

lim
r→0+

∫
Cr

f(z) dz = iA(θ2 − θ1) (177)

其中方向为逆时针时取正号.

4.3.2 形如
∫ 2π

0

R(cos θ, sin θ) dθ的积分

定理 4.9. 设 R(u, v)为 u, v的有理函数，且在单位圆 |z| = 1上 R
(

z+z−1

2 , z−z−1

2i

)
无奇点，则∫ 2π

0

R(cos θ, sin θ) dθ =

∮
|z|=1

R

(
z + z−1

2
,
z − z−1

2i

)
dz

iz
(178)

证明. 令 z = eiθ，则 dz = iz dθ，dθ = dz/(iz)，且

cos θ =
z + z−1

2
, sin θ =

z − z−1

2i
(179)

代入即得.
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例 4.4. 求 I =

∫ 2π

0

dθ

a+ b cos θ
，a > |b|.

令 z = eiθ，则

I =

∮
|z|=1

dz

iz
(
a+ b z+z−1

2

) =
2

i

∮
|z|=1

dz

bz2 + 2az + b
(180)

分母的零点为

z =
−a±

√
a2 − b2

b
(181)

其中 |z1| < 1（取负号），|z2| > 1（取正号）. z1 为一阶极点，留数为

Res

[
1

bz2 + 2az + b
, z1

]
=

1

2bz1 + 2a
=

1

2
√
a2 − b2

(182)

故

I =
2

i
· 2πi · 1

2
√
a2 − b2

=
2π√

a2 − b2
(183)

4.3.3 上半平面围道

形如
∫ +∞

−∞
R(x) dx的积分

设

R(z) =
P (z)

Q(z)
=

zn + a1z
n−1 + · · ·+ an

zm + b1zm−1 + · · ·+ bm
(184)

满足：

1. Q(z)比 P (z)至少高两次，即m− n ≥ 2；

2. Q(z)在实轴上无零点；

3. R(z)在上半平面 =z > 0内的极点为 zk（k = 1, 2, · · · , n）.
则 ∫ +∞

−∞
R(x) dx = 2πi

n∑
k=1

Res[R(z), zk] (185)

证明. 取上半平面围道 CR : [−R,R] + ΓR（ΓR 为上半平面大圆弧）. 在 CR 内部，由留数定理：∮
CR

R(z) dz = 2πi

n∑
k=1

Res[R(z), zk] (186)

由于m− n ≥ 2， lim
z→∞

zR(z) = 0，由大圆弧引理，
∫
ΓR

R(z) dz → 0. 令 R → +∞即得.

例 4.5. 求 I =

∫ +∞

−∞

dx

(x2 + 1)(x2 + 4)
.

R(z) = 1/[(z2 + 1)(z2 + 4)]，在上半平面的极点为 z = i，z = 2i.

Res[R(z), i] = lim
z→i

z − i

(z2 + 1)(z2 + 4)
= lim

z→i

1

(z + i)(z2 + 4)
=

1

2i · 3
=

1

6i
(187)

Res[R(z), 2i] = lim
z→2i

z − 2i

(z2 + 1)(z2 + 4)
= lim

z→2i

1

(z2 + 1)(z + 2i)
=

1

(−3) · 4i
= − 1

12i
(188)

故

I = 2πi

(
1

6i
− 1

12i

)
= 2πi · 1

12i
=

π

6
(189)
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形如
∫ +∞

−∞
R(x)eiax dx（a > 0）的积分

设 R(x) = P (x)/Q(x)为真分式，在实轴上无奇点，则∫ +∞

−∞
R(x)eiax dx = 2πi

n∑
k=1

Res[R(z)eiaz, zk] (190)

其中 zk 为 R(z)在上半平面的奇点.

证明. 取上半平面围道 CR : [−R,R] + ΓR，令 f(z) = R(z)eiaz . 由留数定理：∮
CR

f(z) dz = 2πi

n∑
k=1

Res[f(z), zk] (191)

由约当引理，
∫
ΓR

f(z) dz → 0. 令 R → +∞即得.

例 4.6 (拉普拉斯积分). 求 I =

∫ +∞

−∞

cos bx

a2 + x2
dx，a > 0，b > 0.

由 cos bx = <(eibx)，

I = <
∫ +∞

−∞

eibx

a2 + x2
dx (192)

令 f(z) = eibz/(a2 + z2)，在上半平面有简单极点 z = ai：

Res[f(z), ai] = lim
z→ai

eibz

z + ai
=

e−ab

2ai
(193)

故 ∫ +∞

−∞

eibx

a2 + x2
dx = 2πi · e

−ab

2ai
=

π

aeab
(194)

取实部得 I =
π

aeab
.

狄利克雷积分

例 4.7 (狄利克雷积分). 求 D =

∫ +∞

−∞

sinx

x
dx（等价地，

∫ +∞

0

sinx

x
dx =

π

2
）.

这里 R(x) = 1/x在实轴上有奇点 x = 0，需用小圆弧绕过. 令 f(z) = eiz/z，取上半平面围道（实轴线

段 [−R,−r] ∪ [r,R]，上半大圆弧 ΓR，以及绕 z = 0的小半圆弧 Γr）. 由柯西积分定理，围道内无奇点：∫ −r

−R

eix

x
dx+

∫
Γr

eiz

z
dz +

∫ R

r

eix

x
dx+

∫
ΓR

eiz

z
dz = 0 (195)

由大圆弧引理，
∫
ΓR

→ 0；由小圆弧引理，
∫
Γr

→ −πi（顺时针方向取负）. 故∫ +∞

−∞

eix

x
dx = πi (196)

取虚部得
∫ +∞

−∞

sinx

x
dx = π，由偶函数性质得

∫ +∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.

4.3.4 锁孔围道

对于含支点或对数奇点的积分，如
∫ +∞

0

xα−1

1 + x
dx，取锁孔围道.

例 4.8 (欧拉积分). 求 I =

∫ +∞

0

xα−1

1 + x
dx，0 < α < 1.
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令 f(z) = zα−1/(1 + z)，取锁孔围道（以大圆弧 CR、小圆弧 Cr 及割线上下岸连接）. 由留数定理，围
道内有简单极点 z = −1 = eiπ：

Res[f(z),−1] = lim
z→−1

(z + 1)
zα−1

1 + z
= eiπ(α−1) = −eiπα (197)

沿割线上岸（arg z = 0）积分为 I，沿割线下岸（arg z = 2π）积分为 −e2πi(α−1)I = −e2πiαI . 大圆弧和小圆
弧积分均为 0，故

(1− e2πiα)I = −2πieiπα (198)

解得

I =
π

sinπα
(199)

4.3.5 矩形围道

对于形如
∫ +∞

−∞

eαx

1 + ex
dx的积分，可取矩形围道.

例 4.9. 求 I =

∫ +∞

−∞

eαx

1 + ex
dx，0 < α < 1.

令 f(z) = eαz/(1 + ez)，取矩形围道：四个顶点为 −R，R，R+ 2πi，−R+ 2πi.
f(z)在围道内的奇点为 z = iπ（一阶极点），留数为

Res[f(z), iπ] = lim
z→iπ

eαz

ez
= −eiπα (200)

沿底边（y = 0，从 −R到 R）的积分为 ∫ R

−R

f(x) dx (201)

沿顶边（y = 2π，从 R到 −R）的积分：∫ −R

R

f(x+ 2πi) dx =

∫ −R

R

eα(x+2πi)

1 + ex+2πi
dx = e2πiα

∫ −R

R

eαx

1 + ex
dx = −e2πiα

∫ R

−R

f(x) dx (202)

沿右边（x = R，从 0到 2π）和左边（x = −R，从 2π到 0）的积分趋于 0.
由留数定理：

(1− e2πiα)

∫ R

−R

f(x) dx = 2πi(−eiπα) (203)

令 R → +∞：

I =

∫ +∞

−∞

eαx

1 + ex
dx =

−2πieiπα

1− e2πiα
=

π

sinπα
(204)

例 4.10. 求 I =

∫ +∞

0

xa−1

1 + xb
dx，0 < a < b.

令 f(z) = za−1/(1 + zb)，取扇形围道：半径 R和 r的圆弧，以及夹角为 2π/b的两条半径. 围道内有简
单极点 z = eiπ/b，留数为

Res[f(z), eiπ/b] = lim
z→eiπ/b

za−1

bzb−1
=

1

b
eiπ(a−1)/b (205)

沿半径 0 → R的积分为 I；沿大圆弧积分趋于 0（因 a < b）；沿第二半径（arg z = 2π/b，从 Re2πi/b到

0）的积分为
−e2πia/bI (206)

由留数定理：

(1− e2πia/b)I = 2πi · 1
b
eiπ(a−1)/b (207)
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解得

I =
π

b sin(πa/b)
(208)

4.4 对数留数与辐角原理

4.4.1 对数留数

定义 4.4 (对数留数). 设 f(z)在区域 D内除有限个极点和零点外解析，C 为 D内不经过 f(z)的零点和极点

的正向闭曲线，则称
1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz (209)

为 f(z)沿 C 的对数留数.

定理 4.10 (对数留数定理). 设 f(z)在区域D内除有限个极点和零点外解析，C 为D内不经过 f(z)的零点和

极点的正向闭曲线，则
1

2πi

∮
C

f ′(z)

f(z)
dz = N − P (210)

其中 N 为 f(z)在 C 内部的零点个数（按重数计），P 为 f(z)在 C 内部的极点个数（按阶数计）.

证明. 在 C 内部，f(z)的每个零点和极点对积分
∮
C
f ′(z)/f(z) dz的贡献均为 2πi（零点贡献 +2πi，极点贡

献 −2πi），相加即得.

4.4.2 辐角原理

定理 4.11 (辐角原理). 设 f(z)在区域D内除有限个极点和零点外解析，C 为D内不经过 f(z)的零点和极点

的正向闭曲线，则当 z沿 C 顺时针绕行一周时，arg f(z)的变化量为

∆C arg f(z) = 2π(N − P ) (211)

其中 N 和 P 分别为 C 内部零点和极点的个数（按重数或阶数计）.

4.4.3 儒歇定理

定理 4.12 (儒歇定理). 设 f(z)和 g(z)在区域D内解析，C为D内的正向闭曲线，且在C上有 |f(z)| > |g(z)|，
则 f(z)与 f(z) + g(z)在 C 内部的零点个数相同（按重数计）.

证明. 在 C 上 |f(z)| > |g(z)|，故 f(z) 6= 0且 f(z) + g(z) = f(z)[1 + g(z)/f(z)] 6= 0. 令

F (z) =
f(z) + g(z)

f(z)
= 1 +

g(z)

f(z)
(212)

在 C 上，|g(z)/f(z)| < 1，故 F (z)的像位于以 1为圆心、半径为 1的圆内，不包含原点. 因此 argF (z)沿 C

的变化量为 0. 由辐角原理，
Nf+g −Nf =

1

2π
∆C argF (z) = 0 (213)

故 Nf+g = Nf .

例 4.11 (多项式零点分布). 证明方程 z5 + 3z + 1 = 0在圆盘 |z| < 1内有 1个零点.
令 f(z) = 3z，g(z) = z5 + 1. 在 |z| = 1上，

|f(z)| = 3, |g(z)| ≤ |z|5 + 1 = 2 (214)
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故 |f(z)| > |g(z)|. 由儒歇定理，f(z) + g(z) = z5 + 3z + 1 与 f(z) = 3z 在 |z| < 1 内有相同个数的零点.
f(z) = 3z在 |z| < 1内有 1个零点，故原方程在 |z| < 1内有 1个零点.

例 4.12. 证明方程 z4 − 6z + 3 = 0在 1 < |z| < 2内有 3个零点.
在 |z| = 1上，令 f(z) = −6z，g(z) = z4+3，则 |f(z)| = 6，|g(z)| ≤ 1+3 = 4，故 |f(z)| > |g(z)|，f + g

在 |z| < 1内有 1个零点.
在 |z| = 2上，令 f(z) = z4，g(z) = −6z + 3，则 |f(z)| = 16，|g(z)| ≤ 12 + 3 = 15，故 |f(z)| > |g(z)|，

f + g在 |z| < 2内有 4个零点.
故在 1 < |z| < 2内有 4− 1 = 3个零点.

4.5 伽马函数若干性质

4.5.1 伽马函数的积分表示

定义 4.5 (伽马函数).

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1e−t dt, <(z) > 0 (215)

4.5.2 余元公式的证明

定理 4.13 (余元公式). 对于 0 < <(z) < 1，有

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz
(216)

证明. 由欧拉积分结果
∫ +∞

0

xα−1

1 + x
dx =

π

sinπα
（0 < α < 1），以及贝塔函数与伽马函数的关系

B(z, 1− z) =
Γ(z)Γ(1− z)

Γ(1)
= Γ(z)Γ(1− z) (217)

另一方面，由贝塔函数的另一形式：

B(z, 1− z) =

∫ +∞

0

sz−1

1 + s
ds (218)

令 z = α，B(α, 1− α) =

∫ +∞

0

sα−1

1 + s
ds =

π

sinπα
故

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz
(219)

伽马函数与贝塔函数关系的证明.

Γ(p)Γ(q) = 4

∫ +∞

0

∫ +∞

0

s2p−1t2q−1e−(s2+t2) dsdt (220)

= 2

∫ π/2

0

cos2p−1 θ sin2q−1 θ dθ · 2
∫ +∞

0

r2p+2q−1e−r2 dr (221)

= B(p, q)Γ(p+ q) (222)
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4.5.3 Γ(1/2)的求值

由余元公式：

Γ

(
1

2

)
Γ

(
1

2

)
=

π

sin(π/2)
= π (223)

由于 Γ(1/2) > 0，故

Γ

(
1

2

)
=

√
π (224)

5 积分变换

5.1 狄拉克 delta函数

5.1.1 delta函数的引入

在物理学和工程中，经常需要描述集中在某一点的物理量，如点电荷的电荷密度、瞬时冲击力等. 狄拉
克 delta函数 δ(x)是为了描述这类点 ̈源而 ̈引入的广义函数.

定义 5.1 (狄拉克 delta函数). δ(x)满足以下两个基本性质：

δ(x) = 0, x 6= 0 (225)∫ +∞

−∞
δ(x) dx = 1 (226)

从直观上看，δ(x)可理解为在 x = 0处取无限大、但在其他位置取零的函 ̈数，̈其总面积为 1. 严格地说，
δ(x)不是普通函数，而是一种广义函数或分布.

评论 (delta函数的物理意义). δ(x)代表单位强度的点源. 例如，在 x = a处放置单位点电荷，其电荷密度为

ρ(x) = δ(x− a).

5.1.2 delta函数的积分性质

定理 5.1 (筛选性质). 对任意连续函数 f(x)，有∫ +∞

−∞
f(x)δ(x− a) dx = f(a) (227)

证明. 由 delta函数的定义，δ(x− a)仅在 x = a处非零，故∫ +∞

−∞
f(x)δ(x− a) dx = f(a)

∫ +∞

−∞
δ(x− a) dx = f(a) (228)

定理 5.2 (对称性).
δ(x) = δ(−x) (229)

定理 5.3 (缩放性质). 对任意 a 6= 0，有

δ(ax) =
1

|a|
δ(x) (230)

证明. 令 u = ax，则 du = a dx， ∫ +∞

−∞
δ(ax) dx =

∫ +∞

−∞
δ(u)

du

|a|
=

1

|a|
(231)

与 δ(x)的积分性质比较即得.
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推论.
δ(ax− b) =

1

|a|
δ

(
x− b

a

)
(232)

定理 5.4 (delta函数的积分表示).

δ(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eikx dk (233)

评论. 该积分在普通意义下发散，应在广义函数意义下理解.

形式证明. 由傅里叶变换的反演公式即可得到，将在下一节中严格讨论.

5.1.3 高维空间的 delta函数

在高维空间中，delta函数可定义为各维 delta函数的乘积.

定义 5.2 (n维 delta函数).
δ(r) = δ(x1)δ(x2) · · · δ(xn) (234)

其中 r = (x1, x2, · · · , xn).

高维 delta函数满足： ∫
Rn

f(r)δ(r − a) dnr = f(a) (235)

在球坐标系中，delta函数有特殊形式.

定理 5.5 (三维球坐标中的 delta函数).

δ(r − a) =
1

r2 sin θ
δ(r − a)δ(θ − θ0)δ(ϕ− ϕ0) (236)

5.1.4 delta复合函数

对于 g(x)的零点为 xi（i = 1, 2, · · · , n）且 g′(xi) 6= 0的情形，有

定理 5.6 (delta复合函数公式).
δ(g(x)) =

∑
i

δ(x− xi)

|g′(xi)|
(237)

其中 xi 为 g(x)的零点.

证明. 令 u = g(x)，则 du = g′(x)dx，在 xi 附近，∫ +∞

−∞
f(x)δ(g(x)) dx =

∑
i

∫
f(x)

|g′(xi)|
δ(u) du =

∑
i

f(xi)

|g′(xi)|
(238)

与右边代入 f(x)的结果一致.

例 5.1.
δ(x2 − a2) =

1

2|a|
[δ(x− a) + δ(x+ a)] (239)
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5.2 傅里叶变换

5.2.1 复指数基

傅里叶变换的本质是将函数表示为不同频率的复指数函数 eikx 的叠加. 从线性代数的角度看，复指数函
数构成函数空间的一组基 ̈，̈ 傅里叶变换就是在这组基下的坐标变换.

定义 5.3 (复指数基). 函数 eikx（k ∈ R）构成平方可积函数空间的连续正交基，满足正交性条件：∫ +∞

−∞
ei(k−k′)x dx = 2πδ(k − k′) (240)

5.2.2 函数的离散表示

在有限区间 [−L/2, L/2]上，函数可展开为傅里叶级数.

定理 5.7 (傅里叶级数). 在区间 [−L/2, L/2]上满足一定条件的函数 f(x)可展开为

f(x) =

+∞∑
n=−∞

cne
i 2πn

L x (241)

其中

cn =
1

L

∫ L/2

−L/2

f(x)e−i 2πn
L x dx (242)

当 L → ∞时，离散的求和过渡到连续的积分，这就是傅里叶变换.

5.2.3 傅里叶变换及其反演公式

定义 5.4 (傅里叶变换与反演). 函数 f(x)的傅里叶变换定义为

f̂(k) = F [f ](k) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−ikx dx (243)

其反演公式为

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(k)eikx dk (244)

评论. 不同教材对傅里叶变换的定义可能相差一个常数因子，但反演公式应保证 F−1F [f ] = f .

例 5.2. 求 f(x) = e−a|x| 的傅里叶变换，a > 0.

f̂(k) =

∫ +∞

−∞
e−a|x|e−ikx dx (245)

=

∫ 0

−∞
e(a−ik)x dx+

∫ +∞

0

e−(a+ik)x dx (246)

=
1

a− ik
+

1

a+ ik
=

2a

a2 + k2
(247)

例 5.3. 求 f(x) = e−x2/2 的傅里叶变换.
利用欧拉-泊松积分：

f̂(k) =

∫ +∞

−∞
e−x2/2e−ikx dx =

√
2πe−k2/2 (248)

即高斯函数的傅里叶变换仍是高斯函数.
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5.2.4 高维空间的傅里叶变换

定义 5.5 (高维傅里叶变换). 对 r ∈ Rn，傅里叶变换定义为

f̂(k) =

∫
Rn

f(r)e−ik·r dnr (249)

反演公式为

f(r) =
1

(2π)n

∫
Rn

f̂(k)eik·r dnk (250)

5.2.5 傅里叶空间的物理公式

在傅里叶空间中，许多物理运算变得简单.

定理 5.8 (微分定理).
F
[
dnf

dxn

]
(k) = (ik)nf̂(k) (251)

定理 5.9 (平移定理).
F [f(x− a)](k) = e−ikaf̂(k) (252)

F [eiaxf(x)](k) = f̂(k − a) (253)

5.2.6 卷积定理

卷积是积分变换中最重要的运算之一.

定义 5.6 (卷积). f(x)与 g(x)的卷积定义为

(f ∗ g)(x) =
∫ +∞

−∞
f(τ)g(x− τ) dτ (254)

定理 5.10 (卷积定理).
F [f ∗ g] = F [f ] · F [g] (255)

即

f̂ ∗ g(k) = f̂(k)ĝ(k) (256)

证明.

f̂ ∗ g(k) =
∫ +∞

−∞

[∫ +∞

−∞
f(τ)g(x− τ) dτ

]
e−ikx dx (257)

=

∫ +∞

−∞
f(τ)e−ikτ

[∫ +∞

−∞
g(x− τ)e−ik(x−τ) dx

]
dτ (258)

= f̂(k)ĝ(k) (259)

推论 (卷积定理的逆形式).
F−1[f̂ · ĝ] = f ∗ g (260)

例 5.4 (帕塞瓦尔定理). 由卷积定理可推出：∫ +∞

−∞
|f(x)|2 dx =

1

2π

∫ +∞

−∞
|f̂(k)|2 dk (261)
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5.3 拉普拉斯变换

5.3.1 拉普拉斯变换及其反演公式

傅里叶变换要求函数在实轴上绝对可积，许多函数（如阶跃函数、指数增长函数）不满足这一条件. 拉
普拉斯变换通过引入衰减因子 e−σt 克服了这一限制.

定义 5.7 (拉普拉斯变换). 函数 f(t)（t ≥ 0）的拉普拉斯变换定义为

F (s) = L[f ](s) =
∫ +∞

0

f(t)e−st dt (262)

其中 s = σ + iω为复变量，σ需足够大以保证积分收敛.

定义 5.8 (拉普拉斯反演公式).

f(t) =
1

2πi

∫ σ+i∞

σ−i∞
F (s)est ds (263)

其中 σ大于 F (s)所有奇点的实部.

5.3.2 常见的拉普拉斯变换

f(t) F (s) = L[f ](s)

1
1

s
，ℜ(s) > 0

tn
n!

sn+1
，ℜ(s) > 0

eat
1

s− a
，ℜ(s) > a

sin at
a

s2 + a2
，ℜ(s) > 0

cos at
s

s2 + a2
，ℜ(s) > 0

sinh at
a

s2 − a2
，ℜ(s) > |a|

cosh at
s

s2 − a2
，ℜ(s) > |a|

例 5.5. 求 L[1].

L[1] =
∫ +∞

0

e−st dt = lim
R→+∞

[
−e−st

s

]R
0

=
1

s
, <(s) > 0 (264)

例 5.6. 求 L[eat].

L[eat] =
∫ +∞

0

eate−st dt =
1

s− a
, <(s) > a (265)

5.3.3 拉普拉斯变换的基本性质

定理 5.11 (线性性).
L[αf + βg] = αL[f ] + βL[g] (266)

定理 5.12 (微分定理).
L[f ′(t)] = sF (s)− f(0+) (267)

L[f (n)(t)] = snF (s)− sn−1f(0+)− sn−2f ′(0+)− · · · − f (n−1)(0+) (268)
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定理 5.13 (积分定理).
L
[∫ t

0

f(τ) dτ

]
=

F (s)

s
(269)

定理 5.14 (位移定理).
L[eatf(t)] = F (s− a) (270)

定理 5.15 (延迟定理).
L[f(t− a)u(t− a)] = e−asF (s) (271)

其中 u(t)为单位阶跃函数.

定理 5.16 (卷积定理).
L[f ∗ g] = L[f ] · L[g] (272)

即

L
[∫ t

0

f(τ)g(t− τ) dτ

]
= F (s)G(s) (273)

5.3.4 拉普拉斯变换的应用

拉普拉斯变换的主要应用是求解常微分方程和偏微分方程的初值问题.

例 5.7 (求解微分方程). 求解 y′′ + y = t，y(0) = 0，y′(0) = 1.
对两边取拉普拉斯变换：

[s2Y (s)− sy(0)− y′(0)] + Y (s) =
1

s2
(274)

代入初值条件：

(s2 + 1)Y (s)− 1 =
1

s2
(275)

Y (s) =
1

s2 + 1
+

1

s2(s2 + 1)
(276)

作部分分式分解：
1

s2(s2 + 1)
=

1

s2
− 1

s2 + 1
(277)

故

Y (s) =
1

s2
(278)

取拉普拉斯反演：

y(t) = t (279)

代入原方程验证：y′′ + y = t，y(0) = 0，y′(0) = 1. 满足条件.

例 5.8 (求解含间断项的微分方程). 求解 y′′ + y = u(t− a)，y(0) = 0，y′(0) = 0.
对两边取拉普拉斯变换：

s2Y (s) + Y (s) =
e−as

s
(280)

Y (s) =
e−as

s(s2 + 1)
(281)

由

L−1

[
1

s(s2 + 1)

]
= 1− cos t (282)
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利用延迟定理：

y(t) = [1− cos(t− a)]u(t− a) (283)

例 5.9 (求解积分方程). 求解 y(t) = t+
∫ t

0
y(τ) sin(t− τ) dτ .

两边取拉普拉斯变换，由卷积定理：

Y (s) =
1

s2
+ Y (s) · 1

s2 + 1
(284)

Y (s)

(
1− 1

s2 + 1

)
=

1

s2
(285)

Y (s)
s2

s2 + 1
=

1

s2
(286)

Y (s) =
s2 + 1

s4
=

1

s2
+

1

s4
(287)

取拉普拉斯反演：

y(t) = t+
t3

6
(288)
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