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1 同胚与拓扑不变量

定义 1.1 (同胚). 设X1, X2为拓扑空间，连续映射 fX1 → X2称为同胚，若其逆映射 f−1X2 → X1也连续. 若
X1与X2可以建立同胚映射，则称它们是同胚的. 等价地，X1与X2同胚，若存在映射 fX1 → X2, gX2 → X1

使得 f ◦ g = idX2
, g ◦ f = idX1

.

评论. 映射可逆等价于它是双射. 连续双射的逆映射未必连续.

我们很容易得到以下的命题

命题 1.1. 同胚是等价关系.

我们引入拓扑不变量的概念. 拓扑不变量是在同胚变换下不变的量，也就是说，若两个空间的拓扑不变
量不同，则它们一定不同胚. 我们不加证明地陈述以下命题

命题 1.2. 连通性、紧性、Hausdorff性质都是拓扑不变量.

例 1.1. • [−1, 1]紧而 (−1, 1)非紧，故 [−1, 1]与 (−1, 1)不同胚；
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• 抛物线 y = x2 连通而双曲线 x2 − y2 = 1不连通，故它们不同胚；

• [−1, 1]单连通而 S1多连通，故它们不同胚；从另一个方面，S1 − {p}连通而 [−1, 1]− {0}不连通，也
可以得到相同的结论；

•
(
−π

2 ,
π
2

)
与 R同胚，同胚映射为

f
(
−π

2
,
π

2

)
→ R, x 7→ tanx (1)

可是，
(
−π

2 ,
π
2

)
有界而 R无界. 这说明有界性并不是拓扑不变量.

2 Euler示性数

前面所说的连通性、紧性、Hausdorff性都是拓扑空间的性质，而拓扑不变量也可以是和拓扑空间有关的
某个数. 先考虑 R3 中的多面体，多面体的面、边、顶点称为单纯形. 显然单纯形要么不相交（比如正方体相
对的两个面），要么交集为单纯形（比如正方体相邻的两个面相交于一条边）. 我们可以引入 Euler示性数的
概念

定义 2.1 (Euler示性数). X ⊆ R3 与多面体K 同胚，则其 Euler示性数

χ(X) = K的顶点数−K的边数+K的面数 (2)

我们有如下的定理保证这个定义是良好的（不依赖于K 的选择）.

定理 2.1 (Poincáre-Alexander). χ(X)与多边形K 无关，只要K 与 X 同胚.

例 2.1. 一个点的示性数 χ(·) = 1，一条边的示性数 χ(−) = 2 − 1 = 1，一个三角形（包含内部）的示性数

χ(4) = 3− 3 + 1 = 1.

例 2.2. 对于 S1，易见它是与三角形的三条边同胚的（想象圆的内接三角形），从而

χ(S1) = 3− 3 = 0 (3)

对于 S2，易见它是与空心四面体同胚的，从而

χ(S2) = 4− 6 + 4 = 2 (4)

当然，S2 也是与空心立方体同胚的，从而

χ(S2) = 8− 12 + 6 = 2 (5)

结果是一致的. 同时可以得到立体几何中的定理

定理 2.2 (Euler). 设多面体K 与 S2 同胚，其边数为 E，顶点数为 V，面数为 F，则

V − E + F = 2 (6)

例 2.3. 考虑环面 T 2，它同胚于一个矩形，但矩形的对边按(1)所示的方式粘了起来. 这样一来就只剩下一个
顶点、两条边，于是其示性数为

χ(T 2) = 1− 2 + 1 = 0 (7)

评论. 这里的“粘起来”是不准确的说法. 严格地，我们定义等价关系 (x1, y1) ∼ (x2, y2) 当且仅当存在

nx, ny ∈ Z使得 x2 = x1 + 2πnx, y2 = y1 + 2πny . 则 T 2 = R2/ ∼. 图示中的箭头数目表示被黏在一起的边

例 2.4. 考虑 Klein瓶，它同胚于一个矩形，但矩形的对边按(2)(a)所示的方式粘了起来. 同样地，其示性数为

χ(Klein瓶) = 1− 2 + 1 = 0 (8)
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图 1

图 2
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定义 2.2 (连通和). 设X 和 Y 为拓扑空间. 从X 和 Y 表面各挖去一个圆盘，再用柱面把它们连起来，得到的

空间称为它们的连通和，记作 X#Y .

例 2.5. 对任意曲面 X 都有

S2#X = X (9)

想象 X 上长出一根管子，管子上连着一个球. 我们可以连续地缩短这根管子，得到的就是有一个球形凸起的
X . 再把这个凸起熨平，就得到 X .以上各个操作都是连续的，所以 S2#X = X .

定理 2.3. 设 X 和 Y 为两曲面，则

χ(X#Y ) = χ(X) + χ(Y )− 2 (10)

证明. 设 X 和 Y 上可以找到两个一样的三角形，把它们去掉. 再用截面为这个三角形的棱柱把 X 和 Y 连起

来. 这样，顶点的数目不变. 去掉两个三角形，多出三棱柱的三个侧面，面数的变化为 −2 + 3 = 1. 边数的变
化为 +3. 从而 ∆χ = 0− 3 + 1 = 2.

例 2.6. g个 T 2 的连通和记作 Σg，g称为环面 Σg 的亏格. 其示性数

χ(Σg) = g × 0− 2(g − 1) = 2− 2g (11)

Euler示性数之所以重要，是因为它是拓扑不变量. 有定理

定理 2.4. Euler示性数 χ是拓扑不变量. 换言之，若 χ(X) 6= χ(Y )，则拓扑空间 X 与 Y 不同胚.

我们举一反例说明逆命题是不成立的.

例 2.7. 一个点的示性数和一条边的示性数都是 1，但它们不同胚，说明不同胚的空间可以有相同的示性数.

3 单纯形与单纯复形

单纯形是多面体的基本构件. 0-单纯形是点，1-单纯形是线段，2-单纯形是包括内部的三角形，3-单纯形
是实心四面体. 一般地

定义 3.1 (单纯形). 设 p0, p1, · · · , pr 是一组几何独立的点，则 r-单纯形是

σr =

{
x ∈ Rm

∣∣∣∣∣ x =

r∑
i=0

cipi, ci ≥ 0,

r∑
i=0

ci = 1

}
(12)

几何独立的指不存在 (r − 1)-维超平面包含所有 r + 1个点. (c0, . . . , cr)称为 x的重心坐标.

定义 3.2 (面). 若从 p0, . . . , pr 中选取 q + 1 个点 pi0 , . . . , piq（0 ≤ q ≤ r），则这些点定义了一个 q-单纯形
σq = 〈pi0 , . . . , piq 〉，称为 σr 的 q-面. 记作 σq � σr. 若 σq 6= σr，则称为真面，记作 σq < σr.

一个 r-单纯形中 q-面的个数为
(
r+1
q+1

)
. 例如，3-单纯形有 1个 3-面、4个 2-面、6个 1-面和 4个 0-面.

定义 3.3 (单纯复形). 设K 是 Rm 中有限个单纯形的集合. 若满足以下条件，则称K 为单纯复形

1. 若 σ ∈ K 且 σ′ ≤ σ，则 σ′ ∈ K（面的封闭性）；

2. 若 σ, σ′ ∈ K，则 σ ∩ σ′ 要么为空，要么是 σ和 σ′ 的公共面.
K 的维数定义为其中单纯形的最大维数.

定义 3.4 (多面体). 单纯复形K 中所有单纯形的并集称为K 的多面体，记作 |K|. dim |K| = dimK.
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图 3: 柱面的三角剖分

定义 3.5 (三角剖分). 若拓扑空间 X 与某个单纯复形的多面体 |K|同胚，则称 X 是可三角剖分的，(K, f)称

为 X 的三角剖分.

例 3.1. 图(3)中 (a) 是圆柱面 S1 × [0, 1] 的一个三角剖分. (b) 不是三角剖分，因为 〈p0p1p2〉 ∩ 〈p2p3p0〉 =

〈p0〉 ∪ 〈p2〉，既非空也非单纯形. 可能会有人疑惑，为什么 〈p1p2〉 /∈ 〈p0p1p2〉 ∩ 〈p2p3p0〉呢？这是因为，我们
只有 (x0, y0) ∼ (x0 + 2π, y0)，也就是说，尽管 〈p0p2〉和 〈p2p0〉的两个端点都是相同的，两个线段本身并不
是一样的，因为我们只把左边的 p0 和右边的 p0 粘在一起. 问题本质上就出在，我们把不同线段的端点指认
为相同的，这是不合理的. 只要像 (a)那样，把上下边分为三段，就能避免不同线段具有相同端点. 这也符合
我们的直觉，因为上下边对应圆柱的上下圆，而确定一个圆需要三个点.

4 单纯复形的同调群

4.1 有向单纯形

对 r ≥ 1的单纯形可赋予定向. 我们用 (p0p1 . . . pr)表示有向单纯形.
• 1-单纯形(p0p1)表示从 p0 到 p1 的有向线段，且 (p0p1) = −(p1p0).
• 2-单纯形(p0p1p2)表示带定向的三角形区域，满足

(p0p1p2) = (p2p0p1) = (p1p2p0) = −(p0p2p1) = −(p2p1p0) = −(p1p0p2). (13)

• 一般 r-单纯形设 P 为 (0, 1, . . . , r)的置换，则

(pi0pi1 · · · pir ) = sgn(P )(p0p1 · · · pr). (14)

对于 r = 0，有向 0-单纯形就是一个点 σ0 = p0.

4.2 链群、闭链群和边缘链群

定义 4.1 (r-链群). 设 K 为 n维单纯复形. K 的 r-链群 Cr(K)是由 K 中有向 r-单纯形生成的自由阿贝尔群.
若 r > dimK，则 Cr(K) = 0. Cr(K)的元素称为 r-链.

设K 中有 Ir 个 r-单纯形 σr,i（1 ≤ i ≤ Ir），则任意 c ∈ Cr(K)可表示为

c =

Ir∑
i=1

ciσr,i, ci ∈ Z. (15)

因此 Cr(K) ∼= Z⊕ · · · ⊕ Z（Ir 个）.
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定义 4.2 (边缘). 设 σr = (p0p1 . . . pr)（r > 0）为有向 r-单纯形，其边缘 ∂rσr 定义为

∂rσr =

r∑
i=0

(−1)i(p0p1 . . . p̂i . . . pr) (16)

其中 p̂i 表示省略 pi. 对于 r = 0，定义 ∂0σ0 = 0.

例如

∂2(p0p1p2) = (p1p2)− (p0p2) + (p0p1) (17)

∂3(p0p1p2p3) = (p1p2p3)− (p0p2p3) + (p0p1p3)− (p0p1p2) (18)

∂r 线性地作用于 Cr(K)上

∂rc =
∑
i

ci∂rσr,i (19)

从而定义同态 ∂r : Cr(K) → Cr−1(K). ∂r 称为边缘算子.

定义 4.3 (r-闭链). 若 c ∈ Cr(K)满足 ∂rc = 0，则称 c为 r-闭链. r-闭链全体 Zr(K) = ker ∂r 称为 r-闭链群.

定义 4.4 (r-边缘链). 若存在 d ∈ Cr+1(K)使得 c = ∂r+1d，则称 c为 r-边缘链. r-边缘链全体Br(K) = im ∂r+1

称为 r-边缘链群.

引理 4.1. 复合映射 ∂r ◦ ∂r+1 : Cr+1(K) → Cr−1(K)为零映射，即 ∂r(∂r+1c) = 0对任意 c ∈ Cr+1(K)成立.

证明. 只需对生成元验证. 若 r = 0，则 ∂0 ◦ ∂1 = 0，因为 ∂0是零算子. 现假设 r > 0. 取 σ = (p0 . . . prpr+1) ∈
Cr+1(K). 计算可得

∂r(∂r+1σ) = ∂r

r+1∑
i=0

(−1)i(p0 . . . p̂i . . . pr+1)

=

r+1∑
i=0

(−1)i∂r(p0 . . . p̂i . . . pr+1)

=

r+1∑
i=0

(−1)i

i−1∑
j=0

(−1)j(p0 . . . p̂j . . . p̂i . . . pr+1)

+

r+1∑
j=i+1

(−1)j−1(p0 . . . p̂i . . . p̂j . . . pr+1)


=

∑
j<i

(−1)i+j(p0 . . . p̂j . . . p̂i . . . pr+1)

−
∑
j>i

(−1)i+j(p0 . . . p̂i . . . p̂j . . . pr+1)

= 0

(20)

因此 ∂r(∂r+1σ) = 0，引理得证.

于是，我们有链复形

0
i−→ Cn(K)

∂n−→ Cn−1(K)
∂n−1−−−→ · · · ∂2−→ C1(K)

∂1−→ C0(K)
∂0−→ 0 (21)

其中 i : 0 ↪→ Cn(K)为嵌入映射，

由引理立即可得

Br(K) ⊂ Zr(K) ⊂ Cr(K) (22)

几何上，r-闭链是没有边界的 r-维对象；r-边缘链是某个 (r + 1)-维对象的边界.
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4.3 同调群

定义 4.5 (同调群). 设K 为 n维单纯复形. K 的 r-次同调群定义为

Hr(K) ≡ Zr(K)/Br(K), 0 ≤ r ≤ n (23)

若 r > n或 r < 0，定义 Hr(K) = 0.

Hr(K)中的元素是 r-闭链的等价类 [z]，称为同调类. 两个 r-闭链 z 和 z′ 同调（记作 z ∼ z′）当且仅当

z − z′ ∈ Br(K)，即它们相差一个边缘链.

定理 4.2. 同调群是拓扑不变量. 若X ∼= Y，则对任意三角剖分 (K, f)和 (L, g)，有Hr(K) ∼= Hr(L). 特别地，
同一拓扑空间的不同三角剖分给出同构的同调群.

因此，对可三角剖分的拓扑空间 X，可定义 Hr(X) ∼= Hr(K).

例 4.1. 设K = {p0}（单个 0-单纯形），则

C0(K) ∼= Z, Z0(K) = C0(K), B0(K) = {0}, (24)

故

H0(K) ∼= Z. (25)

例 4.2. 设K = {p0, p1, (p0p1)}，即K 是由两个顶点和连接它们的一条边组成的单纯复形.
0-链群和 1-链群分别为 C0(K) = {ip0 + jp1 | i, j ∈ Z}和 C1(K) = {k(p0p1) | k ∈ Z}. 由于 (p0p1)不是

K 中任何单纯形的边缘（K 中没有 2-单纯形），B1(K) = {0}，因此 H1(K) = Z1(K)
B1(K) = Z1(K).

现在求 Z1(K). 设 z = m(p0p1) ∈ Z1(K)，则需满足

∂1z = m∂1(p0p1) = m(p1 − p0) = mp1 −mp0 = 0 (26)

由于 p0 和 p1 是 C0(K)中线性无关的生成元，必须有m = 0. 因此 Z1(K) = {0}从而 H1(K) = 0.
对于 0-链，有 Z0(K) = C0(K) = {ip0 + jp1 | i, j ∈ Z}，边缘链群 B0(K)是 ∂1 的像

B0(K) = im ∂1 = {l∂1(p0p1) | l ∈ Z} = {l(p1 − p0) | l ∈ Z} (27)

定义满同态 f : Z0(K) → Z为
f(ip0 + jp1) = i+ j (28)

则核为

ker f = f−1(0) = {ip0 + jp1 | i+ j = 0} = {i(p0 − p1) | i ∈ Z} = B0(K) (29)

由同态基本定理，有

H0(K) =
Z0(K)

B0(K)
∼= Z (30)

例 4.3. 设K = {p0, p1, p2, (p0p1), (p1p2), (p2p0)}，如图(4)所示. 这是圆周 S1的一个三角剖分（三个顶点和三

条边组成一个三角形边界）.
由于K 中没有 2-单纯形，B1(K) = 0，故H1(K) = Z1(K)/B1(K) = Z1(K). 设 z = i(p0p1) + j(p1p2) +

k(p2p0) ∈ Z1(K)，其中 i, j, k ∈ Z. 则 ∂1z = i(p1−p0)+j(p2−p1)+k(p0−p2) = (k−i)p0+(i−j)p1+(j−k)p2 =

0. 由于 p0, p1, p2 是 C0(K)中线性无关的生成元，必须满足 k − i = 0，i − j = 0，j − k = 0，即 i = j = k.
因此 Z1(K) = {i{(p0p1) + (p1p2) + (p2p0)} | i ∈ Z}. 这表明 Z1(K) ∼= Z，故

H1(K) = Z1(K) ∼= Z (31)
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图 4: S1 的三角剖分

对于 0-链，Z0(K) = C0(K) = {ip0 + jp1 + kp2 | i, j, k ∈ Z}. 边缘链群 B0(K)是 ∂1 的像，B0(K) =

{∂1[l(p0p1) +m(p1p2) + n(p2p0)] | l,m, n ∈ Z} = {(n− l)p0 + (l−m)p1 + (m− n)p2 | l,m, n ∈ Z}. 定义满同
态 f : Z0(K) → Z为 f(ip0 + jp1 + kp2) = i + j + k. 若 ip0 + jp1 + kp2 ∈ B0(K)，则存在 l,m, n ∈ Z使得
i = n− l，j = l−m，k = m− n，于是 i+ j + k = 0，故 B0(K) ⊆ ker f . 反之，若 i+ j + k = 0，可取 l = 0，

m = −j，n = i，有 ip0 + jp1 + kp2 = ∂1[0 · (p0p1)− j · (p1p2) + i · (p2p0)] ∈ B0(K). 故 ker f ⊆ B0(K). 因此
ker f = B0(K). 由同态基本定理

H0(K) = Z0(K)/B0(K) ∼= Z (32)

图 5: a与 b生成 H1(T
2)

例 4.4. 这里我们用更加直观的方式考虑环面 T 2 的同调群，第 r 同调群由那些无边缘的 r-链生成，而这些
r-链本身不是某个 (r + 1)-链的边缘.

环面表面没有边界，但它不是任何 3-链的边缘. 因此，H2(T
2)由一个生成元（环面表面本身）自由生成

H2(T
2) ∼= Z (33)

图(5)中的环 a和 b没有边界，但它们不是任何 2-链的边缘. 考虑另一个环 a′，由于 a′ − a围成图(5)中阴
影部分的面积，a′ 与 a同调. 因此，H1(T

2)由 a和 b自由生成

H1(T
2) ∼= Z⊕ Z (34)
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图 6: ai 与 bi（1 ≤ i ≤ g）生成 H1(Σg)

由于 T 2 连通，H0(T
2) ∼= Z.

上述分析可推广到亏格 g的环面Σg . 由于Σg无边界且没有 3-单纯形，曲面Σg本身自由生成H2(Σg) ∼= Z.
第 1同调群 H1(Σg)由那些不是某块面积边界的环生成. 图(??)给出了生成元的标准选取

H1(Σg) = {i1[a1] + j1[b1] + · · ·+ ig[ag] + jg[bg]} ∼= Z⊕ Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
2g

(35)

由于 Σg 连通，H0(Σg) ∼= Z. 这 2g条曲线 {ai, bi}称为 Σg 上的标准曲线系.

5 同调群的性质与 Betti数

5.1 连通复形的第 0同调群

定理 5.1. 设K 为连通单纯复形，则

H0(K) ∼= Z (36)

证明. 由于K 连通，对任意两个 0-单纯形 pi 和 pj，存在一系列 1-单纯形使得

∂1((pipk) + (pkpl) + · · ·+ (pmpj)) = pj − pi (37)

因此 pi 与 pj 同调，即 [pi] = [pj ]. 故所有 0-单纯形都同调于同一个点 p1.
设

z =

I0∑
i=1

nipi ∈ Z0(K) (38)

则

[z] =

[∑
i

nipi

]
=

∑
i

ni[pi] =
∑
i

ni[p1] (39)

显然 [z] = 0（即 z ∈ B0(K)）当且仅当
∑

ni = 0.
另一方面，B0(K) = im ∂1 中的元素满足系数之和为零. 因此

z =
∑

nipi ∈ B0(K) ⇐⇒
∑

ni = 0 (40)

定义满同态 fZ0(K) → Z为

f(n1p1 + · · ·+ nI0pI0) =

I0∑
i=1

ni (41)

则 ker f = B0(K)，故

H0(K) = Z0(K)/B0(K) ∼= Z (42)
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5.2 多连通分量的情形

定理 5.2. 设K 为 N 个连通分量的不交并K = K1 ∪K2 ∪ · · · ∪KN（Ki ∩Kj = ∅），则

Hr(K) = Hr(K1)⊕Hr(K2)⊕ · · · ⊕Hr(KN ) (43)

证明. 链群可分解为
Cr(K) = Cr(K1)⊕ Cr(K2)⊕ · · · ⊕ Cr(KN ) (44)

这一分解同样适用于闭链群和边缘链群

Zr(K) =
⊕
i

Zr(Ki), Br(K) =
⊕
i

Br(Ki) (45)

因此

Hr(K) = Zr(K)/Br(K) =
⊕
i

(
Zr(Ki)/Br(Ki)

)
=

⊕
i

Hr(Ki) (46)

推论. 设K 为 N 个连通分量的不交并，则

H0(K) ∼= Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
N个

(47)

特别地，H0(K) ∼= Z当且仅当K 连通.

5.3 同调群的扭群与 Betti数

由于 Cr(K)是自由阿贝尔群，其子群 Zr(K)和 Br(K)也是自由阿贝尔群. 但 Hr(K) = Zr(K)/Br(K)

不一定自由阿贝尔，其一般形式为

Hr(K) ∼= Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
f个

⊕Zk1
⊕ · · · ⊕ Zkp

(48)

其中前 f 个因子构成自由阿贝尔部分，f 称为秩；后 p个因子构成扭群.

图 7: Klein瓶的三角剖分
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例 5.1. 图(7)给出了 Klein瓶的一个三角剖分.
由于B2(K) = 0，有H2(K) = Z2(K). 设 z ∈ Z2(K). 若 z是K中所有 2-单纯形的相同系数组合，即 z =∑

mσ2,i，则内部的 1-单纯形相互抵消，只剩下外部的 1-单纯形 ∂2z = −2ma，其中 a = (p0p1)+(p1p2)+(p2p0).
为使 ∂2z = 0，必须有m = 0，故

H2(K) = Z2(K) ∼= {0} (49)

从环面的计算经验可知，每个 1-闭链都同调于 ia+ jb（i, j ∈ Z）. 对于一个 2-链，若其边界只由 a和 b

组成，则K 中所有 2-单纯形必须以相同系数相加. 因此，对于这样的 2-链 z =
∑

mσ2,i，有 ∂z = 2ma. 这说
明 2ma ∼ 0. 因此，H1(K)由两个闭链 a和 b生成，且满足 2a = 0（即 a的阶为 2），而 b自由

H1(K) = {i[a] + j[b] | i, j ∈ Z} ∼= Z2 ⊕ Z. (50)

由于K 连通，H0(K) ∼= Z.

扭群检测多面体中的“扭曲”结构. 若使用 Z2或 R系数，则无法识别扭群. Z2无非平凡子群，故无法体

现扭转；而 R/mR ∼= {0}（m 6= 0），故 R系数下扭转部分消失. 若 Hr(K;Z)如(48)所示，则

Hr(K;R) ∼= R⊕ · · · ⊕ R︸ ︷︷ ︸
f个

(51)

定义 5.1 (Betti数). 设K 为单纯复形，第 r Betti数定义为

br(K) ≡ dimHr(K;R) (52)

即 br(K)是 Hr(K;Z)中自由阿贝尔部分的秩.

例 5.2. 环面 T 2 的 b0 = 1, b1 = 2, b2 = 1，球面 S2 的 b0 = 1, b1 = 0, b2 = 1.

定理 5.3 (Euler-Poincaré定理). 设K 为 n维单纯复形，Ir 为K 中 r-单纯形的个数，则

χ(K) ≡
n∑

r=0

(−1)rIr =

n∑
r=0

(−1)rbr(K) (53)

证明. 考虑边界同态 ∂rCr(K;R) → Cr−1(K;R). 由线性代数有

Ir = dimCr(K;R) = dim(ker ∂r) + dim(im ∂r) = dimZr(K;R) + dimBr−1(K;R) (54)

其中 B−1(K)定义为零空间. 又

br(K) = dimHr(K;R) = dimZr(K;R)− dimBr(K;R) (55)

代入得

χ(K) =

n∑
r=0

(−1)rIr =

n∑
r=0

(−1)r
(
dimZr(K;R) + dimBr−1(K;R)

)
=

n∑
r=0

(−1)rbr(K) (56)

由于Betti数是拓扑不变量，Euler示性数χ(K)也是拓扑不变量，因此可对拓扑空间X定义χ(X) = χ(K)

（其中K 为 X 的任意三角剖分）.
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