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1 群的线性表示

群G与行列式不为 0的m维矩阵群D(G)同态，则称D(G)是G的线性表示. 若还同构，则称为忠实表
示.对 G的任意群元 R，都能找到一个数 F (R)与之对应，则称为群函数 F (G).有限群线性无关的群函数有
g个，这里的线性相关是指对任意群元 g都有∑

i

kiFi(g) = 0 (1)

把有限群的 g 个元素看作线性独立的矢量，作为一组基，张成一个空间，称为群空间. 不必在意群元的
加法和数乘是什么意思，这只是形式上的. 群元的线性组合

X =
∑
R∈G

F (R)R (2)

为群空间的元素.这里可以看出，矢量的分量也是群函数. 群函数和群空间中的矢量是一一对应的. 也可以选
取别的矢量组作为群空间的基，称为非自然基.

矢量间可以定义乘法，须满足封闭性 X,Y ∈ L =⇒ XY ∈ L以及结合律 Z(X + Y ) = ZX + ZY . 配备
了矢量乘法的线性空间成为代数. 对群空间，可以定义乘法

XY =

{∑
R∈G

F1(R)R

}{∑
S∈G

F2(S)S

}
=
∑
R∈G

∑
S∈G

[F1(R)F2(S)](RS)

=
∑
T∈G

{∑
R∈G

F1(R)F2(R
−1T )

}
T

(3)

群代数中，群元素左乘到群代数的矢量上，能使矢量变成群代数中的另一矢量，因此群代数中群元素亦

为线性算符.设 SR = T，T 作为群空间中的矢量可以展开为

T =
∑
P∈G

PDPR(S) (4)

因为 T = SR，故DPR(S) =

1, P = SR

0, P ̸= SR
.由重排定理，矩阵D每一行只有一个矩阵元不为 0. D(S)为

线性算符 S 在群代数自然基下的矩阵形式.
算符 T 和 S 相乘定义为 S 和 T 相继作用在矢量上，自然基下，TS 的矩阵等于 T 的矩阵乘以 S 的矩阵.
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证明. 一方面

T (SR) =
∑
P∈G

TPDPR(S) =
∑
Q∈G

Q

{∑
P∈G

DQP (T )DPR(S)

}
(5)

另一方面

(TS)R =
∑
Q∈G

QDQR(TS) (6)

所以 DQR(TS) =
∑
P

DQP (T )DPR(S)，即 D(TS) = D(T )D(S).

群元作为群空间上的线性算子在自然基下的矩阵构成矩阵群 D(G)，称为 G的正则表示. 正则表示是忠
实的，即 D(G) ∼= G. 正则表示下

χ(S) = trD(S) =

g, S = E

0, S ̸= E
(7)

群元素也可以右乘到群代数的矢量上，成为群空间上的线性算符，左乘算符和右乘算符按各自的符合规

则构成群 G和 G̃，但 G中的 R不对应 G̃中的 R，而对应 R−1.G̃称为 G的反群 (opposite group).

2 标量函数的变换算子

在空间变换 x
R−→ x′ = Rx下，标量保持不变

ψ(x)
R−→ ψ′(x′) = ψ(x) (8)

引入算子 PR 作用在 ψ上，即 PRψ = ψ′，应

PRψ(x
′) = ψ′(x′) = ψ(x) = ψ(R−1x) (9)

从而

PRψ(x) = ψ(R−1x) (10)

显然 PR 与 R是一一对应关系.可以证明 PR 的乘法与 R的乘法一致.如下

x′
S−→ x′′ = Sx′ = (SR)x

ψ′(x′)
S−→ ψ′′(x′′) = PSPRψ(x

′′) = ψ(x)

ψ(x)
SR−→ PSRψ(x

′′) = ψ[(SR)−1x′′] = ψ(x)

(11)

从而 PSPR = PSR.若 R的集合构成群 G，则 PR 的集合构成群 PG 且 PG
∼= G.PG 称为 G的线性实现.

例 2.1 (平移变换). 对平移变换 x
T (a)−→ x′ = x+ a，有

PT (a)ψ(x) = ψ
[
T (a)−1x

]
= ψ(x− a) = exp

(
−a d

dx

)
ψ(x) (12)

例 2.2 (旋转变换). 旋转变换是

(x, y)
R(ω)−→

x
′ = x cosω − y sinω

y′ = x sinω + y cosω
(13)

考虑二次齐次多项式构成的空间，其基底为 {ψ1 = x2, ψ2 = xy, ψ3 = y2}. 则 PR(ω) 保持该空间不变.
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PR(ω) 的作用可以用矩阵刻画

Dνµ =


cos2 ω

1

2
sin 2ω sin2 ω

− sin 2ω cos 2ω sin 2ω

sin2 ω −1

2
sin 2ω cos2 ω

 (14)

下面考虑变换 R下算符的变换规律. 算符作用在标量场上，得到另一个标量

ψB(x) = L(x)ψA(x) (15)

在变换下
ψA(x)

R−→ ψ′
A(x

′) = PRψ(x
′)

ψB(x)
R−→ ψ′

B(x
′) = PRψB(x

′)
(16)

设 L(x)
R−→ L′(x′)，ψ′

B(x
′) = L′(x′)ψ′

A(x
′).则 L′(x) {PRψA(x)} = PRψB(x) = PR {L(x)ψA(x)}，故

L′(x) = PRL(x)P
−1
R (17)

考虑一个量子力学系统，其Hamilton量为H(x).在坐标变换下H(x)
R−→ PRH(x)P−1

R .若 [H(x), PR] = 0，

则 Hamilton量守恒
PRH(x)P−1

R = H(x) (18)

设 E 为m重简并

H(x)ψµ(x) = Eψµ(x), µ = 1, 2, · · · ,m (19)

ψµ(x)的线性组合构成一个m维线性空间.因为

H(x)[PRψµ(x)] = PRH(x)ψµ(x) = E[PRψµ(x)] (20)

故此m维空间为 PR 的不变子空间.于是

PRψµ(x) =

m∑
ν=1

ψν(x)Dνµ(R) (21)

D(R)和 PR可以建立起对应关系，其乘积也对应.故D(R)的集合构成群D(G)，与 PG同态.即，群 G同构

于线性算子群 PG.PG 作用在不变子空间的基上，得到 PG（G）的线性表示.
考虑

⟨PRψ(x)|PRϕ(x)⟩ =
∫
ψ∗(R−1x)ϕ(R−1x)dx

=

∫
ψ∗(x)ϕ(x)dx det J

= ⟨ψ(x)|ϕ(x)⟩

(22)

故 PR 是幺正算子.

3 不等价不可约表示

换表示空间的基底

ϕµ =
∑
ν

ψνXνµ (23)

设 PRψµ =
∑
ρ

ψρDρµ(R), PRϕν =
∑
λ

ϕλD̄λν(R).则

D̄(R) = X−1DX (24)
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若群 G中所有元素 R在两个表示 D(G)和 D̄(G)中的表示矩阵存在同一相似变换关系，则称为等价表示.可
以证明，有限群的线性表示等价于幺正表示，两个等价的幺正表示一定可以通过幺正的相似变换彼此联系.
对于有限群，算子 PR 是幺正的，只要找出正交归一的函数基，表示就是幺正的.
若群 G的表示 D(G)的每一个表示矩阵 D(R)都能通过同一个相似变换 X 化成同一形式的阶梯矩阵

X−1D(R)X =

(
D(1)(R) M

D(2)(R)

)
(25)

则称表示 D(G) 可约. 容易证明 D(1)(R), D(2)(R) 的集合分别构成 G 的线性表示且 χ(R) = χ(1)(R) +

χ(2)(R). 可约表明表示空间存在非平庸的不变子空间，选取不变子空间的基，并添加补空间的矢量组成表示
空间的一组基，则新基下表示矩阵取相同形式的阶梯矩阵. 进一步，若存在两互补的不变子空间，则

X−1D(R)X =

(
D(1)(R)

D(2)(R)

)
= D(1)(R)⊕D(2)(R) (26)

称为完全可约表示. 我们详细地看一下为什么说明存在互补的不变子空间. 将X按列分块为X = (X(1), X(2))，

其中 X(1) 为 N ×m矩阵，X(2) 为 N × n矩阵. 由 X−1DX = D(1) ⊕D(2) 得 DX = X(D(1) ⊕D(2))，即

DX(1) = X(1)D(1), DX(2) = X(2)D(2).

故 X(1) 的列空间是 D的m维不变子空间，X(2) 的列空间是 n维不变子空间；因 X 可逆，这两个子空间线

性无关且张成整个空间，故互补. 有限群的可约表示一定是完全可约的，因为有限群的可约表示是幺正的，意
味着选取了正交归一基.

3.1 Schur定理

下面我们引入一个极为重要的定理

定理 3.1 (Schur定理). 设D(1)(G)和D(2)(G)是群G的两个不等价不可约表示，维数分别为m1和m2，X 是

一个m1 ×m2 的矩阵. 如果对于每一个 R，都满足 D(1)(R)X
[
D(2)(R)

]−1

= X，则 X = 0.

证明. 若m1 ̸= m2，不妨设m1 > m2，则

D(1)

(
Xm2m2

X(m1−m2),m2

)
=

(
Xm2m2

X(m1−m2),m2

)
D(2) (27)

(
Xm2m2

X(m1−m2),m2

)
架构起维数为m2 的子空间，若它不是零空间，则 D(1) 有维数小于m1 的非零不变子空间，

从而可约，矛盾.
若m1 = m2，且 detX ̸= 0，则 X−1D(1)X = D(2)，两表示等价，矛盾. 若 detX = 0，则 X 只能架设

起维数小于m1的子空间，它不是零空间，则D(1)有维数小于m1的非零不变子空间，从而可约，矛盾.

Schur定理的等价表述为

定理 3.2. 设 D(1)(G)和 D(2)(G)是群 G的两个不可约表示. 若对于每一个 R都有 D(1)(R)X = XD(2)(R)，

则

• 若 D(1)(G)和 D(2)(G)不等价，则 X = 0;
• 若 X ̸= 0，则 D(1)(G)和 D(2)(G)等价.

Schur定理有一个重要的推论
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定理 3.3. 与不可约表示 D(G)的所有表示矩阵 D(R)都对易的矩阵必为常数矩阵 λI .

证明. 取 X 的本征值 λ，令 Y = X − λI，则 detY = 0，Y 的列矢量是线性相关的. 而

D(R)Y = D(R)(X − λI) = (X − λI)D(R) = Y D(R) (28)

故 Y 的列空间对 D(G)保持不变，只能是零空间，否则 D(G)可约. 于是 Y = 0, X = λI .

表示矩阵元 Dµν(R)是群元 R的函数，我们很自然地希望 Dµν(R)是群函数空间的正交完备基，这样我

们就可以把任意群函数展开为表示矩阵元的线性组合. 表示矩阵元的正交完备性由下面两个定理给出.

定理 3.4 (正交定理). 有限群的不等价不可约幺正表示D(i)(G)和D(j)(G)的矩阵元作为群空间矢量满足正交

关系 ∑
R∈G

D(i)∗
µρ (R)D

(j)
νλ =

|G|
mj

δijδµνδρλ (29)

其中m代表表示的维数.

证明. 构造mi ×mj 矩阵

Y(µν)ρλ = δµρδνλ (30)

以及mi ×mj 矩阵

X(µν) =
1

|G|
∑
g∈G

D(i)−1

(g)YµνD
(j)(g) (31)

其矩阵元

X(µν)ρλ =
1

|G|
∑
g∈G

[D(i)−1

(g)]ρρ′δρ′µδλ′ν [D
(j)(g)]λ′λ

=
1

|G|
∑
g∈G

[D(i)−1

(g)]ρµ[D
(j)(g)]νλ

(32)

而
X(µν)D

(j)(s) =
1

|G|
∑
g∈G

D(i)−1

(g)Y(µν)D
(j)(g)D(j)(s)

=
1

|G|
∑
g∈G

D(i)(s)D(i)[(gs)−1]Y(µν)D
(j)(gs)

=
Di(s)

|G|
∑
g∈G

D(i)[(gs)−1]Y(µν)D
(j)(gs)

= D(i)(s)X(µν)

(33)

最后一步用到了重排定理，即 s遍历群元时，gs也遍历群元. 由 Schur定理的推论可知，i ̸= j 时 X(µν) = 0，

i = j 时 X(µν) = Icµν . 其中 cµν 是一常数. 则一方面∑
ρλ

X(µν)ρλ =
∑
ρλ

cµνδρλ = micµν (34)
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另一方面 ∑
ρλ

X(µν)ρλ =
∑
ρλ

1

|G|
∑
g∈G

D(i)
ρµ(g

−1)D
(j)
µλ(g)δρλδij

=
∑
ρ

1

|G|
∑
g∈G

D(i)
ρµ(g

−1)D(i)
νρ (g)

=
∑
ρ

1

|G|
∑
g∈G

D(i)
νµ(e)

= δνµ

(35)

故micµν = δµν，得证.

定理 3.5 (完备性定理). 有限群不等价不可约表示维数的平方和等于群的阶数.

完备性定理可以解释为，群阶等于群函数的基的个数，而群的基的个数就是彼此正交的群函数个数. 对
mj 维表示，它有m2

j 个群元，对应着m2
j 个群函数，它们都彼此正交. 要证明完备性定理，我们来考察特征

标. 有 ∑
R∈G

χ∗(i)(R)χ(j)(R) =
∑
µν

∑
R∈G

D(i)∗
µµ (R)D(j)

νν (R)

=
∑
µν

|G|
mi

δµνδij

=
∑
µ

|G|
mi

δij

= |G|δij

(36)

由此可见，特征标也是正交的群函数，特征标的模平方和为群阶. 我们再假设表示 D可以写成若干不可约表

示的直和. 对应地，其特征标也是各个不可约表示特征标之和

D ∼=
⊕

ajD
j , χ(R) =

∑
j

ajχ
j(R) (37)

于是 ∑
R

χ(R)χ(i)∗(R) =
∑
R

∑
j

ajχ
(j)(R)χ(i)∗(R) =

∑
j

δijaj |G| = ai|G| (38)

从而

ai =
1

|G|
∑
R

χ(R)χ(i)∗(R) (39)

对一个表示D，其特征标很容易算出. 对任一不可约表示，其特征标也很容易算出. 则根据这个式子，可以算
出某不可约表示在表示 D中的重数，如果 ai = 0，说明 D不能约化到 D(i). 对正则表示

ai =
1

|G|
∑
R∈G

χ(i)∗(R)χ(R) = χ(i)∗(e) = mi (40)

可见，正则表示一定是可约的，且不可约表示在其中的重数就是这个不可约表示的维数. 即

X−1D(R)X =
⊕
j

mjD
(j)(R) (41)

至此，我们也可给出完备性定理的简短证明

证明.
|G| = χ(e) =

∑
j

mjχ
j(e) =

∑
j

m2
j (42)
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现在我们看到，不等价不可约表示矩阵元作为群函数空间的矢量是正交完备的，于是可以对任何群函数

作展开

f(s) =
∑
jµν

cjµνD
(j)
µν (s) (43)

从 ∑
s∈G

f(s)D
(i)∗
ρλ (s) =

∑
jµν

cjµν
∑
s∈G

D
(i)∗
ρλ (s)D(j)

µν (s)

=
∑
jµν

cjµν
|G|
mj

δijδµρδνλ

= ciρλ
|G|
mi

(44)

可以求出展开系数

c
(i)
ρλ =

mi

|G|
∑
s∈G

f(s)Di∗
ρλ(s) (45)

3.2 特征标

特征标非常重要，值得我们仔细研究. 我们已经看到

定理 3.6. 有限群不等价不可约表示的特征标是群函数空间的正交矢量.

因为相似矩阵的迹相同，我们有 χi(R) = χi(h−1Rh)，即特征标实际上是共轭类的函数. 于是有以下定
理

定理 3.7. 有限群不等价不可约表示的特征标是类函数空间的正交矢量.

证明. 设一个关于类的函数

f(s) =
∑
iρλ

ciρλD
(i)
ρλ(s), ciρλ =

mi

|G|
∑
s∈G

f(s)Di∗
ρλ(s) (46)

因为是关于类的函数，所以 f(s) = f(gsg−1), ∀g ∈ G. 从而 f(s) =
1

|G|
∑
g∈G

f(gsg−1). 从而

c
(i)
ρλ =

mi

|G|2
∑

s,g∈G

f(gsg−1)D
(i)∗
ρλ (gsg−1)

=
mi

|G|2
∑

s,g∈G

f(s)
∑
µν

D(i)∗
ρµ (g)D(i)∗

µν (s)D
(i)∗
νλ (g−1)

=
mi

|G|2
∑

s,g∈G

f(s)
∑
µν

D(i)∗
ρµ (g)D

(i)
λν(g)D

(i)∗
µν (s)

=
mi

|G|
∑
s

f(s)
∑
µν

D(i)∗
µν (s)δρλδµν

≡ ciδρλ

(47)

其中 ci =
mi

|G|
∑
s

f(s)
∑
µ

D(i)
µµ(s)只与 i有关. 从而

f(s) =
∑
iρλ

ciδρλD
(i)
ρλ(s) =

∑
iρ

ciD(i)
ρρ (s) =

∑
i

ciχ(i)(s) (48)
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从而任意类的函数都能用 χi
α 展开

fα =
∑
i

ciχi
α (49)

定理 3.8. 有限群表示为不可约表示的充要条件是所有元素特征标的模方和为群阶.

证明. 必要性
∑
r∈G

χ(i)∗(r)χi(r) =
∑
α

nαχ
(i)∗
α χ(i)

α = |G|.

充分性 若 D可约，则有分解

D ∼=
⊕
i

aiDi, χ(g) =
∑
i

aiχ
i(g) (50)

从而
|G| =

∑
g∈G

|χ(g)|2

=
∑
ij

∑
g∈G

aiajχ
(i)∗(g)χ(j)(g)

=
∑
ij

aiaj |G|δij

= |G|
∑
i

|ai|2

(51)

从而
∑
i

|ai|2 = 1，只可能是有一个 ai 为 1，其余的都为 0，即群表示不可约.

定理 3.9. 有限群两个表示等价的充要条件是每个元素的特征标对应相等.

证明. 必要性 D(G) ∼= D′(G)意味着存在 X 使得 D′(g) = X−1D(g)X 对一切 g ∈ G成立，从而 χ′(g) =

trD′(g) = tr[X−1D(g)X] = tr[D(g)] = χ(g).
充分性

D(G) ∼=
⊕
j

ajD
j =⇒ aj =

∑
g

χ(g)χ(j)∗(g)
1

|G|

D′(G) ∼=
⊕
j

a′jD
j =⇒ a′j =

∑
g

χ′(g)χ(j)∗(g)
1

|G|

(52)

由 aj = a′j 可知 χ(g) = χ′(g).

定理 3.10. 有限群的不等价不可约表示的个数等于共轭类的个数.

证明. 由正交关系 ∑
α

nαχ
(i)∗
α χj

α = δij |G|∑
i

nαχ
(i)∗
α χi

β = δαβ |G|
(53)

得 ∑
α

|G| =
∑
α

∑
i

nαχ
i∗
α χ

i
α =

∑
i

|G| (54)

约去 |G|，则等式左边就是类的个数，右边是不等价不可约表示的个数. 得证.

总结一下，我们的问题是寻找群的不等价不可约表示

8



• 群的不等价不可约表示的个数等于群的共轭类的数目，维数的平方和等于群阶；
• 给定两个表示，通过 χ(g) = χ′(g)判定它们是否等价；

• 对一个表示，通过
∑
g∈G

|χ(g)|2 = |G|判定它是否可约；

• 给定一个不等价不可约表示 D(j)，通过 aj =
1

|G|
∑
R∈G

χ(j)∗(R)χ(R)计算 D(j) 在 D中的重数.

可以看到，特征标在其中居于中心位置. 于是，我们把特征标列成一张表 C 表示群的不同等价类，D表示群

n1C1 · · · nαCα

D1(m1) χD1

C1
· · · χD1

Cα

...
...

. . .
...

Dα(mα) χDα

C1
· · · χDα

Cα

表 1: 特征标表

的不同不等价不可约表示，α是类的数目，也是不等价不可约表示的数目，nl 为 Cl 类中元素的数目，ml 为

表示的维数.

例 3.1 (对称群 S3 的特征标表). S3 有三个共轭类：{e}, {(12), (13), (23)}, {(123), (132)}；相应地有三个不等
价不可约表示，维数分别为 1, 1, 2. 特征标表为

1C1 3C2 2C3

A1 1 1 1

A2 1 −1 1

E 2 0 −1

可见 12 + 12 + 22 = 6 = |S3|，且特征标行向量彼此正交.

3.3 自共轭表示与实表示

对表示 D，其复共轭表示 D由 D(g) = D(g)∗ 给出. 若 D与 D等价，则称 D为自共轭表示；此时特征

标 χ(g)为实数（但不充分）. 更精细的分类可通过 Frobenius–Schur指标给出：对不可约表示 D，定义

ν(D) =
1

|G|
∑
g∈G

χ(g2). (55)

则

• ν(D) = 1当且仅当 D为实表示（可写成实矩阵）；

• ν(D) = 0当且仅当 D为复表示（与复共轭不等价）；

• ν(D) = −1当且仅当 D为四元数表示（自共轭但不可实化）.
对于自共轭表示，还可讨论其是否为实表示或四元数表示.

4 分导表示与诱导表示

设 H 为群 G的子群，D(G)为 G的表示. 从中取出对应 H 的表示矩阵 D(H) = {D(h) : h ∈ H}，称为
D(G)的分导表示. D(G)不可约不代表 D(H)不可约. 反之，从子群 H 的表示出发可以构造 G的诱导表示.

9



设子群 H = {T1 = e, T2, · · · , Th}，其指数 n = g/h. 取左陪集代表元 R1 = e,R2, · · · , Rn，则 G =
n⊔

r=1

RrH . 对任意的 s ∈ G，有 sRr = RsrTsr，其中 Rsr 为陪集代表元，Tsr ∈ H .

设H 有线性表示D(H)，表示空间W 的基矢量为 {we1, we2, · · · , weh}. 诱导表示D′(G)的表示空间WG

的基底取为

{we1, · · · , weh, wR21, · · · , wR2h, · · · , wRn1, · · · , wRnh} (56)

其中 wRri = Rrwei，且对 Tt ∈ H，Ttwei =
∑
j

wejDji(Tt). 对任意 S ∈ G，其作用为

SwRri = SRrwei = RsrTsrwei

=

h∑
j=1

RsrwejDji(Tsr) =

h∑
j=1

wRsrjDji(Tsr).
(57)

与一般的线性表示展开式

SwRri =

n∑
r̃=1

h∑
j=1

wRr̃jD
′
Rr̃j,Rri(S) (58)

比较，可见 D′
Rr̃j,Rri(S) = δRr̃,Rsr

Dji(Tsr). 由 Tsr = R−1
sr SRr，且当 Rr̃ = Rsr 时才有贡献，故

D′
Rr̃j,Rri(S) = Dji(R

−1
r̃ SRr), (59)

其中规定若 R−1
r̃ SRr /∈ H，则 Dji(· · · ) = 0.

例 4.1 (D2n+1群的表示). D2n+1 = {e, T, T 2, · · · , T 2n, S0, S1, · · · , S2n}有 4n+2个元素，n+2个类. C2n+1 =

{e, T, T 2, · · · , T 2n}是它的指数为 2的不变子群，对应商群 D2n+1/C2n+1 = Z2. D2n+1 有两个一维不可约表

示 A和 B，A为恒等表示，B中 C2n+1表示为+1，S0C2n+1上表示为−1. 余下 n个不可约表示都是 2维的，

正好是 1 + 1 + n× 22 = 4n+ 2.
考虑C2n+1不可约表示关于D2n+1的诱导表示. C2n+1的第 j个不等价不可约表示的生成元为D(j)(T ) =

e−2πi( j
2n+1 ). R1 = e, R2 = S0 ≡ σ. 则

D(j)′

ee (T ) = D(j)(e−1Te) = e−2πi( j
2n+1 )

D(j)′

eσ (T ) = D(j)(e−1Tσ) = 0

D(j)′

σe (T ) = D(j)(σ−1Te) = 0

D(j)′

σσ (T ) = D(j)(σ−1Tσ) = e+2πi( j
2n+1 )

D(j)′

ee (σ) = D(j)(e−1σe) = 0

D(j)′

eσ (σ) = D(j)(e−1σσ) = 1

D(j)′

σe (σ) = D(j)(σ−1σe) = 1

D(j)′

σσ (σ) = D(j)(σ−1σσ) = 0

(60)

诱导出 2n+ 1个不可约表示. 而 D2n+1 的二维不可约表示只有 n个，说明有的表示可约，有些相互等价（j

与 2n+ 1− j 对应等价表示）.

定理 4.1 (Frobenius定理). 有限群G的不可约表示D(j)(G)关于H < G的分导表示D(j)(H)可以约化，其不

可约表示 D(k)(H)的重数，等于 D(k)(H)关于 G的诱导表示 D(k)′(G)包含 D(j)(G)的重数.

证明. 略.
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5 不可约张量算符

5.1 Wigner-Eckart定理

定态波函数是 Hamilton量的本征函数

Hψµ(x) = Eψµ(x), µ = 1, 2, · · ·m (61)

这 m个本征函数架设起群 G的一个不变子空间，称 G是 H 的对称群. 对 R ∈ G，PR 作用在函数基上仍为

空间内的一个函数

PRψµ(x) = ψµ(R
−1x) =

m∑
ν=1

ψν(x)Dνµ(R) (62)

Dνµ 便是对称群 G的一个m维表示. 任选一组函数基可得表示矩阵 D(R)，若函数基是正交归一的，表示矩

阵为幺正的. 可以对表示矩阵进行约化 X−1D(R)X =
⊕
j

ajD
j(R), aj =

1

|G|
∑
R∈G

χ(j)∗(R)χ(R).

设旧基为 ψα，新基 ϕjaµ，其中 j标记不可约表示，a = 1, . . . , aj 标记重数，µ = 1, . . . ,mj 标记表示内的

行. 基变换为
ϕjaµ =

∑
α

ψαXα,jaµ, ψα =
∑
j,a,µ

ϕjaµ(X
−1)jaµ,α. (63)

表示矩阵在此基下成为直和：(X−1D(R)X)jaµ,j′a′ν = δjj′δaa′D(j)
µν (R). 于是

PRϕ
j
aµ =

∑
α

(PRψα)Xα,jaµ =
∑
α,β

ψβDβα(R)Xα,jaµ

=
∑

j′,a′,ν

ϕj
′

a′ν

∑
α,β

(X−1)j′a′ν,βDβα(R)Xα,jaµ

=
∑
ν

ϕjaνD
(j)
νµ (R),

(64)

即 ϕjaµ 从属于 D(j) 的第 µ行.

定理 5.1 (Wigner-Eckart定理). 设 ϕiµ 从属于 D(i)(G)第 µ行，ψj
ν 从属于 D(j)(G)第 ν 行，则

⟨ϕiµ|ψj
ν⟩ = δijδµν⟨ϕi∥ψi⟩, (65)

其中约化矩阵元 ⟨ϕi∥ψi⟩与行指标 µ无关.

证明. 一方面 ⟨ϕiµ|PR |ψj
ν⟩ =

∑
ρ

⟨ϕiµ|ψj
ρ⟩D(j)

ρν (R)；另一方面利用幺正性 ⟨ϕiµ|PR |ψj
ν⟩ = (P †

R |ϕiµ⟩)† |ψj
ν⟩ =∑

ρ

D(i)
µρ(R)⟨ϕiρ|ψj

ν⟩. 令 Xµν = ⟨ϕiµ|ψj
ν⟩，则 XD(j) = D(i)X，由 Schur定理即得 X = δijλI .

这个定理在量子力学中很重要. 其一，它给出了选择定则，即 i ̸= j时 ⟨ϕiµ|ψj
ν⟩ = 0. 其二，因为跃迁矩阵

元与行数无关，我们可以把m2 次运算简化到 1次.

5.2 不可约张量算符

量子力学中，我们经常计算的还有 ⟨ϕiµ|M |ψj
ν⟩. 计算

PR[L
k
ρ(x)ψ

j
µ(x)] = PRL

k
ρ(x)P

−1
R PRψ

j
µ(x)

=
∑
λ

Lk
λ(x)D

k
λρ(R)

∑
τ

ψj
τ (x)D

j
τµ(R)

=
∑
λτ

Lk
λ(x)ψ

j
τ (x)

[
Dk(R)⊗Dj(R)

]
λτ,ρµ

(66)
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可见 Lk
ρ(x)ψ

j
µ(x)不属于某个不等价不可约表示. 我们希望Dk(R)⊗Dj(R) ∼=

⊕
J

aJD
J，并设变换矩阵为 C.

则
PR[L

k
ρ(x)ψ

j
µ(x)] =

∑
λτ

Lk
λ(x)ψ

j
τ (x)[C

kj(Ckj)−1Dk ⊗DjCkj(Ckj)−1]λτ,ρµ

=
∑
λτ

Lk
λ(x)ψ

j
τ (x)

∑
JMM ′r

Ckj
λτ,JMrD

J
MM ′(R)(Ckj)−1

JM ′r,ρµ

=
∑

JMM ′r

[∑
λτ

Lk
λ(x)ψ

j
τ (x)C

kj
λτ,JMr

]
DJ

MM ′(R)(Ckj)−1
JM ′r,ρµ

(67)

令

F J
Mr(x) =

∑
λτ

Lk
λ(x)ψ

j
τ (x)C

kj
λτ,JMr (68)

则

PRF
J
Mr(x) =

∑
M ′

F J
M ′r(x)D

J
M ′M (R) (69)

且

Lk
ρ(x)ψ

j
µ(x) =

∑
JMr

F J
Mr(x)(C

kj)−1
JMr,ρµ (70)

则
⟨ϕiν |Lk

ρ |ψj
µ⟩ =

∑
JMr

⟨ϕiν |F J
Mr⟩(Ckj)−1

JMr,ρµ

=
∑
r

⟨ϕi∥Lk∥ψj⟩r(Ckj)−1
iνr,ρµ.

(71)

5.3 不可约标准基

正则表示可以约化为 D(G) ∼=
⊕
j

mjD
(j)(G)，表示空间有非平庸的不变子空间，则可以找到基底

{ϕjµr : j = 1, · · · gc;µ, r = 1, · · ·m} (72)

为表示空间的不可约基. 有

sϕjµr =

mj∑
ν=1

ϕjνrD
(j)
νµ (s)

ϕjµrg =

mj∑
i=1

D
(j)′

ri (g)ϕjµi

(73)

可以证明 D(j)′ 构成群 G的表示，且与 D(j) 等价. 可以找到 ϕjµr 的线性组合 ψj
µν =

∑
r

Xνrϕ
j
µr 满足

sψj
µν =

mj∑
ρ=1

ψj
ρνD

(j)
ρµ (s)

ψj
µνs =

mj∑
ρ=1

D(j)
νρ (s)ψ

j
µρ

(74)

称为不可约标准基. 若 D(j)(G)为不可约表示，则可以选择不可约标准基为

ψj
µν =

mj

|G|
∑
s∈G

sDj
νµ(s

−1) (75)
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特别地，若 D(j)(G)为幺正表示，则 ψ̄j
µν =

mj

|G|
∑
s∈G

sD(j)∗
νµ (s). 验证如下

tψj
µν =

mj

|G|
∑
s∈G

tsD(j)
νµ (s

−1)

=
mj

|G|
∑
s,ρ

tsD(j)
νρ [(ts)

−1]D(j)
ρµ (t)

=
∑
ρ

ψj
νρD

(j)
ρµ (t)

(76)

ψj
µνt =

mj

|G|
∑
s∈G

D(j)
νµ (s

−1)st

=
mj

|G|
∑
s,ρ

D(j)
νρ (t)D

(j)
ρµ [(st)

−1]st

=
∑
ρ

D(j)
νρ (t)ψ

j
ρµ

(77)

不可约标准基满足传递关系（矩阵单位性质）

ψi
µνψ

j
ρσ = δijδνρψ

i
µσ, (78)

并且在群代数自然内积下满足正交关系

⟨ψi
µν , ψ

j
ρσ⟩ =

|G|
mi

δijδµρδνσ. (79)

5.4 CG系数与投影算符方法

直积表示 D(α) ⊗D(β) 一般可约，可分解为不可约表示的直和：

D(α)(g)⊗D(β)(g) ∼=
⊕
γ

aγαβD
(γ)(g), (80)

其中 aγαβ =
1

|G|
∑
g

χ(α)(g)χ(β)(g)χ(γ)∗(g)为重数. 相应的幺正相似变换矩阵 C 的矩阵元称为 Clebsch–Gor-

dan (CG)系数：
⟨αm1, β m2|γM r⟩, (81)

其中 r = 1, . . . , aγαβ 标记重复表示的指标. 这些系数满足幺正性（正交归一与完备性）∑
m1,m2

⟨αm1, βm2|γMr⟩⟨αm1, βm2|γ′M ′r′⟩∗ = δγγ′δMM ′δrr′∑
γ,M,r

⟨αm1, βm2|γMr⟩⟨αm′
1, βm

′
2|γMr⟩∗ = δm1m′

1
δm2m′

2

(82)

CG系数是直积基与不可约基之间的变换系数，即

|γM r⟩ =
∑

m1,m2

|αm1⟩ ⊗ |β m2⟩⟨αm1, βm2|γMr⟩ (83)

为了系统地构造不可约基，引入投影算符. 对于不可约表示 D(j)，定义群代数上的算子

P (j)
µν =

mj

|G|
∑
g∈G

D(j)∗
νµ (g) g (84)

它们满足幂等关系与正交关系

P (j)
µν P

(k)
ρσ = δjkδνρP

(j)
µσ (85)

以及单位元分解 e =
∑
j

∑
µ

P (j)
µµ .
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将 P (j)
µν 作用于任意群空间向量可将其投影到按 D(j) 变换的不可约子空间上. 具体而言

• P (j)
µµ 投影到第 µ行分量；

• 若已有 |ψ(j)
µ ⟩，则 P (j)

νµ |ψ(j)
µ ⟩给出同一不可约子空间内行指标为 ν 的态.

在群代数本身，P (j)
µν 正是不可约标准基

ψ(j)
µν =

mj

|G|
∑
g

D(j)∗
νµ (g) g = P (j)

µν . (86)

利用投影算符可以方便地构造直积表示的 CG基. 从任意“种子”向量出发，反复作用 P (j)
µν 即可生成整

个不可约基；计算不同 r的 CG系数则可通过对角化投影算符在简并子空间上的矩阵得到.

例 5.1 (S3中的 CG系数). S3的二维表示 E的直积 E ⊗E约化为 A1 ⊕A2 ⊕E. 取 E的一组正交基 {|1⟩, |2⟩}，
投影算符 P (A1) =

1

6

∑
g

χ(A1)∗(g)g 作用在 |1⟩|1⟩上可选出全对称态. 类似可得到 A2 和 E 的 CG基，对应的

CG系数可通过正交归一条件确定.

6 物理应用

6.1 选择定则与跃迁矩阵元

由Wigner–Eckart定理，跃迁矩阵元
⟨ψf |O(k)

ρ |ψi⟩ (87)

当且仅当 D(f) 包含在 D(k) ⊗D(i) 的分解中时才可能不为零，即 afki > 0. 这给出了光谱、散射等过程中的对
称性选择定则. 矩阵元的大小由约化矩阵元与 CG系数共同决定，对不同初末态的强度比可由纯群论预言.

6.2 分子振动与简正坐标

以水分子 H2O（C2v 群）为例. 9个笛卡尔位移坐标 xi, yi, zi 的特征标由原子在对称操作下的置换与方

向变换给出：

χ(E) = 9, χ(C2) = −1, χ(σxz) = 3, χ(σyz) = 1. (88)

约化得 Γall = 3A1 ⊕A2 ⊕ 3B1 ⊕ 2B2. 减去平动（A1 ⊕B1 ⊕B2）和转动（A2 ⊕B1 ⊕B2），得到振动模式对

称性：

Γvib = 2A1 ⊕B2. (89)

投影算符 P (A1) 和 P (B2) 作用在笛卡尔位移上可构造出对称匹配的简正坐标，例如对称伸缩和弯曲模式属于

A1，反对称伸缩属于 B2. 红外活性由模式是否属于 x, y, z 同种表示决定（A1, B1, B2 红外活性），拉曼活性

则由极化率张量表示决定.

6.3 晶体场分裂

自由离子 d轨道（角动量 l = 2）在八面体场 Oh 群下分裂. l = 2球谐函数在旋转 R(ϕ)下的特征标为

χ(l=2)(ϕ) =
sin(5ϕ/2)

sin(ϕ/2)
. (90)

利用 Oh 群各类的特征标，将 D(2) 表示约化：

D(2) ∼= Eg ⊕ T2g. (91)
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因此五重简并的 d能级分裂为二重简并的 eg 和三重简并的 t2g，这正是配位场理论的基础. 投影算符方法可
进一步给出具体的 d轨道线性组合（如 dz2 , dx2−y2 属于 eg）.
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