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1 命题逻辑的基本概念

定义 1.1. 简单来说，命题就是非真即假的陈述句。

•“塞浦路斯是一个发达国家”——这是一个命题，且是一个真命题；
•“鄂毕河在北美洲”——这是一个命题，且是一个假命题；
•“世界上存在鬼神”——这也是一个命题，虽然不知道它的真假，但它要么是真的，要么是假的，不可
能既真又假；

•“这难道不合理吗？”——这不是一个命题，因为它是一个反问句，只表达主观认识，没有做出客观判断；
•“明天可能会下雨”——这不是一个命题，因为它含混不清，没有做出判断；
•“什么是电势差？”——这不是一个命题，因为它是一个疑问句；
•“请坐”——这不是一个命题，因为它是一个祈使句，只表达一种要求。

定义 1.2. 命题非真即假，因此命题具有真值：真命题的真值为真（T），假命题的真值为假（F）。

定义 1.3. 像 x > 2这样的结构，其真假由 x的取值决定，不是命题，我们称之为命题变元。我们用 A,B 等

大写字母表示任意命题，这时 A,B也是命题变元。我们可以赋给命题变元真值，对它作一个指派，或说给它

一个解释，这时它就变作命题。

定义 1.4. 有些命题不可再分割，比如“鸽子是鸟”分割成“鸽子”“是”“鸟”，就失去了意义，不再是命题。
这类命题称为简单命题。又如“美国的首都是华盛顿而英国的首都是伦敦”可以分割为“美国的首都是华盛

顿”和“英国的首都是伦敦”。这类命题称为复杂命题。

定义 1.5. 像“非”、“且”、“或”、“但”这样把简单命题联结成为复杂命题的词称为逻辑联结词。

逻辑联结词有以下五个：

定义 1.6. ¬的作用类似于日常生活中的“非”等。¬A读作“非 A”。

例如，“缅甸不在北美洲”可以写作：¬(缅甸在北美洲)。

定义 1.7. ∧的作用类似于日常生活中的“且”等。A ∧ B 读作 A与 B 的合取，当且仅当 A与 B 都为真时

A ∧B 为真。

定义 1.8. ∨的作用类似于日常生活中的“或”等。A ∨ B 读作 A与 B 的析取，当且仅当 A与 B 都为假时

A ∨B 为假。

例如，“小明喜欢吃米饭或馒头”可以写作：(小明喜欢吃米饭)∨ (小明喜欢吃馒头)。在日常生活中，“或”

通常不允许两种情况同时发生，这在逻辑上被称为异或，表达如下：A ∨B ≡ ¬(A ∧B)。
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定义 1.9. →的作用类似于日常生活中的“若⋯⋯则⋯⋯”、“如果⋯⋯那么⋯⋯”等。A → B 中，A称作前

提，B 称作结论，这类复杂命题称为假言命题。A → B 读作“如果 A那么 B”，只有 A为真而 B 为假时，

A → B 才为假。

例如，“没有共产党就没有新中国”可以写作：(没有共产党) → ¬(没有新中国)。在日常生活中，类似

“如果 1 + 1 = 3那么美国的首都是华盛顿”这样的表达很怪异。前提为假的假言命题好像没有什么意义，但

在命题逻辑中，我们令其为真，来保证诸如“空集是任何集合的子集”这种论断的合理性。

定义 1.10. ↔的作用类似于日常生活中的“当且仅当”。只有 A与 B 的真值相同时，A ↔ B 才为真。

例如，“犯罪必定且只能是违反刑法的行为”可以写成：(该行为是犯罪) ↔ (该行为违反刑法)。

定义 1.11. 首先，单个命题变元 A是命题公式；其次，若 A是命题公式，则 ¬A是命题公式；接着，若 A,B

是命题公式，则 A ∧ B,A ∨ B,A → B,A ↔ B 也是命题公式；有限次应用以上操作所得到的含有命题变元、

逻辑联结词和括号的结构是命题公式。命题公式并不是命题，并不具有真值。但给其中所有命题变元作指派

后，命题公式便有了真值。通过构造真值表，我们可以知道命题公式的真值情况。

定义 1.12. 有些命题公式，无论对其中的命题变元作何指派，命题公式总为真，这类命题公式称为重言式或
永真式；还有些命题公式，无论对其中的命题变元作何指派，命题公式总为假，这类命题公式称为矛盾式或

永假式。最常见的例子，A ∨ (¬A)就是重言式，A ∧ (¬A)就是矛盾式。

定义 1.13. 若 A → B 是重言式，则称 A重言蕴含 B，记作 A ⇒ B。

现将重要的重言蕴含式整理如下：

• 排除法：(¬A) ∧ (A ∨B) ⇒ B

• A ∧B ⇒ A

• 反证法推理：((¬B) ∧ (A → B)) ⇒ ¬A
• 三段论：(A → B) ∧ (B → C) ⇒ (A → C)

定义 1.14. 若 A ↔ B 是重言式，则称 A等值于 B，记作 A ⇔ B。

现将重要的等值式整理如下：

• 双重否定律：¬¬A ⇔ A

• 结合律：(A ∧B) ∧ C ⇔ A ∧ (B ∧ C)，(A ∨B) ∨ C ⇔ A ∨ (B ∨ C)

• 交换律：A ∧B ⇔ B ∧A，A ∨B ⇔ B ∨A

• 分配律：A ∧ (B ∨ C) ⇔ (A ∧B) ∨ (A ∧ C)，A ∨ (B ∧ C) ⇔ (A ∨B) ∧ (A ∨ C)

• 反演律（德摩根律）：¬(A ∧B) ⇔ (¬A) ∨ (¬B)，¬(A ∨B) ⇔ (¬A) ∧ (¬B)

定义 1.15. 称 A是 B 的

• 充分条件，若 A ⇒ B；

• 必要条件，若 A ⇐ B；

• 充分必要条件，如果 A ⇔ B。

2 一阶谓词逻辑

命题逻辑只研究命题本身，而不研究命题的内容，这就造成很大的局限性。例如，A : 3 ∈ Z，B : 3 ∈ R，
在数学上 A可以推出 B，然而在命题逻辑中，我们是无法断言 A → B 的。因此，我们需要肢解命题，引入

谓词逻辑。
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定义 2.1. 命题中被描述的对象称为个体词。

定义 2.2. 像“苹果”这样确定的个体词称作个体常项；像 x这样不确定的个体词称作个体变元，个体变元的

取值范围称作论域。

定义 2.3. 命题中描述个体的性质以及个体之间关系的成分称为谓词。谓词也分为谓词常项和谓词变元。

如“苹果是水果”中的“是水果”可以记作 IsFruit(苹果)，这里 IsFruit(x)就是一元谓词。“0在 1和 2之
间”可以记作 Between(0, 1, 2)，其中 Between(x1, x2, x3)就是三元谓词。n元谓词一般写作 P (x1, x2, . . . , xn)

的形式，其中 x1, x2, . . . , xn为个体变元，谓词本身不具有真值，只有代入具体的个体常项后，形成的命题才

具有真值。所以，谓词实际上是从个体到真值的映射，其定义域为 Dn，值域为 {0, 1}。
考虑这样一个命题：“他的父亲是个英雄”。我们当然可以用谓词 IsHero(x)表示“x是个英雄”，然后把

个体常项 a：他的父亲代入，即 IsHero(a)。但我们还想凸显“他的父亲”与“他”的关系，怎么办？我们引
入函项的定义。

定义 2.4. 函项是从个体到个体的映射，n元函项的定义域为 Dn，值域为 D。

如果我们引入函项 Father :他 7→他的父亲，那么上面那个命题就能写成：IsHero(Father(him))。

定义 2.5. 对个体数量起约束作用的词称为量词，量词有全称量词 ∀和特称量词 ∃。

定义 2.6. 全称量词 ∀表示“对所有个体都有”，相当于自然语言中的“所有”、“全部”、“任意”。命题 ∀xP (x)读

作：对论域中的所有个体 x都有 P (x)成立。若论域D = {1, 2, . . . , n}，则 ∀xP (x) ⇔ P (1)∧P (2)∧· · ·∧P (n)。

定义 2.7. 特称量词 ∃表示“存在个体使得”，相当于自然语言中的“存在”、“有的”。∃xP (x)为真表示：论域

中存在至少一个个体 x使得 P (x)成立。若论域 D = {1, 2, . . . , n}，则 ∃xP (x) ⇔ P (1) ∨ P (2) ∨ · · · ∨ P (n)。

定义 2.8. ∀x 和 ∃x 中的 x 称为指导变元，仅是一个符号，用于表记量词对哪个变元有作用，不视为变元。

∀xP (x)和 ∃xP (x)中的变元 x受量词约束，称为约束变元。P (x)中的变元 x不受量词约束，称为自由变元。

有时，个体变元既以自由变元身份出现，又以约束变元身份出现，比如：∃x(P (x, y) → Q(x, z))∨R(a, v)。

我们不希望这样，于是我们考虑变元易名。几种不同的易名方案：

1. ∃t(P (t, y) → Q(t, z)) ∨R(a, v)，正确；

2. ∃y(P (y, y) → Q(y, z)) ∨R(a, v)，错误，因为 y变成了约束变元；

3. ∃v(P (v, y) → Q(v, z)) ∨R(a, v)，错误，因为 v原来自由。

定义 2.9. 设 P 是谓词常项，论域 D已确定，那么谓词公式 P (x)的真假与 x的取值有关，称之为命题函数。

例如 ex > x，这不是个命题，而是个命题函数；但当我代入个体常项 1得到命题 e1 > 1，或用量词约束

x得到命题 ∀x(ex > x)或 ∃x(ex > x)，其真假就可以确定了。

定义 2.10. • 个体常量为项；
• 个体变元为项；
• 假设 f 是 n元函词，t1, t2, . . . , tn 是项，则 f(t1, t2, . . . , tn)也为项。

定义 2.11. 命题变元和命题常量为原子公式；若 P 是 n元谓词，t1, t2, . . . , tn 是项，则 P (t1, t2, . . . , tn)也为

原子公式。

定义 2.12. • 原子公式是谓词公式；
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• 若 A是谓词公式，那么 ¬A是谓词公式；
• 若 A,B 是谓词公式，那么 A ∧B,A ∨B,A → B,A ↔ B 也是谓词公式；

• 若 A是谓词公式，x是个体变元，那么 ∀xA和 ∃xA也是谓词公式。

谓词公式的解释比命题公式复杂得多，具体如下：

1. 指定一个论域 D；

2. 对 A中出现的每一个 n元函词，指定一个 D上的 n元函数常项；

3. 对 A中出现的每一个 n元谓词，指定一个 D上的 n元谓词常项；

4. 对 A中出现的每一个自由个体变元，指定 D中的一个个体常项；

5. 对 A中出现的每一个命题变元，指派一个真值 1或 0。

例如，∀x∀y(P (f(x+ y), y)) → B，B为命题变元，v为自由个体变元。首先指定论域D = {3, 2}，然后指定

函项 f : x, y 7→ x+ y，谓词 P (x, y) =

1 x > y

0 x ≤ y
，然后取 v = 2，B = 1，这样才能够求出谓词公式的真值。

定义 2.13. • 若谓词公式在任一解释下都为真，则称其为普遍有效公式；
• 若谓词公式在某个解释下为真，在某个解释下为假，则称其为仅可满足公式；
• 若谓词公式在任一解释下都为假，则称其为不可满足公式。

定义 2.14. 给定两个谓词公式 α和 β，在任何解释下，若 α → β为真，则称 α蕴含 β；若 α和 β在任一解释

下真值相同，称 α等值于 β。

重要的量词等值式：

• ¬∀xα(x) ⇔ ∃x(¬α(x))
• ¬∃xα(x) ⇔ ∀x(¬α(x))
• ∀x(α(x) ∧ β) ⇔ ∀xα(x) ∧ β

• ∃x(α(x) ∧ β) ⇔ ∃xα(x) ∧ β

• ∀x(α(x) ∨ β) ⇔ ∀xα(x) ∨ β

• ∃x(α(x) ∨ β) ⇔ ∃xα(x) ∨ β

3 ZFC集合论公理体系

定义 3.1. 朴素地说，集合就是“包含着一堆东西的东西”。若某个对象 a包含在集合 A中，则称 a是 A的元

素，或者称 a属于 A，记作 a ∈ A；否则，称 a不属于 A，记作 a /∈ A。在集合论中，集合与元素是相对的，

一个对象可以同时为集合和元素。

在集合论诞生之初的很长一段时间内，人们曾理所当然地认为有以下一条原理：

概括公理 (Cantor)：任给一条公式 P，都存在一个以所有满足 P 的对象为元素的集合。

我们考虑公式 P : x /∈ x，根据概括公理，存在集合 D = {x | x /∈ x}。那么，是否有 D ∈ D？如果 D ∈ D，

则D满足 P，于是D /∈ D；如果没有，则D满足 P，于是D ∈ D。这就是著名的罗素悖论！于是，概括公

理是错的，“理所当然”的事情是靠不住的。我们需要通过一组公理，使集合论严谨化。

下面我们来介绍由德国数学家策梅洛建立，经德国学者弗伦克尔和挪威数学家斯科朗改进逐步形成的

ZFC公理系统以及由它衍生而来的数学概念的解释。
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公理 3.1 (存在集合). 存在集合。

公理 3.2 (外延公理). 两个集合相等，当且仅当：任给一个对象，若它属于其中一个集合，则它必然属于另一
个集合。

(A = B) ⇔ (∀a(a ∈ A ↔ a ∈ B))

这条公理说明了，集合完全由其元素决定，与其它任何东西无关，元素是集合的实质内容。

定义 3.2. 若 A中的元素都包含在 B中，则称 A是 B的子集，记作 A ⊆ B；若 A ⊆ B且 A 6= B，则称 A是

B 的真子集，记作 A ⊂ B。

子集的基本性质：

1. A ⊆ A；

2. 若 A ⊆ B 且 B ⊆ C，则 A ⊆ C；

3. 若 A ⊆ B 且 B ⊆ A，则 A = B。

公理 3.3 (分离公理). 给定一个集合 A和公式 P (x)，可以构造集合 B = {x ∈ A | P (x)}。

性质本来是一个看不见摸不着的东西，现在，我们可以用某个集合来代表某条性质，这就使性质实例化、

具体化了。例如，“能被 2整除”这一性质可以用集合 {n ∈ Z | (2 | n)}来表示。同时，在构造集合时，我们
把新集合的元素限制在已知集合的范围之内，这就规避了过大集合的出现。根据公理 0，存在集合 A，通过

公理 2，我们能构造出以下集合：
∅ := {x ∈ A | x 6= x}

满足 x 6= x的对象实际上不存在，故∅不包含任何元素。令B为不同于A的集合，构造∅′ := {x ∈ B | x 6= x}，
则 (x ∈ ∅) ⇔ (x ∈ ∅′)恒成立，因此 ∅ = ∅′，即空集是唯一的。

定义 3.3. 上述构造过程所构造出的 ∅称作空集。显然，空集是任意集合的子集。

公理 3.4 (配对公理). 任给集合 A,B，{A,B}也是集合。

定义 3.4. 利用公理 3，(a, b) := {{a}, {a, b}}称作有序对。

容易证明有序对定理：(a, b) = (c, d)当且仅当 a = c且 b = d。

公理 3.5 (并集公理). 任给集合 A，
∪
A := {x | ∃B ∈ A(x ∈ B)}也是集合。

定义 3.5. 笛卡尔积 A×B := {(a, b) | a ∈ A ∧ b ∈ B}。

笛卡尔积是数学中又一个重要的概念，例如，平面直角坐标系就是 R× R。

定义 3.6. 集合 A到 B 的二元关系 R是 A×B 的一个特殊子集。若 (x, y) ∈ R，则称 x与 y有关系 R。

这个定义实际上是公理 2的应用，把 A×B上所有满足关系 R的元素抽取出来，做成一个集合。例如实

数集上的 <，我们可以构造 P = {(m,n) ∈ R× R | m < n}。如果 (m,n) ∈ P，那么m,n ∈ R且m < n，于

是 P 很好地刻画了实数集上的 <。

定义 3.7. 等价关系 ∼是二元关系，满足：
1. 自反性：a ∼ a；

2. 对称性：(a ∼ b) ⇒ (b ∼ a)；
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3. 传递性：若 a ∼ b且 b ∼ c，则 a ∼ c。

定义 3.8. 偏序关系 ≤是二元关系，满足：
1. 自反性：a ≤ a；

2. 反对称性：若 a ≤ b且 b ≤ a，则 a = b；

3. 传递性：若 a ≤ b且 b ≤ c，则 a ≤ c。

若集合 A上能定义序关系，则称 A是偏序集。

定义 3.9. 设 f ⊆ A×B 满足：∀x ∈ A，存在唯一的 y ∈ B 使得 (x, y) ∈ f，则称 f 是从 A到 B 的一个映射，

记作 f : A → B, x 7→ y。其中 A称作映射的定义域，B 称作映射的陪域，C = {y ∈ B | ∃x ∈ A(f(x) = y)}
称作映射的值域。

定义 3.10. 若 C 是 A的子集，集合 {y ∈ B | ∃x ∈ C(y = f(x))}称作 C 在 f 下的像；若 D是 B 的子集，集

合 {x ∈ A | ∃y ∈ D(y = f(x))}称作 D在 f 下的原像。像就是 C 能映射到的区域，原像就是能映射到 D的

区域。

定义 3.11. 设映射 f : A → B，若满足：

1. A中能映射到 B 中同一元素的元素是唯一的，则称 f 为单射；

2. 目标域与值域相等，则称 f 为满射；

3. 既满又单，则称 f 为双射。

定义 3.12. 公理 4所构造的集合
∪
A称作 A的并集。

定义 3.13. A的交集是指
∩
A := {a | ∀B ∈ A(a ∈ B)}。

定义 3.14. 有限个集合的并集是指 A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An :=
∪
{A1, A2, . . . , An}；有限个集合的交集是指 A1 ∩

A2 ∩ · · · ∩ An :=
∩
{A1, A2, . . . , An}；B 在 A中的补集是指 A \ B := {x | x ∈ A ∧ x /∈ B}。集合的交、并、

补运算的运算法则：

• 交换律：A ∪B = B ∪A，A ∩B = B ∩A；

• 结合律：(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)，(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)；

• 分配律：A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)，A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)；

• 德摩根律：A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C)，A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C)。

公理 3.6 (幂集公理). 任给集合 A，P(A) := {a | a ⊆ A}也是集合。

公理 3.7 (无穷公理). 存在集合 A，使得：∅ ∈ A，且若 a ∈ A，则 a ∪ {a} ∈ A。

公理 3.8 (替换公理). 映射的像是集合。

公理 3.9 (正则公理). 对于任意非空集合 A，存在 x ∈ A使得 x ∩A = ∅。

该公理等价于：对于任意非空集合 A，存在 y ∈ A使得 y中的元素完全不同于 A中的元素。从它可以衍

生出以下定理，从而排除罗素悖论：

定理：不存在以自身为元素的集合。

证明：假设 A ∈ A，由公理 3，{A}也是集合，且非空。由交集定义可知 {A} ∩ A = A，于是对

于非空集合 {A}，不存在 x ∈ {A}使得 x ∩ {A} = ∅，矛盾！
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公理 3.10 (选择公理). 对于任意集合 A，若 A中的任意两元素都不相交，则存在公式 P，使得 A的任意元

素中满足 P 的元素是唯一的。也就是说，假设有任意多互不相交的集合，可以从每个集合中挑选唯一一个元

素，组成一个新集合。

该公理有何实际作用？假设有任意多双鞋子，鞋子散乱一地，分不清哪些鞋属于同一双。要建立一个集

合使其恰好包含每双鞋中的其中一只，这可行吗？可行！因为鞋子分左右，我们只要把所有左鞋挑出来就行

了。但如果是散乱一地的袜子，袜子不分左右，我们难以实践，因此，我们不得不依赖选择公理来断言其可

行性。

以上九条公理，构成了 ZFC公理体系，整理如下：
0. 集合存在
• 第一组：

1. 外延公理
• 第二组：断言某种集合的存在性

2. 分离公理
3. 配对公理
4. 并集公理
5. 幂集公理
6. 无穷公理
7. 替换公理
8. 正则公理

• 第三组：
9. 选择公理
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