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1 环的定义与基本性质

定义 1.1 (环). 设 R是一个非空集合，配备两个二元运算：加法 +和乘法 ·. 称 (R,+, ·)为环，若满足：
(1) (R,+)是阿贝尔群，单位元记为 0，a的加法逆元记为 −a；
(2) 乘法结合律：(ab)c = a(bc)对所有 a, b, c ∈ R成立；且存在乘法单位元 1 ∈ R使得 1a = a1 = a对

所有 a ∈ R成立；

(3) 分配律：(a+ b)c = ac+ bc且 c(a+ b) = ca+ cb对所有 a, b, c ∈ R成立.
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本书中默认所有环均为交换环（即 ab = ba总成立）且含幺（1 6= 0通常假设，但零环例外）. 非交换环
会特别指出.

例 1.1. 1. 整数环 Z是最典型的交换含幺环. 加法与乘法为通常意义.
2. 有理数域 Q、实数域 R、复数域 C均为域，因而也是环.
3. 高斯整数环 Z[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z}，其中 i2 = −1. 它是复数域 C的子环.
4. 多项式环 R[x]：系数取自环 R的所有形式多项式.
5. 矩阵环Mn(R)（n ≥ 2）是非交换环，因为矩阵乘法不交换.
6. 函数环：给定集合 X 和环 R，所有映射 X → R在逐点加法和乘法下构成环.
7. 零环 {0}：唯一的环使得 1 = 0.
8. 循环环 Z/nZ：模 n的剩余类环，是有限交换环.

定理 1.1 (基本恒等式). 在任意环 R中，对任意 a, b ∈ R，下列等式成立：

1. 0 · a = a · 0 = 0；

2. (−a)b = a(−b) = −(ab)；

3. (−a)(−b) = ab；

4. a(b− c) = ab− ac且 (a− b)c = ac− bc.

证明. (1)因为 0 = 0+0，所以 0 ·a = (0+0)a = 0a+0a. 在加法群中两边同时加上−0a，得到 0 = 0a. 右
乘同理. (2)计算 ab+ (−a)b = (a+ (−a))b = 0 · b = 0，所以 (−a)b是 ab的加法逆元，即 (−a)b = −(ab).
同理 a(−b) = −(ab). (3) 由 (2) 两次：(−a)(−b) = −(a(−b)) = −(−(ab)) = ab. (4) 由 (2) 和分配律：
a(b− c) = a(b+ (−c)) = ab+ a(−c) = ab− ac. 左乘同理.

定理 1.2. 若环 R中 1 = 0，则 R是零环.

证明. 对任意 a ∈ R，a = 1 · a = 0 · a = 0.

定义 1.2 (子环). 设 S ⊆ R. 称 S 为 R的子环，若 S 对加法、减法和乘法封闭，且 1 ∈ S.

上述定义采用“子环与原环共享单位元”的约定. 若只要求 S对加、减、乘封闭，则有些教材称之为

非含幺子环. 例如 2Z在后一约定下是 Z的子环，在本文约定下则不是.

例 1.2. Z是 Q的子环；Z[i]是 C的子环；R[x]是 C[x]的子环；常数多项式构成 R[x]的子环；2Z不是子
环，因为不包含 1；Z[

√
2] = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Z}是 R的子环.

定义 1.3 (单位). 元素 u ∈ R称为单位，若存在 v ∈ R使得 uv = vu = 1. 全体单位构成群 R×.

单位的逆元是唯一的：若 uv = uw = 1，则

v = v(uw) = (vu)w = w.

若 u, v都是单位，则 uv也是单位且 (uv)−1 = v−1u−1；在交换环中这就是 u−1v−1. 因此 R×的确在乘法

下构成群.

定义 1.4 (零因子). 非零元素 a ∈ R称为零因子，若存在非零 b ∈ R使 ab = 0. 单位不可能是零因子，因
为若 ab = 0且 a可逆，则 b = a−1(ab) = 0.

例 1.3. Z× = {±1}；对域 F，F× = F \{0}；Z[i]× = {±1,±i}；若R是整环，则R[x]× = R×；Mn(R)
× =

GLn(R)；在 Z[
√
2]中，1 +

√
2是单位（单位群无限）.

这里“若 R是整环，则 R[x]× = R×”可详细说明如下. 设 f, g ∈ R[x]且 fg = 1. 因为 R无零因子，

非零多项式满足 deg(fg) = deg f + deg g，所以两者次数都为 0，即都是常数；它们作为多项式互逆，等

价于作为 R中的元素互逆. 若 R有幂零元，该结论一般不成立，例如在 (Z/4Z)[x]中 (1 + 2x)2 = 1.

2



2 理想与商环

定义 2.1 (理想). 设 I ⊆ R非空. 称 I 为理想，若 I 是加法子群，且对任意 r ∈ R，a ∈ I，有 ra ∈ I . 等价
地，I 对任意有限线性组合

∑
rkak 封闭.

例 2.1. Z的所有理想为 nZ；域 F 只有 (0)和 (1)；F [x]中所有理想均为主理想 (f)；在 Z[x]中，(2, x)不

是主理想；零理想 (0)和单位理想 (1) = R是平凡的；在 Z[i]中，(1 + i)是素理想.

定义 2.2 (生成理想). 由 a1, . . . , an 生成的理想为 (a1, . . . , an) = {
∑
riai | ri ∈ R}. 主理想 (a) = Ra.

这是包含 a1, . . . , an 的最小理想. 事实上，右端显然是理想并包含各 ai（在第 i项取系数 1，其余取

0）；任何包含所有 ai 的理想都对有限线性组合封闭，因而必包含右端.

定理 2.1 (商环构造). 设 I 是理想. 在加法商群 R/I 上定义乘法 (a+ I)(b+ I) = ab+ I，则 R/I 是环，自

然映射 π : R→ R/I 是满同态，核为 I .

证明. 首先验证乘法与代表元无关. 若 a+ I = a′ + I、b+ I = b′ + I，则 a− a′, b− b′ ∈ I，并且

ab− a′b′ = (a− a′)b+ a′(b− b′) ∈ I,

所以 ab+ I = a′b′ + I . 环的结合律、交换律和分配律都由 R中对应的等式传到陪集；0 + I 和 1 + I 分别

是加法、乘法单位元.
自然映射 π(a) = a+ I 满足 π(a+ b) = π(a) + π(b)、π(ab) = π(a)π(b)且 π(1) = 1+ I，故为环同态.

每个陪集都是某个 a的像，所以它满射；又

a ∈ kerπ ⇐⇒ a+ I = I ⇐⇒ a ∈ I,

因而 kerπ = I .

例 2.2. Z/nZ是模 n剩余类环；F [x]/(f)在 f 不可约时是域扩张；Z[i]/(2+i) ∼= Z/5Z；R[x]/(x2+1) ∼= C.

以高斯整数的例子为例，定义

φ : Z[i] −→ Z/5Z, φ(a+ bi) = a− 2b (mod 5).

因为 (−2)2 ≡ −1 (mod 5)，这个映射保持乘法；它显然满射，并且 2 + i在核中. 反之，若 a − 2b ≡ 0

(mod 5)，写 a = 2b+ 5k，则

a+ bi = b(2 + i) + 5k = b(2 + i) + k(2 + i)(2− i) ∈ (2 + i).

所以 kerφ = (2 + i)，第一同构定理给出所述同构.

3 环同态与同构定理

定义 3.1 (环同态). 映射 φ : R→ R′称为同态，若 φ(a+ b) = φ(a) + φ(b)，φ(ab) = φ(a)φ(b)，φ(1) = 1′.
核 kerφ = {a | φ(a) = 0}，像 imφ.

环同态自动满足 φ(0) = 0 和 φ(−a) = −φ(a)：前者由 φ(0) = φ(0) + φ(0) 消去一项得到，后者

由 0 = φ(a − a) = φ(a) + φ(−a) 得到. 于是核是理想：它对减法封闭，而且若 a ∈ kerφ、r ∈ R，则

φ(ra) = φ(r)φ(a) = 0. 像则是 R′ 的子环.

定理 3.1 (第一同构定理). R/ kerφ ∼= imφ.

证明. 定义 φ̄(a+kerφ) = φ(a). 若 a+kerφ = b+kerφ，则 a−b ∈ kerφ，所以 0 = φ(a−b) = φ(a)−φ(b)，
故定义良好. 它保持加法、乘法和单位元，因为这些运算都由代表元计算.

映射的值按定义都在 imφ中，且像中的每个元素 φ(a)都等于 φ̄(a+kerφ)，故满射. 若 φ̄(a+kerφ) =

0，则 a ∈ kerφ，从而 a+ kerφ是零陪集，故单射. 因此它是所需同构.
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定理 3.2 (第二同构定理). 若 A子环，I 理想，则 (A+ I)/I ∼= A/(A ∩ I).

证明. 先注意 A+ I = {a+ i | a ∈ A, i ∈ I}是 R的子环，而 I 是 A+ I 的理想. 定义 φ : A→ (A+ I)/I，

a 7→ a + I . 任意陪集可写成 (a + i) + I = a + I，故 φ满射；并且 φ(a) = I 当且仅当 a ∈ I，所以核为

A ∩ I . 应用第一同构定理即得结论.

定理 3.3 (第三同构定理). 若 I ⊆ J 理想，则 (R/I)/(J/I) ∼= R/J .

证明. 定义 ψ : R/I → R/J，a+ I 7→ a+ J . 若 a+ I = b+ I，则 a− b ∈ I ⊆ J，故 a+ J = b+ J，所以

映射良定义. 它显然是满环同态，而

kerψ = {a+ I | a ∈ J} = J/I.

第一同构定理给出 (R/I)/(J/I) ∼= R/J .

定理 3.4 (对应定理). 设 I ◁ R. R/I 的理想与包含 I 的 R的理想一一对应：

J 7−→ J/I, a 7−→ π−1(a).

此对应保持包含关系，并保持“素”和“极大”这两个性质.

证明. 若 I ⊆ J，则 J/I 对陪集加减和被 R/I 中元素乘封闭，故为理想. 反之，同态下理想的原像总是理
想，且 I = kerπ包含在 π−1(a)中. 直接计算 π−1(J/I) = J 以及 π(π−1(a)) = a，说明二者互逆. 包含关
系也由定义立即保持. 最后使用

(R/I)/(J/I) ∼= R/J

以及“商为整环等价于理想为素、商为域等价于理想极大”，即可得到最后一句.

4 素理想与极大理想

定义 4.1 (素理想). 真理想 P 称为素理想，若 ab ∈ P ⇒ a ∈ P 或 b ∈ P . 等价地，R/P 是整环.

等价性的证明如下. 若 P 为素理想，且 (a+ P )(b+ P ) = P，则 ab ∈ P，从而 a ∈ P 或 b ∈ P，即一

个因子为零陪集，所以 R/P 无零因子. 反之，若 R/P 是整环且 ab ∈ P，则 (a+P )(b+P ) = P，无零因

子性给出 a+ P = P 或 b+ P = P .

定义 4.2 (极大理想). 真理想M 称为极大理想，若不存在理想 I 使M ⊊ I ⊊ R. 等价地，R/M 是域.

对极大理想的等价刻画也可直接证明. R/M 的理想由对应定理恰好对应于夹在M 与 R之间的理想.
因此M 极大当且仅当 R/M 只有零理想与单位理想；对非零交换环，这又等价于 R/M 是域.

定理 4.1. 极大理想必为素理想.

证明. 若M 极大，则 R/M 是域，而域必为整环. 因此 R/M 是整环，再由素理想的商环刻画可知M 是

素理想.

定理 4.2. 域 F 的理想只有 (0)和 (1). 反之，若非零交换环只有这两个理想，则它是域.

证明. 若 F 是域且 I 6= (0)，取 0 6= a ∈ I . 因为 a−1a = 1 ∈ I，故 I = F . 所以域只有 (0)和 (1).
反之，设非零交换环 R只有这两个理想. 对任意 0 6= a ∈ R，主理想 (a)非零，只能等于 (1) = R. 因

此 1 ∈ (a)，即存在 b ∈ R使 ab = 1. 每个非零元都可逆，故 R是域.

定理 4.3 (Zorn引理). 每个真理想都包含于某个极大理想中.
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证明. 设给定真理想为 I0，考虑偏序集

S = {J ◁ R | I0 ⊆ J ⊊ R},

按包含关系排序. 它非空，因为 I0 ∈ S . 若 C ⊆ S 是一条链，令 U =
∪

J∈C J . 对 a, b ∈ U，存在 J,K ∈ C
分别包含它们；由链性，不妨 J ⊆ K，于是 a− b ∈ K ⊆ U，且对 r ∈ R有 ra ∈ J ⊆ U，所以 U 是理想.
若 U = R，则 1 ∈ U，从而对某个 J ∈ C 有 1 ∈ J，这与 J 为真理想矛盾. 因此 U ∈ S，且它是该链的上
界.

Zorn引理于是保证 S 有极大元M . 若M ⊊ J ⊊ R，则 J ∈ S，与M 在 S 中极大矛盾，故M 是 R

的极大理想，并包含 I0.

例 4.1. 在 Z中素理想为 (0)以及 (p)（p为整数素数），其中非零素理想都是极大理想；在 F [x]中素理想

为 (0)以及 (f)（f 不可约），其中非零素理想也都是极大理想；在 Z[x]中 (x)是素理想但不是极大理想

（Z[x]/(x) ∼= Z是整环非域）；在 Z[i]中 (1 + i)是极大理想，因为 Z[i]/(1 + i) ∼= F2.

5 整环与分式域

定义 5.1 (整环). 非零交换环 R称为整环，若 ab = 0 ⇒ a = 0或 b = 0（无零因子）.

例 5.1. 整环：Z，Z[i]，任意域 F，F [x]. 非整环：Z/6Z（2 · 3 = 0），Mn(R)（n ≥ 2）.

定理 5.1 (分式域构造). 每个整环 R都可嵌入到一个域 Frac(R)中.

证明. 在 S = R× (R \ {0})上定义

(a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ ad = bc.

自反性和对称性显然. 若 (a, b) ∼ (c, d)且 (c, d) ∼ (e, f)，则 ad = bc、cf = de. 于是 adf = bcf = bde，消

去非零的 d得 af = be，所以关系具有传递性. 这里正是使用了整环中的消去律.
记 (a, b)的等价类为 a/b，并定义

a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd
,

a

b

c

d
=
ac

bd
.

分母 bd非零. 说明加法良定义的一种直接算法是：若 a/b = a′/b′、c/d = c′/d′，则 ab′ = a′b、cd′ = c′d，

从而

(ad+ bc)b′d′ = a′bdd′ + bb′c′d = (a′d′ + b′c′)bd,

其中中间只是分别代入 ab′ = a′b与 cd′ = c′d；整理即得两种代表元算出的和等价. 乘法同理：acb′d′ =
a′c′bd.

逐项计算可验证环公理. 零元为 0/1，单位元为 1/1，且 −(a/b) = (−a)/b. 若 a/b 6= 0，则 a 6= 0，并

且
a

b

b

a
= 1,

所以每个非零元都有逆元；所得环是域.
最后定义 ι : R → Frac(R)，a 7→ a/1. 它保持环运算. 若 a/1 = 0/1，则 a = 0，故 ι为单射，我们因

而可把 R看成这个域的子环.

例 5.2. Frac(Z) = Q，Frac(F [x]) = F (x)，Frac(Z[i]) = Q(i).

6 整除、不可约元与素元

设 R为整环.
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定义 6.1 (整除与相伴). a | b ⇐⇒ ∃c, b = ac. a, b相伴 ⇐⇒ a | b且 b | a ⇐⇒ a = ub，u为单位.

相伴确实是等价关系. 尤其，若 a | b且 b | a，写 b = ac、a = bd，则 a = acd. 由于 a 6= 0且 R为整

环，可消去 a得到 cd = 1，故 c是单位并且 b = ca. 反向蕴含显然. 分解理论中的“唯一”必须允许交换
因子次序并把因子替换为相伴元，否则连 6 = 2 · 3 = (−2) · (−3)都会被误判为不唯一.

定义 6.2 (不可约元与素元). 非零非单位 a称为不可约，若 a = bc ⇒ b或 c为单位. 非零非单位 p称为素

元，若 p | ab⇒ p | a或 p | b.

定理 6.1. 素元必为不可约元.

证明. 设素元 p = ab. 由 p | ab，有 p | a或 p | b. 不妨设 p | a，于是 a = pc. 代入 p = ab得 p = pcb. 因为
p 6= 0且 R是整环，可消去 p，得到 1 = cb，所以 b是单位. 这正说明 p不可约.

定理 6.2. 不可约元不一定素. 反例：在 Z[
√
−5]中，2不可约但不素.

证明. 令 N(a+ b
√
−5) = a2 + 5b2. 它取非负整数值且满足 N(αβ) = N(α)N(β). 若 2 = αβ 且 α, β 都不

是单位，则 N(α), N(β) > 1且乘积为 N(2) = 4，只能二者都等于 2. 但方程 a2 + 5b2 = 2无整数解：若

b = 0则 a2 = 2，若 b 6= 0则左端至少为 5. 矛盾. 因此至少一个因子范数为 1；范数为 1的元素恰为 ±1，

所以 2不可约.
另一方面，

(1 +
√
−5)(1−

√
−5) = 6 = 2 · 3,

故 2整除该乘积. 若 2 | 1 +
√
−5，则商应为 1

2 + 1
2

√
−5，不在 Z[

√
−5]中；对 1−

√
−5同理. 因此 2不是

素元.

例 6.1. 在 Z[
√
−6]中，2和 3是不可约但不素. 范数 N(a+ b

√
−6) = a2 + 6b2不取值 2或 3，所以与上面

相同的范数论证说明 2, 3不可约；而 2 · 3 = −(
√
−6)2，但 2 ∤

√
−6且 3 ∤

√
−6，故它们不为素元.

7 唯一分解整环（UFD）

定义 7.1 (UFD). 整环 R称为 UFD，若每个非零非单位可分解为不可约元的有限乘积，且分解在相伴意义
下唯一.

定理 7.1 (UFD的等价判据). 整环 R是 UFD，当且仅当满足以下两条：
1. 每个非零非单位都能写成有限个不可约元的乘积（称 R为原子整环）；

2. 每个不可约元都是素元.

证明. 若 R是 UFD，第一条包含在定义中. 为证第二条，设不可约元 p整除 ab. 把 a, b分解成不可约元；

于是 ab的分解含有 p. 由唯一性，p必与 a或 b的分解中的某个因子相伴，因此 p | a或 p | b，故 p为素元.
反之，分解的存在性由第一条保证. 设

a = p1 · · · pr = q1 · · · qs

是两个不可约分解. 由于 p1 是素元且整除右端，它整除某个 qj . qj 不可约，所以 p1 与 qj 相伴. 调整次序
并吸收单位后可消去这一对因子. 对因子个数归纳，得到 r = s，并且两组因子在重排后逐项相伴，故分

解唯一.

命题 7.2 (ACCP保证分解存在). 若整环 R满足主理想升链条件（ACCP）：每条链 (a1) ⊆ (a2) ⊆ · · · 最终
稳定，则 R是原子整环.
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证明. 反设某个非零非单位 a0 不能分解为有限个不可约元. 它本身就不可能不可约，故 a0 = a1b1，其

中 a1, b1 都不是单位. 至少一个因子仍不能分解，否则 a0 也能分解；不妨取为 a1. 因为 a0 = a1b1，有

(a0) ⊆ (a1)；若二者相等，则 a1 = a0c = a1b1c，消去 a1得到 b1c = 1，与 b1非单位矛盾. 因此 (a0) ⊊ (a1).
重复此过程得到严格上升的主理想链，与 ACCP矛盾.

注意：ACCP是保证原子性的一个常用充分条件. UFD必满足 ACCP，但一般讨论整环时，不应在没
有说明的情况下把“分解存在”直接写成“升链条件”的同义词.

例 7.1. Z，F [x]，Z[i]，Z[x]是 UFD. Z[
√
−5]，Z[

√
−6]不是 UFD.

8 主理想整环（PID）

定义 8.1 (PID). 每个理想都是主理想的整环.

定理 8.1. PID是 UFD.

证明. 先证分解存在. 若 (a1) ⊆ (a2) ⊆ · · · 是一条主理想升链，则 I =
∪

n(an)是理想：任取两个元素，它

们最终同属某个 (aN )，因而对减法封闭；对环中元素的乘法封闭也显然. 由于 R是 PID，写 I = (b). 生
成元 b属于这个并集，所以存在 N 使 b ∈ (aN )，即 (b) ⊆ (aN ). 另一方面 (aN ) ⊆ I = (b)，故 (aN ) = I，

之后链保持不变. 因此 R满足 ACCP，由上一命题知每个非零非单位都有不可约分解.
再证不可约元为素元. 设 p不可约且 p | ab. 由 PID性质，(p, a) = (d). 因为 p ∈ (d)，有 d | p；不可约

性说明 d要么是单位，要么与 p相伴. 若 d为单位，则 (p, a) = R，所以存在 r, s ∈ R使 rp+ sa = 1. 乘
以 b得

rbp+ sab = b.

左边两项都被 p整除（第二项使用 p | ab），故 p | b. 若 d与 p相伴，则 (p, a) = (p)，于是 a ∈ (p)，即

p | a. 所以不可约元都是素元，UFD的等价判据完成证明.

定理 8.2 (PID中理想与整除的关系). 在 PID中：(a) ⊆ (b) ⇐⇒ b | a；(a) = (b) ⇐⇒ a, b相伴；素理想

恰由不可约元生成，且为极大理想.

证明. 若 (a) ⊆ (b)，则 a ∈ (b)，故 a = bc，即 b | a；反之若 a = bc，任意 ra = rbc 都在 (b) 中，故

(a) ⊆ (b). 于是 (a) = (b)当且仅当 a | b且 b | a，这在整环中等价于 a, b相伴.
若 p不可约，由 PID是 UFD可知 p是素元，所以 (p)是素理想. 若 (p) ⊆ (a) ⊊ R，则 a | p且 a非单

位；不可约性迫使 a与 p相伴，所以 (a) = (p)，说明 (p)极大. 反之，任一非零素理想写成 (p)；若 p = ab，

则 ab ∈ (p)，素性给出 a ∈ (p)或 b ∈ (p). 例如 a = pc，代回并消去 p得 bc = 1，所以 b是单位，故 p不可

约. 应注意零理想在任何整环中都是素理想，但通常不是极大理想；因此“素理想恰由不可约元生成”需
理解为“非零素理想”.

例 8.1. Z，F [x]，Z[i]，Z[
√
−2]是 PID.非 PID的 UFD：Z[x].

9 欧几里得整环（ED）

定义 9.1 (ED). 整环 R存在范数 σ : R \ {0} → N，使对任意 a, b，a 6= 0，存在 q, r使 b = aq + r，r = 0

或 σ(r) < σ(a).

定理 9.1. ED是 PID.
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证明. 零理想由 0 生成. 设 I 6= (0)，则集合 {σ(x) | x ∈ I, x 6= 0} ⊆ N 非空，由良序性有最小元；取
0 6= a ∈ I 达到此最小值. 显然 (a) ⊆ I . 对任意 b ∈ I，欧几里得除法给出 b = aq + r，其中 r = 0 或

σ(r) < σ(a). 又 r = b− aq ∈ I . 若 r 6= 0，这与 a的选择矛盾，故 r = 0，从而 b ∈ (a). 因此 I ⊆ (a)，最

终 I = (a).

例 9.1. 1. Z：σ(n) = |n|.
2. 域上多项式环 F [x]：σ(f) = deg f .
3. 高斯整数Z[i]：σ(a+bi) = a2+b2. 证明：对 α, β 6= 0，α/β = x+yi，取 q = m+ni使 |x−m|, |y−n| ≤

1/2，则 N(α− βq) ≤ 1
2 |β|

2 < |β|2.
4. Z[

√
−2]：σ(a+ b

√
−2) = a2 + 2b2.

5. 艾森斯坦整数环 Z[ω]，ω = e2πi/3，范数 N(a+ bω) = a2 − ab+ b2.

前两项就是熟悉的带余除法：整数中取最接近 b/a的整数商，余数的绝对值小于 |a|；F [x]中用首项
相消，余式次数小于除式次数. 第 (4)项也可直接验证. 把

α

β
= x+ y

√
−2 (x, y ∈ Q)

的两个系数分别舍入到最近整数m,n，令 q = m+ n
√
−2. 则

N

(
α

β
− q

)
= (x−m)2 + 2(y − n)2 ≤ 1

4
+

1

2
=

3

4
< 1,

所以 N(α − βq) < N(β). 艾森斯坦整数情形则利用三角格. 复平面中每个点距某个艾森斯坦整数至多
1/
√
3，故余数范数至多 N(β)/3 < N(β). 这些估计给出了真正的欧几里得除法，而不只是写出一个乘法

范数.
从上述定理可得包含链 ED ⊂ PID ⊂ UFD ⊂ 整环. 后两个包含不可逆可由初等例子看出. Z[x] 是

UFD 但不是 PID：若 (2, x) = (f)，则 f | 2 且 f | x. 次数公式迫使 f 为常数，且它在 Z 中整除 2；若

f = ±1则理想是全环，但 1 /∈ (2, x)（令 x = 0后会得到偶数等于 1）；若 f = ±2，则 x /∈ (f)，均矛盾.
Z[
√
−5]是整环但不是 UFD，因为

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5)

给出两组彼此不相伴的不可约分解. ED严格包含于 PID的证明更深；一个标准例子是 Z[(1 +
√
−19)/2]，

它是 PID，但不存在欧几里得函数. 这一非欧几里得性不能只由“范数除法失败”推出，故此处不把它当
作初等结论展开证明.

10 高斯整数环的算术

定义 10.1 (高斯整数). Z[i] = {a+ bi | a, b ∈ Z}，范数 N(a+ bi) = a2 + b2.

定理 10.1. Z[i]是欧几里得整环（从而 PID和 UFD）.

证明. 设α, β ∈ Z[i]且 β 6= 0. 在复数中写α/β = x+yi. 分别取最接近 x, y的整数m,n，使 |x−m|, |y−n| ≤
1/2，并令 q = m+ ni、r = α− βq. 则 α = βq + r，而范数的乘法性给出

N(r) = N(β)N(α/β − q) = N(β)
(
(x−m)2 + (y − n)2

)
≤ 1

2
N(β) < N(β).

因此 N 满足欧几里得除法条件，Z[i]是 ED；前面的一般定理随即给出 PID和 UFD性质.

定理 10.2 (高斯素数分类). 整数素数 p在 Z[i]中的行为：
1. p = 2：2 = (1 + i)(1− i)，1 + i是高斯素数.
2. p ≡ 1 (mod 4)：p = ππ̄，π是高斯素数. 例如 5 = (2 + i)(2− i).
3. p ≡ 3 (mod 4)：p仍是高斯素数. 例如 3, 7, 11.
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证明. 当 p = 2时，2 = (1 + i)(1− i) = −i(1 + i)2，而 N(1 + i) = 2是整数素数，所以 1 + i不可约，因

而在 PID中为素元.
设 p ≡ 3 (mod 4). 若 p = αβ 且两因子都非单位，则

p2 = N(p) = N(α)N(β).

两个范数都是大于 1的整数，只能都等于 p. 于是存在整数 a, b使 a2 + b2 = p. 但平方模 4只可能是 0或

1，两个平方之和不可能同余 3 (mod 4)，矛盾. 因此 p不可约，并因本环是 PID而为素元.
最后设 p ≡ 1 (mod 4). 由 Euler判别准则，(−1)(p−1)/2 = 1，所以 −1是模 p的二次剩余；存在整数

t使 t2 ≡ −1 (mod p). 在商环 Z[i]/(p)中，

(t+ i)(t− i) = t2 + 1 = 0,

而两个因子都不是零陪集（其 i系数为 ±1，不被 p整除）. 因此 (p)不是素理想，p不是素元. PID中不
可约元必为素元，所以 p可约，写 p = πρ，两因子非单位. 范数等式再次迫使 N(π) = N(ρ) = p. 共轭给
出 p = ππ̄，至多相差一个单位，这就是所述分解.

推论 (两平方和定理). 正整数 n可表示为两平方和当且仅当在 n的素因子分解中，每个 3 (mod 4)的素

因子指数为偶数.

证明. 若 n = a2 + b2 = N(a+ bi)，在 Z[i]中分解 a+ bi. 对每个 q ≡ 3 (mod 4)，上一定理说明整数 q本

身是高斯素元，并且 N(q) = q2. 因此它对 N(a+ bi) = n的贡献指数必为偶数，证明必要性.
反之，设

n = 2e
∏

p≡1(4)

pep
∏

q≡3(4)

q2fq .

已知 2 = N(1 + i)；对每个 p ≡ 1 (mod 4)，上一定理给出 p = N(πp)；而 q2fq = N(qfq ). 范数具有乘法
性，故

n = N

(
(1 + i)e

∏
p

πep
p

∏
q

qfq

)
.

把括号内元素写成 a+ bi，便得到 n = a2 + b2.

例 10.1. 45 = 32 · 5，3指数为 2（偶数），45 = 62 + 32. 21 = 3 · 7不能表示.

例 10.2. 在 Z[i]中，a2 + b2 = c2等价于 (a+ bi)(a− bi) = c2. 先设三元组本原，即 gcd(a, b, c) = 1，并交

换 a, b使 b为偶数. 此时 a为奇数，且 a+ bi与 a− bi的公因子只能整除它们的和 2a与差 2bi；本原性和

奇偶性说明它们在高斯整数中互素. 乘积是平方，而环是 UFD，所以每个因子本身在相伴意义下为平方.
吸收单位后写

a+ bi = (m+ ni)2 = (m2 − n2) + 2mni.

因此 a = m2 − n2、b = 2mn、c = m2 + n2，其中m > n > 0、gcd(m,n) = 1且m,n奇偶相反. 一般三
元组再乘公因子 d，得到 a = d(m2 − n2)、b = 2dmn、c = d(m2 + n2)（也允许交换 a, b）.

11 多项式环的构造与性质

11.1 形式多项式、次数与除法

定义 11.1 (形式多项式). 设 R为环. 一个形式多项式是无限序列 (a0, a1, a2, . . . )，其中 ai ∈ R且只有有限

多个非零. 通常记作 f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n，x为未定元. 所有这样的序列构成集合 R[x].

定义 11.2 (多项式运算). 在R[x]上定义加法 (ai)+(bi) = (ai+bi)，乘法 fg = (ck)其中 ck =
∑

i+j=k aibj .
R[x]在这些运算下成为环.
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乘积系数中的和是有限和：固定 k 后只有 k + 1对非负整数 (i, j)满足 i + j = k. 而且若 ai = 0对

i > m成立、bj = 0对 j > n成立，则 ck = 0对 k > m+ n成立，所以乘积仍是形式多项式. 结合律可由
有限和换序直接验证：

((fg)h)n =
∑

i+j+k=n

(aibj)ck =
∑

i+j+k=n

ai(bjck) = (f(gh))n.

常数序列 (1, 0, . . . )是乘法单位元，分配律逐项成立. 因此 R[x]确为环.

定义 11.3 (多项式的度). 对非零 f(x) = anx
n + · · · + a0 且 an 6= 0，deg f = n. 零多项式度未定义. 若

an = 1，称 f 为首一多项式.

命题 11.1 (次数公式). 若 R是整环且 f, g ∈ R[x]非零，则

deg(fg) = deg f + deg g.

特别地，若 R是整环，则 R[x]也是整环.

证明. 设 f、g 的首项分别为 amx
m、bnxn. 乘积中次数超过 m + n的项显然为零，而 xm+n 的系数只有

ambn. 因为 am, bn 6= 0且 R无零因子，ambn 6= 0，故次数恰为m+ n. 若 fg = 0，则非零的 f, g会与次

数公式矛盾，因此至少一个为零.

定理 11.2 (代入原理). 设φ : R→ R′是环同态，α ∈ R′. 则存在唯一的环同态Φ: R[x] → R′，使得Φ|R = φ

且 Φ(x) = α. 事实上 Φ(
∑
aix

i) =
∑
φ(ai)α

i. 对多变量也有同样的结论.

证明. 若这样的同态存在，则对每个 i有 Φ(aix
i) = φ(ai)Φ(x)

i = φ(ai)α
i，再由加法性可知它只能由题

中公式给出，所以唯一性成立.
反过来，用该公式定义 Φ. 有限和保证定义有意义，而且

Φ(f + g) =
∑
i

φ(ai + bi)α
i = Φ(f) + Φ(g), Φ(1) = φ(1) = 1.

对乘法，若 f =
∑

i aix
i、g =

∑
j bjx

j，则

Φ(fg) = Φ

∑
i,j

aibjx
i+j

 =
∑
i,j

φ(aibj)α
i+j =

(∑
i

φ(ai)α
i

)∑
j

φ(bj)α
j

 = Φ(f)Φ(g).

最后，常数多项式 a被送到 φ(a)，而 x被送到 α，所以所有要求均满足.

推论. 存在环同构 R[x, y] ∼= R[x][y].

证明. 把 R[x, y]理解为关于两个形式未定元的多项式环. 映射∑
i,j

aijx
iyj 7−→

∑
j

(∑
i

aijx
i

)
yj

逐系数给出双射，并保持加法、乘法和单位元，故为环同构.

定理 11.3 (多项式除法). 若 R是整环，f, g ∈ R[x]，且 f 的首项系数是单位（例如 f 首一），则存在唯一

的 q, r ∈ R[x]使得 g = fq + r，且 r = 0或 deg r < deg f .

证明. 记 m = deg f，并对 deg g 归纳. 若 g = 0或 deg g < m，取 q = 0, r = g 即可. 否则设 g 的首项为

axn，f 的首项为 bxm. 由于 b是单位，

g1 = g − (ab−1xn−m)f

的 xn 项恰好抵消，故 g1 = 0或 deg g1 < n. 由归纳假设，g1 = fq1 + r，其中 r = 0或 deg r < m. 于是

g = f
(
q1 + ab−1xn−m

)
+ r,

证明了存在性.
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为证唯一性，若 g = fq + r = fq′ + r′，则 f(q − q′) = r′ − r. 若 q 6= q′，因为 f 的首项系数是单

位，f(q − q′)的最高次项系数不为零，所以 deg(f(q − q′)) ≥ m；但右端为零或次数小于m，矛盾. 因此
q = q′，继而 r = r′.

例 11.1. 取 R = R，R′ = C，φ为嵌入，α = i. 则 Φ: R[x] → C的核为 (x2 + 1)，故 R[x]/(x2 + 1) ∼= C.
这是用多项式环构造复数域的代数方法.

核的断言可由除法算法具体看出. 任取 f ∈ R[x]，除以首一多项式 x2+1，得 f = (x2+1)q+(ax+b).
代入 x = i后 f(i) = ai+b. 由于 a, b ∈ R，这等于零当且仅当 a = b = 0，故 f ∈ kerΦ当且仅当 (x2+1) | f .

11.2 本原多项式与高斯引理

定义 11.4 (本原多项式). f ∈ Z[x]称为本原多项式，若其所有系数的最大公因数为 1.

定理 11.4 (高斯引理). 两个本原整系数多项式的乘积仍为本原多项式.

证明. 设 f, g本原，h = fg. 若 h不本原，则所有系数有大于 1的公因子，从而存在素数 p整除 h的每个

系数. 把系数模 p，得到 h̄ = 0. 由于 f 本原，不可能每个系数都被 p整除，所以 f̄ 6= 0；同理 ḡ 6= 0. 但
h̄ = f̄ ḡ，这与 Fp[x]是整环矛盾. 因此 h本原.

推论. 若本原多项式 f ∈ Z[x]在 Q[x]中可约，则它在 Z[x]中也可约.

证明. 设 f = GH，其中 G,H ∈ Q[x]都有正次数. 清除分母并除去系数的最大公因数，可写成

G = rG0, H = sH0, r, s ∈ Q×, G0,H0 ∈ Z[x],

其中 G0,H0 都是本原多项式. 于是 f = rsG0H0. 高斯引理说明 G0H0 本原. 把 rs写成既约分数m/n. 由
于 f 的系数都是整数，n整除 G0H0 的每个系数，本原性迫使 n = 1；又因为 f 本原，必有 |m| = 1. 所
以 rs = ±1，从而 f = (±G0)H0 是 Z[x]中的非常数分解.

定理 11.5. 若 R是 UFD，则 R[x]是 UFD.特别地，Z[x]和 F [x1, . . . , xn]都是 UFD.

证明. 设 F = Frac(R). 因为R是 UFD，可以把多项式各系数的公共不可约因子按最小指数提出；所得系
数的最大公因子只在相伴意义下唯一，称为多项式的内容，记作 c(f). 于是可写 f = c(f)f0，其中 f0 本

原. 与整数情形相同的逐素元模约化论证给出

c(fg) ∼ c(f)c(g),

其中 ∼表示相伴.
域上的多项式环 F [x]是 ED，因而是 UFD.把本原多项式 f0 在 F [x]中分解为不可约因子. 对每个因

子清除分母并提出内容，再利用上述内容公式，可以在乘以适当单位后把分解移回 R[x]，而且所得本原

因子在 R[x]中不可约. 常数部分 c(f)已能在 UFD R中唯一分解. 因此 f 在 R[x]中存在不可约分解.
若 f 在 R[x]中有两种不可约分解，把它们放入 F [x]后，由 F [x]的唯一分解性可逐项配对. 内容公

式保证，从 F [x]中的相伴关系回到 R[x]中的本原因子时只差 R的单位；常数部分则由 R的唯一分解性

处理. 故两种分解在 R[x]中也只差次序与单位.

11.3 艾森斯坦判别法

定理 11.6 (艾森斯坦判别法). 设 f(x) = anx
n+· · ·+a0 ∈ Z[x]. 若存在素数 p，使得 p ∤ an，p | an−1, . . . , a0，

而且 p2 ∤ a0，则 f 在 Q[x]中不可约.
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证明. 先除去 f 的内容不会破坏题设中关于 p的条件，因此可设 f 本原. 反设 f = gh在 Q[x]中有非常数

分解. 由高斯引理，可取 g, h ∈ Z[x]，且 deg g, deg h > 0. 模 p后有

ḡh̄ = f̄ = ānx
n.

因为 p ∤ an，右端非零，所以 ḡ, h̄都非零. 在 Fp[x]中，x是素元，而右端的不可约因子只有 x，故

ḡ = uxr, h̄ = vxs

对某些 u, v ∈ F×
p 以及 r, s > 0成立. 这里 r, s > 0，是因为 g, h在整数中都有正次数，而且它们的首项系

数都不能被 p整除，否则首项系数之积 an 也会被 p整除.
因此 g与 h的常数项都被 p整除. f 的常数项是这两个常数项的乘积，所以 p2 | a0，与假设矛盾.

例 11.2. 对素数 p，分圆多项式Φp(x) = xp−1+· · ·+x+1不可约. 令 x = y+1，则 (y+1)p−1 = yΦp(y+1)，

展开可得

Φp(y + 1) = yp−1 +

(
p

1

)
yp−2 + · · ·+

(
p

p− 2

)
y + p.

中间各项的系数都被 p整除，常数项为 p，却不被 p2 整除，因此艾森斯坦判别法说明 Φp(y + 1)不可约.
平移变量不改变可约性，故 Φp(x)也不可约.

例 11.3. 多项式 xn − p可取素数 p应用判别法；x4 + 10x2 + 10和 x3 + 2x+ 2都可取 p = 2. 后二者的首
项系数是奇数，其余系数均为偶数，而常数项不能被 4整除，所以都在 Q[x]中不可约.

12 二次域中的代数整数

定义 12.1 (代数整数). α ∈ C称为代数整数，若它是某个首一整系数多项式的根.

定理 12.1 (二次域整数环). 设 d无平方因子，F = Q(
√
d). 则 F 的代数整数环为

OF =

Z[
√
d], d ≡ 2, 3 (mod 4),

Z
[
1+

√
d

2

]
, d ≡ 1 (mod 4).

证明. 任取 α = x+ y
√
d ∈ F，其中 x, y ∈ Q. 其共轭为 ᾱ = x− y

√
d，迹与范数分别为

Tr(α) = 2x, N(α) = x2 − dy2.

若 α是代数整数，则共轭 ᾱ也是代数整数，因而它们的和与积也是代数整数；这两个数又是有理数，而

有理代数整数只能是整数，所以 2x ∈ Z且 x2 − dy2 ∈ Z. 反之，若这两者是整数，则 α是首一多项式

T 2 − 2xT + (x2 − dy2) ∈ Z[T ]

的根，故为代数整数.
写 m = 2x. 由 y ∈ Q、d无平方因子以及 m2 − 4dy2 ∈ 4Z可知 k = 2y ∈ Z：若把 2y 写成既约分数

r/s，则 s2 | d，平方自由性迫使 s = 1. 因此条件化为

m, k ∈ Z, m2 − dk2 ≡ 0 (mod 4), α =
m+ k

√
d

2
.

平方模 4 只有 0, 1. 若 d ≡ 2 或 3 (mod 4)，上述同余迫使 m, k 都为偶数，于是 α ∈ Z[
√
d]. 若 d ≡ 1

(mod 4)，同余条件等价于m, k同奇偶：两者偶时仍在 Z[
√
d]中；两者奇时可写

α =
m− k

2
+ k

1 +
√
d

2
,

所以恰好得到 Z[(1 +
√
d)/2]. 反向包含可由各生成元满足首一整系数方程并且代数整数对加法、乘法封

闭得到.

例 12.1. d = −1：O = Z[i]. d = −3：O = Z[ 1+
√
−3

2 ]（艾森斯坦整数环）. d = 5：O = Z[ 1+
√
5

2 ]（黄金比

环）. d = −2：O = Z[
√
−2].
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例 12.2. 在 Z[ω]，ω = e2πi/3，范数 N(a+ bω) = a2 − ab+ b2. 素数 p可表示为 x2 + xy + y2（x, y整数）

当且仅当 p = 3或 p ≡ 1 (mod 3). 这由艾森斯坦整数环的素数分类给出，类似于高斯整数情形.

13 理想分解与类群

设K 为二次域，R = OK 为其整数环. 元素分解可能不唯一，但 R是 Dedekind整环，非零理想总能
唯一分解为素理想之积. 理想分解正是修复元素分解失败的工具.

定义 13.1 (理想乘积). AB = {
∑
akbk | ak ∈ A, bk ∈ B}，即包含所有乘积的最小理想.

定义 13.2 (理想范数与分式理想). 非零整理想 A ⊆ R的范数定义为

N(A) = |R/A|.

分式理想是形如 λA的 R-子模，其中 λ ∈ K×、A为非零整理想. 非零分式理想在乘法下构成群；逆理想
记为

A−1 = {x ∈ K | xA ⊆ R}.

二次整数环作为自由阿贝尔群秩为 2，所以非零理想A是有限指数子格，N(A)确为正整数. 若A ⊆ B，

则 N(A) = N(B)|B/A|，故真包含会严格增大范数.

定理 13.1 (二次整数环是 Dedekind整环). R = OK 是 Noether整环、整闭，并且每个非零素理想都是极大
理想.

证明. 由上一节，R是秩 2的自由 Z-模. 它的每个理想都是 R的 Z-子模，而 Z是 Noether环，所以这些
子模有限生成；因此 R是 Noether环. R按定义就是K 中所有代数整数，若 x ∈ K 在 R上整，则整性的

传递性说明 x在 Z上整，因而 x ∈ R，故 R整闭.
设 P 6= (0)是素理想，取 0 6= α ∈ P . 代数整数 α的范数 NK/Q(α) = αᾱ是非零整数，且属于 P . 所

以 R/P 是有限环：它是有限群 R/(NK/Q(α))的商. 由于 P 素，R/P 又是整环；有限整环是域，故 P 极

大.

定理 13.2 (Dedekind理想分解定理). 在 R中，每个非零分式理想可逆；每个非零整理想都能唯一写成

A = P e1
1 · · ·P er

r ,

其中 Pi 是互不相同的非零素理想，ei ∈ Z>0.

证明. 这里给出标准局部化证明的完整逻辑链. 对每个非零素理想 P，局部环 RP 仍是 Noether、整闭的
一维局部整环. Dedekind 局部引理断言这样的环是离散赋值环：其极大理想 PRP 由一个元素 πP 生成，

并且每个非零理想唯一形如 (πe
P ). 局部引理的证明要点是从极大理想中选取赋值最小的元素；Noether性

保证最小值存在，整闭性排除出现介于相邻幂次之间的分式元素，随后逐次除以该元素. 这个引理正是
Dedekind三个条件在证明中的用途.
因此对非零理想 A，在每个 P 处存在唯一整数 eP ≥ 0使

ARP = P ePRP .

只有有限多个 eP 非零，因为 A有有限组生成元，而一个非零元素只属于有限多个素理想（可从有限环

R/(α)的理想数有限看出）. 令 B =
∏

P P
eP . 对所有 P 局部化都有 ARP = BRP；若两个有限生成子模

在所有极大理想处局部化后相等，则它们本身相等（否则 A/B 或 B/A的非零元素会被某个极大理想检

测到），故 A = B，得到存在性.
唯一性也可逐点局部化：若

∏
P eP =

∏
P fP，在固定的 P 处局部化. 所有 Q 6= P 都变成单位理想，

只剩 P ePRP = P fPRP；离散赋值环中的幂次唯一，故 eP = fP . 对分式理想允许有限多个负指数，同一
公式给出 A−1 =

∏
P−eP，从而 AA−1 = R.
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推论 (消去律与范数公式). 若 A 6= (0)且 AB = AC，则 B = C. 并且

N(AB) = N(A)N(B), AĀ = (N(A))

对二次整数环中的非零整理想成立.

证明. 第一式左乘分式逆理想 A−1 即得 B = C. 范数乘法性可在素理想分解后逐个验证. 在离散赋值环
RP 中，P j/P j+1 是 R/P 上的一维向量空间，因此每增加一次 P 的指数，商群的大小就乘以 |R/P | =
N(P )，从而 N(P e) = N(P )e. 不同素理想的幂两两互素，中国剩余定理给出

N

(∏
i

P ei
i

)
=
∏
i

N(Pi)
ei ,

即范数乘法性.
对共轭公式，把 A分解为素理想幂. 共轭把位于同一有理素数 p上方的两个分裂素理想互换，固定

惰性素理想；在分歧情形有 P = P̄ 且 P 2 = (p). 逐个有理素数比较指数便得到 AĀ = (N(A)). 这也说明
原稿中的整数 n不是任意整数，而恰好是理想范数 N(A).

定义 13.3 (理想类). 对非零分式理想定义 A ∼ B ⇐⇒ ∃λ ∈ K×, B = λA. 等价类在理想乘法下构成阿
贝尔群 Cl(R)，称为理想类群；单位元是所有主分式理想组成的类，[A]−1 = [A−1].

定理 13.3. 主理想类为单位元. R是 UFD ⇐⇒ C 平凡.

证明. 若类群平凡，每个非零整理想都与 R等价，故形如 λR；因为它包含于 R，这正是一个主理想. 因
此 R是 PID，进而是 UFD.

反之设 R是 UFD. Dedekind整环中的每个非零素理想 P 都是极大理想. 取 0 6= a ∈ P 并把 a分解为

不可约元. 由于 P 为素理想，某个不可约因子 p属于 P，故 (p) ⊆ P . UFD中不可约元是素元，所以 (p)是

非零素理想，也即极大理想；于是 (p) = P . 每个非零理想都是这些素理想的乘积，因而都是主理想，类
群平凡. 这里从 UFD到 PID用到了 Dedekind假设；对一般环（如 Z[x]）并不成立.

定理 13.4 (Minkowski定理). 虚二次域理想类群有限.

证明. 把K 嵌入 C ∼= R2. 一个分式理想成为平面格，其基本平行四边形面积与
√

|D|及理想范数成比例.
对给定理想类的逆类选代表 A，在足够大的中心对称圆盘上应用Minkowski凸体引理，得到 0 6= α ∈ A，

使

|NK/Q(α)| ≤
2

π

√
|D|N(A).

因为 (α) ⊆ A，理想 B = (α)A−1 是整理想，并与 A−1 同类. 利用范数乘法性，

N(B) =
|NK/Q(α)|
N(A)

≤ 2

π

√
|D|.

因此每个理想类都有范数不超过该常数的整理想代表.
对每个给定正整数m，指数为m的子格只有有限多个（可用 Hermite标准形计数），所以范数有界的

理想只有有限多个. 每个类至少有一个这样的代表，故理想类群有限.

例 13.1. 这里 D = −20，Minkowski界为 2
π

√
20 ≈ 2.85，故每个理想类都有范数 1或 2的代表. 范数 1的

理想只能是 R. 令
P = (2, 1 +

√
−5).

商环中 2 = 0且
√
−5 = −1 = 1，所以R/P ∼= F2，即N(P ) = 2. 若 P = (α)，则 |NK/Q(α)| = N(P ) = 2，

这要求 a2 + 5b2 = 2，无整数解，故 P 非主. 又直接展开生成元可得 P 2 ⊆ (2)，而两边范数都为 4，所以

P 2 = (2)，即 [P ]的阶为 2. 所有类都由范数至多 2的理想表示，因此只有 [R]与 [P ]两类，Cl(R) ∼= Z/2Z.
这解释了 6 = 2 · 3 = (1 +

√
−5)(1−

√
−5)的两种元素分解：在理想层面，两边进一步分解后仍得到同一

组素理想因子.
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例 13.2. 对奇素数 p，方程 x2 + 5y2 = p有整数解当且仅当

p = 5 或 p ≡ 1, 9 (mod 20).

对 p 6= 5，右边也可写成 p ≡ 1 (mod 4)且 p ≡ ±1 (mod 5). 必要性来自对方程分别模 4和模 5；充分

性可由二次型约化得到. 用理想语言说，Legendre符号
(−5

p

)
= 1只保证 (p)在 Z[

√
−5]中分裂；要写成

x2 + 5y2，还要求分裂出的素理想属于主理想类. 类群的两个类正好解释了为什么“分裂”与“由这个主
二次型表示”不是同一条件.

例 13.3. d = −1,−2,−3类群平凡（分别为 Z[i]，Z[
√
−2]，艾森斯坦整数环，均为 ED）. d = −5：Z/2Z；

d = −6：Z/2Z；d = −14：Z/4Z；d = −23：Z/3Z；d = −47：Z/5Z.

例 13.4. 在 Z[
√
2]中，x2 − 2y2 = 1等价于N(x+ y

√
2) = 1. 基本单位 1 +

√
2的范数是 −1，所以原稿中

任意指数 n的写法会混入范数为 −1的解. 准确地说，范数为 1的所有单位为

x+ y
√
2 = ±(1 +

√
2)2k = ±(3 + 2

√
2)k, k ∈ Z.

取共轭对应于把 k换成 −k，因此也包括 y < 0的解. 单位群无限是实二次域与虚二次域的重要差异；虚
二次域的单位群总是有限的.

例 13.5. 在 Z[
√
−2]中分解

(x+
√
−2)(x−

√
−2) = y3.

先由同余可知 x, y都是奇数. 两个因子的公因子必须整除 2x和 2
√
−2；结合 x为奇数可检查它只能是单

位，所以二者互素. 该环是 UFD，乘积为立方且因子互素，故每个因子都相伴于立方. 单位只有 ±1，可

把单位吸收到立方中，写

x+
√
−2 = (a+ b

√
−2)3.

展开并比较
√
−2的系数：

b(3a2 − 2b2) = 1.

因而 b = 1且 3a2−2 = 1，即 a = ±1. 比较常数项得 x = a3−6ab2 = −5a = ±5，取范数得 y = a2+2b2 = 3.
代回可验证两组解确实成立.
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