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1 引论

1.1 等价关系，商集

非空集合 S 上的二元关系 R是 S × S 的一个子集，若 (a, b) ∈ R，则称 a与 b满足关系 R，记作 aRb；

否则，称 a与 b不满足关系R. S 上的二元关系 ∼称为等价关系，若它满足：
1. 反身性：a ∼ a；

2. 对称性：a ∼ b则 b ∼ a；

3. 传递性：a ∼ b，b ∼ c，则 a ∼ c.
∼是 S 上的等价关系，对 a ∈ S，令

a = {x ∈ S | x ∼ a}
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称为 a是 a关于 ∼的等价类，把 a称为等价类 a的一个代表. 注意，等价类的代表不是唯一的.
容易证明，a = b与 a ∼ b等价，且不相等的两个等价类的交集一定为空. 由此可知，若集合 S 上有等价

关系 ∼，则 S 可以表示为一组等价类的无交并，即：

S =
⊔
a∈S

a

∼是 S 上的等价关系，则所有等价类组成的集合称为 S 对 ∼的商集，记作 S/ ∼.
同余是极为重要的一种等价关系. 对大于 1的整数m，称整数 a与整数 b模m同余，若m | (a− b)，记

作 a ≡ b mod m. 容易验证，模 m同余是 Z上的等价关系，共有 m个等价类 i = {x ∈ Z | x ≡ i mod m}
（i = 1, 2, · · · ,m− 1），称为模m剩余类. Z对模m同余关系的商集 Zm = {0, 1, · · · ,m− 1}.

1.2 环，域，群

集合 S 上的二元运算 ◦是指映射 S × S → S, (a, b) 7→ a ◦ b.
环是一个非空集合R，其上定义了二元运算加法+和乘法 ·，且加法满足交换律、结合律、零元存在、负

元存在；乘法满足结合律；加法和乘法一起满足左分配律和右分配律.
模m同余有如下性质：若 a ≡ b mod m且 c ≡ d mod m，则 a+ b ≡ b+d mod m及 ab ≡ bd mod m.

由此，我们可以按 a + b ≜ a+ b及 a · b ≜ ab定义模 m剩余类的加法和乘法. 验证可知 Zm 对这样定义的加

法和乘法构成一个环，称为模m剩余类环. 环的零元为 0，a的负元为 −a. 此外，模m剩余类环的乘法还有

幺元 1.
环的定义不要求乘法满足交换律. 例如，n阶矩阵的集合Mn 对一般定义的矩阵加法和乘法构成环，但

矩阵乘法是不满足交换律的. 若环 R的乘法满足交换律，则称 R为交换环. 由于乘法不一定具有交换律，所
以左分配律和右分配律是互相独立的.
环的定义也不要求幺元存在. 偶数的集合 2Z对一般的加法和乘法构成环，但整数乘法的幺元是 1，显然

不在 2Z中，故 2Z无幺元. 若环有幺元，则幺元必唯一.
对有幺元 e的环 R，a ∈ R，若存在 b ∈ R使得 a · b = b · a = e，则称 a是可逆元，称 b为 a的逆元，记

作 a−1. 可以证明，逆元存在必唯一.
设环 R 的零元为 0，由环的分配律可以证明 a · 0 = 0 · a = 0. 我们熟悉的实数乘法中，若 a, b 6= 0，

则 a · b 6= 0，但在一般的环上，这一点是不一定成立的. 例如，考虑模 4 剩余类环 Z4 = {0, 1, 3, 4}，则有
2 · 2 = 2 · 2 = 4 = 0. 对 a ∈ R，若存在非零的 c ∈ R使得 a · c = 0（或 c · a = 0），则称 a为 R的左零因子

（或右零因子）. 左零因子和右零因子统称零因子. 若 R是有幺元的环，则 R的零因子不是可逆元，反之，R

的可逆元不是零因子.
设 F 是一个有幺元 e的环，若 F 中的任意一个非零元都是可逆元，则称 F 为域. 最为常见的域是数域，

如有理数域 Q，实数域 R和复数域 C.
对 Zm，若m是合数，则 Zm不是域. 这是因为，m可以分解为两较小正整数的积m1m2，m̄1和 m̄2都

非零，而 m̄1 · m̄2 = m1m2 = m = 0.
在 Zm 中，ā是可逆元当且仅当 a与m互素. 证明如下.

证明.（充分性）设 a与m互素，由 Bezout定理，存在整数 x, y使得

xa+ ym = gcd(a,m) = 1

于是在 Zm 中

1 = xa+ ym = x̄ · ā+ ȳ · m̄ = x̄ · ā
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从而 ā是可逆元.
（必要性）设 ā是可逆元，而 a与m不互素，则 gcd(a,m) = d 6= 1，存在两个整数 a1 和m1 使得

a = a1d,m = m1d

从而

am1 = a1dm1 = a1m

因此 ā · m̄1 = ā1 · m̄ = 0̄，m̄1 6= 0，故 ā是左零因子，从而不是可逆元，矛盾！

由此可见，Zm的每个元素要么是可逆元，要么是零因子，且二者不能同时成立. 这一点对数域亦成立，但
对一般的域并不成立. 例如，定义在 [−1, 1]上的连续函数的集合对函数的加法和乘法构成域，考虑 f : x 7→ x2，

则 f 既不是可逆元，也不是零因子.
对素数 p，Zp都是一个域. 这是因为，对任意比 p小的正整数 k，k与 p互素，故 k̄是可逆元. 于是 Zp的

非零元都是可逆元.
设 G是一个非空集合，在上面定义了乘法 ·，且满足结合律、幺元存在以及逆元存在，则称 G为一个群.

若乘法还满足交换律，则称 G为 Abel群.
Zm的所有可逆元的集合记作Z∗

m. Z∗
m对Zm的加法不封闭，比如对Z∗

12 = {1̄, 5̄, 7̄, 1̄1}有 1̄+5̄ = 6̄ /∈ Z∗
12.

但 Z∗
m 对 Zm 的乘法是封闭的，且对它构成一个群，称为 Zm 的单位群.

1.3 环的同构，Euler函数

若环 R到环 R′ 有双射 σ，且 σ 保持加法和乘法运算，则称 σ 是 R到 R′ 的同构映射，称 R与 R′ 是同

构的，记作 R ∼= R′.
R的可逆元对应到 R′ 的可逆元，论证如下：

a是 R的可逆元⇔存在 b ∈ R使得 a · b = e ⇔存在 b ∈ R使得 σ(a · b) = σ(e) ⇔存在 σ(b) ∈ R′ 使得

σ(a) · σ(b) = σ(e) = e′ ⇔ σ(a)是 R′ 的可逆元

作为一个应用，我们研究 Euler函数 φ(m)，它代表 {1, 2, · · · ,m}中与 m互素的整数的个数. 立刻可知
φ(m) = |Z∗

m|.
任意整数都可以唯一分解为 2r13r2 · · · prii · · · 的形式，其中 pi表示第 i个素数. 于是我们只需要研究素数

的幂的 Euler函数，再研究 φ(m)与 φ(m1)和 φ(m2)（其中m1,m2 互素，m = m1m2）的关系即可. 对前一
个问题，我们直接给出结论：φ(pr) = pr−1(p− 1).

对后一个问题，考虑 Descartes积 Zm1
× Zm2

，并按 (a, a′) + (b, b′) = (a + b, a′ + b′)和 (a, a′) · (b, b′) =
(a · b, a′ · b′)定义其加法和乘法. 容易验证 Zm1

×Zm2
构成有幺元 (1, 1′)的交换环，叫做 Zm1

与 Zm2
的直和，

记作 Zm1
⊕ Zm2

. 验证可知，(a, a′)是 Zm1
⊕ Zm2

的可逆元等价于 a和 a′ 分别是 Zm1
和 Zm2

的可逆元，于

是 Zm1
⊕ Zm2

的可逆元个数为 φ(m1)φ(m2). 构造映射 σ : Zm → Zm1
⊕ Zm2

, x̄ 7→ (x̄m1
, x̄m2

)，可以验证 σ

是一个环同构映射，则 Zm1
⊕ Zm2

∼= Zm，则 Zm1
⊕ Zm2

的可逆元个数为 φ(m). 于是：

φ(m) = φ(m1)φ(m2)

近世代数的思路就是，选取合适的代数系统，利用其结构或态射解决问题.

1.4 域的特征

设 R是一个环，对 a ∈ R，规定m个 a之和为 a的m倍，记作ma，显然有：

(m+ n)a = ma+ na
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(mn)a = m(na)

m(a+ b) = ma+mb

m(a · b) = (ma) · b = a · (mb)

对数域，是有 n1 6= (∀n). 对模 p剩余类 Zp，p1̄ = p̄ = 0̄而 l1̄ = l̄ 6= 0̄(0 < l < p). 对任意的域 F，其单

位元为 e，则要么 ne 6= (∀n)，要么存在素数 p使得 pe = 0而 le 6= 0(0 < l < p). 证明如下.

证明. 若存在正整数 n 使得 ne = 0. 由良序定理，有一个最小正整数 n0 使得 n0e = 0. 设 n0 不是素数，

n0 = n1n2，则：

(n1e)(n2e) = n1[e(n2e)] = n1[n2(ee)] = n1(n2e) = (n1n2)e = ne = 0

而 n1e 6= 0, n2e 6= 0，这与 F 是域矛盾！

对第一种情况，我们称域 F 的特征为 0，对后一种情况，我们称 F 的特征为 p. 域的特征记为 charF .

2 群的定义，子群

定义 2.1. 群在集合 G上定义了二元运算 ·，(G, ·)称为群，若满足
1.（结合律）对任意的 a, b, c ∈ G

(a · b) · c = a · (b · c) (1)

2. 存在单位元 1 ∈ G，使得对任意 a ∈ G有

a · 1 = 1 · a = a (2)

3. 对任意 a ∈ G，存在 a的逆元 a−1 使得

a · a−1 = a−1 · a = 1 (3)

若 1和 1′都是群 G的单位元，则 1 = 1 · 1′ = 1′，可见群的单位元是唯一的.还可以证明，群中元素 a的

逆元也是唯一的.另外一个重要的性质是乘法的消去律，即若 ab = ac则 b = c，若 ba = ca则 b = c，这可以

通过在等式两边同时左乘或右乘 a的逆元得到.

定义 2.2. 元素个数有限的群称为有限群，其元素个数称为它的阶.元素个数无限的群称为无限群，规定其阶
为∞.

定义 2.3. 若 G上的乘法还满足交换律，即任意的 a, b ∈ G有

a · b = b · a (4)

则称 G为交换群或 Abelian群

定义 2.4. 子群设G为群，H ⊆ G，若H 对G的乘法构成群，则称H 为G的子群，记为H ≤ G.若H 6= G，

则称 H 为 G的真子群，记作 H < G.

要验证 H 是 G的子群，我们首先需要验证乘法 ·仍是 H 上的二元运算.这要求 ·在 H 上封闭，即对任

意的 a, b ∈ H，需要 a · b ∈ H . 然后，我们需要验证 H 对 ·构成群，结合律由运算本身的结构保证，我们只
需要验证单位元 1在 H 中，以及 H 中任意元素 a的逆元仍在 H 中即可.
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3 循环群

定义 3.1. 设 G是群而 g是 G中的元素，g生成的子群是指包含 g的最小子群，记为 〈g〉.

由群的定义，〈g〉必然包含下面三类元素
1. g0 ≡ 1;
2. gk ≡ g · g · · · g︸ ︷︷ ︸

k个

;

3. g−k ≡ g−1 · g−1 · · · g−1︸ ︷︷ ︸
k个

.

而由这三类元素构成的集合正是 G的子群，故

〈g〉 = {gk | k ∈ Z} (5)

定义 3.2. 元素的阶设 g 是群 G的元素，它的阶是指满足 gk = 1的最小正整数. 若这样的 k不存在，则称 g

为无限阶元.

定理 3.1. 若 g为 k阶元，则 gn = 1当且仅当

n ≡ 0 mod k (6)

而 gi = gj 当且仅当

i ≡ j mod k (7)

若 g为无限阶元，则对任意的 i 6= j，gi 6= gj .

证明. 若 g为 k阶元，设 n = kq+ r, 0 ≤ r < k.若 r 6= 0，因为 k是使 gk = 1的最小正整数，所以 gr 6= 1，故

gn = gkq+r = (gk)q · gr 6= 1，矛盾！故 r = 0.若 r = 0，则 gn = (gk)q = 1.于是 gn = 1的充要条件为 n ≡ 0

mod k.而 gi = gj 等价于 gi−j = 1，自然也等价于 i− j ≡ 0 mod k，即 i ≡ j mod k.
若 g为无限阶元，则 gi = gj 等价于 gi−j = 1，等价于 i− j = 0，即 i = j.

于是，g为 k阶元时，g生成的子群为 k阶有限群

〈g〉 = {1, g, · · · gk−1} (8)

4 群的同态与同构

定义 4.1. 群同态设 G和 G′ 为群，则同态是映射 φ : G → G′，使得对任意的 a, b ∈ G有

φ(a · b) = φ(a) · φ(b) (9)

等式左右两端的乘法 ·分别是在 G和 G′ 中定义的，这里用了相同的记号，注意加以区分.

定理 4.1. 若 φ : G → G′ 是群同态，则：

1. 同态把单位元映为单位元
φ(1G) = 1G′ (10)

2. 同态把逆元映为逆元，即对任意的 a ∈ G

φ(a−1) = [φ(a)]−1 (11)
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定义 4.2. 设 φ是群同态，若 φ是单射，则称 φ为单同态.若 φ是满射，则称 φ为满同态.若 φ是双射，则称

φ为同构，称 G1 与 G2 同构，记作 G1
∼= G2.

定义 4.3. 设 φ : G → G′ 是群同态，则

φ(G) ≡ {x ∈ G′ | ∃a ∈ G, x = φ(a)} (12)

称为 φ的像.
kerφ ≡ {a ∈ G | φ(a) = 1} (13)

称为 φ的核.

定理 4.2. 设 φ : G → G′ 为群同态，a, b ∈ G，φ的核为K，则

φ(a) = φ(b) ⇔ a−1b ∈ K (14)

定理 4.3. 同构映射的逆映射仍为同构映射.

5 陪集分解

定义 5.1. 设 H 是 G的子群，对于 a ∈ G，集合

aH ≡ {ah | h ∈ H} (15)

称为 G关于 H 的左陪集.集合
Ha ≡ {ha | h ∈ H} (16)

称为 G关于 H 的右陪集.

因为左陪集和右陪集是完全类似的，下面的讨论只涉及左陪集.

定理 5.1. 陪集 aH = bH 要么不交，要么重合，且 aH = bH 当且仅当 b−1a ∈ H .

证明. 若 aH ∩ bH 6= ∅，令 ah1 = bh2，则 b−1a = h2h
−1
1 ∈ H .此时

ah = ah1(h
−1
1 h) = bh2(h

−1
1 h) ∈ bH

bh = bh2(h
−1
2 h) = ah1(h

−1
2 h) ∈ aH

(17)

故 aH = bH .

这个定理也可以从以下角度说明.构造同余关系 ∼

a ∼ b ⇔ ∃h ∈ H s.t. b = ah (18)

容易验证 ∼是 H 上的等价关系，且 aH 是 a关于 ∼的等价类，由等价类的性质即得.
于是，群 G可以划分为其关于 H 的左陪集的不交并

G =
⊔
i∈I

aiH (19)

其中 {aiH | i ∈ I}是 G关于 H 的所有左陪集的集合.一般称 {ai | i ∈ I}为 G的左陪集代表元系，即我们可

以从每个陪集中选取一个元素，代表这个陪集.
用陪集的语言，我们可以把定理 3重写为

定理 5.2. 设 φ : G → G′ 是群同态，a, b ∈ G，φ的核为K，则

φ(a) = φ(b) ⇔ aK = bK (20)
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6 拉格朗日定理

定义 6.1. 指数群 G关于子群 H 的指数，记为 (G : H)，是指 G关于 H 的陪集代表元的个数.若陪集代表元
的个数无限，则规定 (G : H) = ∞.

定理 6.1. 拉格朗日定理对群 G和它的子群 H，有

|G| = |H| · (G : H) (21)

证明. G为无限群时显然成立.
G为有限群时，由 (1.19)得

|G| =
∑
i∈I

|aiH| =
∑
i∈I

|H| = |H| · |I| = |H| · (G : H) (22)

拉格朗日定理有很多重要推论

定理 6.2. 设 G为有限群，x ∈ G，则 x|G| = 1.即元素 x的阶总是群 G的阶的因子.

定理 6.3. 素数阶群都是循环群.

定理 6.4. 设 G = 〈x〉为 n阶循环群，则对于 n的正因子 d，G中有唯一 d阶子群

{1, xn
d , · · · , xn

d (d−1)} (23)

此子群也是循环群.

证明. 容易验证 {1, xn
d , · · · , xn

d (d−1)}是 G的 d阶循环子群.设 H 也是 G的 d阶子群，y = xa ∈ H，因为 y

的阶数必然整除 d，yd = xad = 1，所以 ad = kn，y = x
n
d k.

下面我们对拉格朗日定理进行推广.

定理 6.5. 设群K ≤ H ≤ G，且 (G : K)有限，则

(G : K) = (G : H) · (H : K) (24)

证明. 设 G关于 H 以及 H 关于K 的陪集分解分别为

G =
⊔
i∈I

giH, H =
⊔
j∈J

hjK (25)

则

G =
⋃

(i,j)∈I×J

gihjK (26)

若 gihjK = gi′hj′K，则 giH ∩ gi′H 6= ∅，所以 i = i′，故 hjK = hj′K，所以 j = j′，故

G =
⊔

(i,j)∈I×J

gihjK (27)

故 {gihj | i ∈ I, j ∈ J}为 G关于K 的左陪集代表元系，故

(G : K) = (G : H) · (H : K) (28)
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7 正规子群与商群

我们考虑

G/H ≡ {aH | a ∈ G} (29)

如果我们希望 G/H 也具有群结构，那就需要在 G/H 上定义乘法，一个自然的想法是规定

(aH) · (bH) = abH (30)

这自然要求 aH = a′H, bH = b′H 时 abH = a′b′H .也就是说，对 (a′)−1a ∈ H 和 (b′)−1b ∈ H 有

(a′b′)−1(ab) = (b′)−1(a′)−1ab = (b′)−1(a′)−1ab ∈ H (31)

因为 b−1b′ = [(b′)−1b]−1 ∈ H，故 (1.31)等价于

b−1[(a′)−1a]b ∈ H (32)

其中 (a′)−1a是 H 中任意的元素，而 b是 G中任意的元素.于是，可以在 G/H 上自然地定义乘法的条件是，

对于任意的 b ∈ G和 a ∈ H 有 b−1ab ∈ H 成立.我们引入下面的定义.

定义 7.1. 共轭设 x是群 G中的元素.对任意 g ∈ G，x′ = gxg−1 称为 x的共轭元，称 x′ 与 x共轭.

定义 7.2. 正规子群 子群 N 称为 G 的正规子群，若对所有的 g ∈ G 有 g−1Ng = N . 即对任意的 g ∈ G 和

a ∈ N 有

g−1ag ∈ N (33)

记作 N ◁G.

定理 7.1. φ : G → H 为群同态，则 kerφ是 G的正规子群，imφ是 H 的子群.

证明. 设 a, b ∈ kerφ，则

φ(ab−1) = φ(a)φ(b−1) = φ(a)[φ(b)]−1 = 1

故 a−1b ∈ kerφ，kerφ是 G的子群.
设 g ∈ G, a ∈ kerφ，则

φ(g−1ag) = [φ(g)]−1φ(a)φ(g) = [φ(g)]−1φ(g) = 1 (34)

所以 g−1ag ∈ kerφ，故 kerφ是 G的正规子群.
设 h1, h2 ∈ iφ，令 φ(g1) = h1, φ(g2) = h2，则

φ(g1g
−1
2 ) = φ(g1)[φ(g2)]

−1 = h1h
−1
2

所以 h1h
−1
2 ∈ iφ，iφ是 H 的子群.

对 g ∈ G和 G的子群 H，我们引入记号

gHg−1 ≡ {ghg | h ∈ H} (35)

则

定理 7.2. H ◁G和以下条件等价

1. 对任意的 g ∈ G有 gHg−1 = H;
2. 对任意的 g ∈ G有 gH = Hg;
3. G对 H 的任意左陪集同时也是右陪集.
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由此可以推出

定理 7.3. 如果群 G的 r阶子群只有 H，则 H ◁G.

证明. 对任意的 g ∈ G，显然 gHg−1 的阶数也是 r，由假设可知 gHg−1 = H，由定理 9得 H ◁G.

设 N ◁G，则 G/N 在 (1.30)所定义的乘法下构成群.称 G关于 N 的商群.考虑

π : G → G/N, a 7→ aN (36)

则 π是 G与 G/N 之间的满同态，且 kerπ = N .

8 同构定理

定理 8.1. 同态基本定理设 φ : G → H 为群同态，则 φ诱导的同态

φ̄ : G/ kerφ → iφ, g kerφ 7→ φ(g) (37)

为群同构.

证明. 首先证明 φ̄是良定义的.若 g kerφ = g′φ，则存在 a ∈ kerφ使得 g′ = ga，所以 φ(g′) = φ(ga) = φ(g).
证明 φ̄确为同态.若 g1 kerφ, g2 kerφ ∈ G/ kerφ，则

φ̄(g1g2 kerφ) = φ(g1g2) = φ(g1)φ(g2) = φ̄(g1 kerφ)φ̄(g2 kerφ) (38)

φ̄显然是满同态.
证明 φ̄ 是单同态. 若 φ̄(g1) = φ̄(g2)，则 φ(g1) = φ(g2)，故 g2 = g1(g

−1
1 g2) ∈ g1 kerφ，即 g2 kerφ =

g1 kerφ.

由此可以推出

定理 8.2. 设群同态 φ : G → G′.φ是单同态当且仅当它的核K 是 {1}.φ是满同态当且仅当 G/ kerφ ∼= H

从同态基本定理可以延伸出以下重要定理

定理 8.3. 第二同构定理如果 N ◁G,H ≤ G，则

(H ∩N)◁H,N ◁NH ≤ G (39)

以及

NH/H ∼= H/H ∩N (40)

证明. 对任意 a1h1, a2h2 ∈ NH 有

a1h1(a2h2)
−1 = a1h1h

−1
2 a−1

2 = a1(h1h
−1
2 )a−1

2 (h2h
−1
1 )(h1h

−1
2 ) (41)

因为N◁H，(h1h
−1
2 )a−1

2 (h1h
−1
2 )−1 ∈ N，故 a1(h1h

−1
2 )a−1

2 (h1h
−1
2 )−1 ∈ N，从而 a1(h1h

−1
2 )a−1

2 (h2h
−1
1 )(h1h

−1
2 ) ∈

NH，故 NH ≤ G.
对任意 a ∈ N, a′h ∈ NH，(a′h)a(a′h)−1 = a′(hah−1)(a′)−1. 由 N ◁ G 可知 hah−1 ∈ N，从而

a′(hah−1)(a′)−1 ∈ N .于是 N ◁NH .
定义同态

φ : H → NH/N, h 7→ hN (42)
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则 φ为满同态，且

kerφ = {h | φ(h) = 1} = {h | h ∈ N} = H ∩N (43)

由同态基本定理

(H ∩N)◁H (44)

且

NH/N ∼= H/H ∩N (45)

定理 8.4. 第三同构定理如果 N ◁G,M ◁G且 N ≤ M，则

G/M ∼=
G/N

M/N
(46)

证明. 定义同态
φ : G/N → G/M, gN 7→ gM (47)

由 N ≤ M 可知 φ为满同态，且

kerφ = {gN | gM = M} = {gN | g ∈ M} = M/N (48)

由同态基本定理

G/M ∼=
G/N

M/N
(49)

9 群的直积

定义 9.1. 群的直积设 G和 G′ 是两个群，在 G×G′ 上定义乘法

(g1, g
′
1) · (g2, g′2) = (g1g2, g

′
1g

′
2) (50)

则 (G×G′, ·)构成一个群，称为 G和 G′ 的直积，仍记作 G×G′.

容易证明，G×G′ ∼= G′ ×G，同构映射为 (g, g′) 7→ (g′, g).G× {e′} ∼= G，同构映射为 (g, e′) 7→ g.

定理 9.1. 设 H ≤ G,K ≤ G，则 H ×K ∼= G当且仅当以下条件成立

1. H ∩K = {1};
2. HK ≡ {hk | h ∈ H, k ∈ K} = G;
3. H ◁G,K ◁G. 且同构映射为

f : H ×K → G, (h, k) 7→ hk (51)

证明. 首先，显然 f 为满射当且仅当 HK = G.
其次，f 是单射等价于

f(h1, k1) = f(h2, k2) ⇒ (h1, k1) = (h2, k2) (52)

等价于

h1k1 = h2k2 ⇒ h1 = h2, k1 = k2 (53)

等价于

h−1
2 h1 = k−1

2 k1 ⇒ h1 = h2, k1 = k2 (54)
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也就是 H ∩K = {1}
然后，对任意的 (h1, k1), (h2, k2) ∈ K ×H，

f [(h1, k1) · (h2, k2)] = f(h1, k1)f(h2, k2) (55)

等价于 (h1h2)(k1k2) = (h1k1)(h2k2)，这等价于 H 中的元素和K 中的每个元素都可交换.
若H和K满足定理条件，则 f 既单又满，f 为双射.考虑对易子 (hkh−1)k−1 = h(kh−1k−1).因为K◁G，

等式左边属于H，因为H ◁G，等式右边属于H .因为H ∩K = {1}，hkh−1k−1 = 1，故 hk = kh，H 中的

元素和K 中的每个元素都可交换，f 为同态，故 f 为同构，充分性得证.反过来容易证明必要性.
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