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1 经典理想气体

1.1 单原子分子理想气体

我们首先考虑由单原子分子组成的经典理想气体. 一般来说，惰性元素原子组成的稀薄气体在常温下通
常可以看成是单原子分子的理想气体. 这类系统的能量仅仅包含所有粒子的平动动能

E =

N∑
i=1

pi
2

2m
, (1)

其中 pi 是第 i个分子的平动动量，m为该分子的质量. 系统的正则配分函数 Z 为

Z =
∑
S

e−βES =

(∑
S

e−βεs

)N

= zN . (2)

在宏观容器中，气体的典型能级间隔为

∆ε ∼ ℏ2

mL2
, (3)

当 ∆ε ≪ kBT 时，能量可视为准连续. 正则配分函数可写为

Z =
1

N !ℏ3N

∫
e−

β
2m

∑N
i=1 p2

i d3rid
3pi (4)

积分后得到

Z =
1

N !
zN , z = V

(
2πm

βℏ2

)3/2

. (5)

可算出热力学量

p =
1

β

∂

∂V
lnZ =

NkBT

V
(6)

U = − ∂

∂β
lnZ =

3

2
NkBT (7)

S =
3

2
NkB lnT +NkB ln

V

N
+

3

2
NkB

[
5

3
+ ln

(
2πmkB

h2

)]
. (8)

1.2 双原子分子理想气体

双原子分子能量包含平动、转动和振动

E =

N∑
i=1

(
ε
(t)
i + ε

(r)
i + ε

(v)
i

)
. (9)

正则配分函数为

Z =
1

N !
zN , z = z(t) · z(r) · z(v). (10)
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内能以及热容与配分函数的对数有关，可以写成三部分之和

U = U (t) + U (r) + U (v) (11)

CV = C
(t)
V + C

(r)
V + C

(v)
V (12)

气体分子的平动能级仍是可以看成是准连续的，所以气体分子的质心平动部分对热容量的贡献为

C
(t)
V =

3

2
NkB (13)

与经典统计中的能均分定理一致.
将双原子分子的振动看成是简谐振动，其能级是量子化的.振动部分的子系配分函数为

∞∑
n=0

e−β(n+ 1
2 )ℏω =

e−
βℏω
2

1− e−βℏω (14)

内能为

U (v) =
Nℏω
2

+
Nℏω

eβℏω − 1
, (15)

一般的双原子分子，其特征振动温度 θv ≡ ℏω
kBT

的量级一般为 103K量级，远大于室温.振动对热容量贡献为

C
(v)
V = NkB

(
θv
T

)2

e−
θv
T . (16)

振动部分对于气体热容量的贡献指数地趋于零.在通常温度下，气体分子的振动对于其热容量的贡献是非常
小的.气体分子的振动能级的间隔 ω远大于 kBT，所以，分子基本无法热激发，所有的振动模式都被冻结在

基态上，从而对于系统热容量没有贡献.
对异核双原子分子，其转动能级为

ε(r) =
j(j + 1)ℏ2

2I
(17)

其中 I 为分子的转动惯量，j 是标志双原子分子角动量的转动量子数.转动部分的子系配分函数为

z(r) =
∑
j

(2j + 1)e−j(j+1) θr
T . (18)

其中我们引入了分子的转动特征温度 θr ≡ ℏ2

2IkB
.对于大多数双原子分子来说，它们的转动特征温度一般是

1到 10K的数量级.因此在室温下 T ≫ θr.这意味着分子的转动能级可以看成是准连续的，可以用积分代替
求和，算出

z(r) =
2I

βℏ2
(19)

故双原子分子转动自由度对于其热容的贡献为

C
(r)
V = NkB (20)

这正是经典统计中能均分定理的结果.

1.3 混合理想气体及其化学反应

混合理想气体的巨配分函数

ln Ξ =

k∑
i=1

e−αizi. (21)

道尔顿分压定律
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p =

k∑
i=1

pi, pi =
NikBT

V
. (22)

化学势表达式

µi = RT [ϕi(T ) + ln(pi)] . (23)

混合熵

Smix = −kB

k∑
i=1

Ni lnxi. (24)

质量作用定律

∏
i

pνi
i = Kp(T ). (25)

2 理想 Bose气体

2.1 弱简并理想非相对论性 Bose气体

设 Bose子的自旋为 0，且能量不太高，可以用非相对论性理论处理.忽略粒子间的相互作用，则单粒子

的能量为 ε =
p2

2m
，其中 p为平动动量.对处在宏观容器中的气体分子，由周期性边界条件可以算出其典型能

级间隔大小 ∆ε ∼ h2

mL2
.对不太低的温度和宏观尺寸 L，总有 ∆ε ≪ kBT，故粒子的能量可以看成准连续的.

将对量子态的求和换成对动量 p的积分，理想 Bose气体系统的巨配分函数为

ln Ξ = −
∑
s

ln
(
1− e−α−βεs

)
= −

∫
V d3p

h3
ln
[
1− e−α−βε(p)

]
(26)

其中
V d3p

h3
对应态密度，是处在能量区间 [ε, ε + dε] 的态数目，它代表着能级上有多少微观态，而不是这

个能级上占有了多少粒子.d3p是能量区间 [ε, ε + dε]对应的能壳，也是动量球壳，它是 4πp2dp，进一步是

2π(2m)
3
2 ε

1
2 dε，于是，配分函数为

ln Ξ = −2πV

h3
(2mkBT )

3
2

∫ ∞

0

ln(1− e−α−x)
√
xdx

=
2πV

h3
(2mkBT )

3
2

∫ ∞

0

∞∑
j=1

e−j(α+x)

j

√
xdx

=
2πV

h3
(2mkBT )

3
2

∞∑
j=1

e−jα

j

(∫ ∞

0

e−jx
√
xdx

)

=
2πV

h3
(2mkBT )

3
2

∞∑
j=1

e−jα

j

(∫ ∞

0

e−ju2

u
3
2 du

)

=
V

h3
(2πmkBT )

3
2

∞∑
j=1

e−jα

j
5
2

其中我们利用了已知结果 ∫ ∞

0

xn−1e−ax2

dx =
1

2a
n
2
Γ
(n
2

)
(27)
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和

Γ

(
1

2

)
=

√
π (28)

引入 Bose函数 gs(z) =

∞∑
j=1

zj

js
，并定义系统的逸度 z = e−α及 De Broglie波长 λT ≡ h

(2πmkBT )
1
2

，则系

统的巨配分函数为

ln Ξ =
V

λ3
T

g 5
2
(z) (29)

利用上一章给出的热力学公式(??)到(??)，可以计算出 Bose气体的热力学量

N̄ =
V

λ3
T

g 3
2
(z) (30)

U =
3

2
kBT

V

λ3
T

g 5
2
(z) (31)

pV = kBT
V

λ3
T

g 5
2
(z) (32)

S = kB

(
5

2
lnΞ + N̄α

)
(33)

引入无量纲量 y =
Nλ3

T

V
，当 y ≪ 1时，系统中粒子的平均距离 n− 1

3 远大于粒子本身热运动能量的 De
Broglie波长，各个粒子近乎是局限在互补相交的区域内运动，系统可以看成定域系，BE统计趋于经典的MB
统计.

物态方程(60)可以改写并展开为
pV

N̄kBT
=

g 5
2
(z)

g 3
2
(z)

= 1− 1

2
5
2

y −
(

2

3
5
2

− 1

8

)
y2 − · · · (34)

可以看到，弱简并理想 Bose气体的物态方程和经典理想气体的物态方程相比有偏差.Bose气体的压强比具有
相同温度和数密度的经典理想气体要小，仿佛 Bose子之间有一个等效的相互吸引作用.造成这种效应的并不
是动力学的相互作用，而是全同性原理，这种关联称为统计关联.

2.2 Bose-Einstein凝聚

弱简并情形中，我们把能量变化看成是连续的，能态密度的式子中有因子 ε
1
2，这意味着基态上粒子的贡

献被忽略了.在温度不太低时，这种忽略是可以的，因为基态上的粒子数与总粒子数相比是一个小量.如果温
度很低，热激发能 kBT 相当小，粒子难以从基态跃迁到其它能级，就会有相当数目的粒子凝聚到基态上，出

现所谓的 Bose-Einstein凝聚.这时，我们必须单独考虑基态的影响.对巨配分函数，基态的贡献以求和形式单
独计入，激发态的贡献仍可以用积分形式计入

ln Ξ = −2πV

h3
(2mkBT )

3
2

∫ ∞

0

ln(1− e−α−x)
√
xdx− ln(1− e−α) (35)

之所以高于激发态的 Bose子能级的贡献仍可以用积分形式计入，是因为我们是以 p标记系统的微观态，而

∆p ∼
√

m

2

∆ε√
ε
，能级间隔大致不变，随着 ε的增大，∆p减小，p可以看成准连续的.算出 Bose气体的总粒

子数

N̄ =
V

λ3
T

g 3
2
(z) +

z

1− z
≡ N̄ε>0 + N̄ε=0 (36)

因为一般而言 N̄ ≫ 1，所以对于不太接近 1 的 z，N̄ε=0 都是可以忽略的，没有 Bose-Einstein 凝聚发生.

如果 z = 1 − O

(
1

N̄

)
，N̄ε=0 不可忽略，而这时 g 3

2
(z) 对 z 的依赖极其不敏感，可以直接取 z = 1，则
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N̄ε>0 =
V

λ3
T

g 3
2
(1) =

V

λ3
T

ς

(
3

2

)
.基态上凝聚的粒子数密度

n0(T ) = n

[
1−

(
T

Tc

) 3
2

]
(37)

其中

Tc =
2π

ς
(
3
2

) 3
2

ℏ2

mkB
n

3
2 (38)

为相变临界温度.T 接近 Tc 时，n0(T )几乎为 0，温度降低 n0(T )增加，直到 T = 0时 n0(T ) = n(T ).

3 黑体辐射

可以把辐射场看成空窖内的光子气，光子可以被物质吸收或发射，故自由光子气的粒子数N 不守恒，N

本身由热平衡的自由能极小判据确定，即 µ =
∂F

∂N
= 0，自由光子气的化学势为 0.忽略光子之间的相互作用，

则光子气体可以看成理想 Bose气体，能级 εl 上的平均光子数为

āl =
ω̃l

eβεl − 1
由电动力学可知 ω到 ω + dω之间的光子的量子态密度

ω̃l =
V

π2c3
ω2dω (39)

代入，并乘以单个光子的能量 ℏω，可以得到频率 ω ∼ ω + dω范围内辐射场能量的 Planck公式

U(ω, T )dω =
V

π2c3
ℏω3

e
ℏω

kBT − 1
dω (40)

高频极限下，Planck公式变为Wien公式

U(ω, T )dω =
V

π2c3
ℏω3e

− ℏω
kBT dω (41)

低频极限下，Planck公式变为 Rayleigh-Jeans公式

U(ω, T ) =
V

π2c3
ω2kBTdω (42)

这恰好是经典的能均分定理的结果.
将 Planck公式对频率积分，得到辐射场的总能量

U =
π2k4B
15c3ℏ3

V T 4 (43)

4 固体热容

把能均分定理应用于固体热容量，得到 Dulong-Petit定律，即固体中 N 个原子有 3N 个自由度，每个振

动自由度贡献 2× 1

2
kBT，因此固体的摩尔热容是常数 3R = 3NAkb.在高温时实际固体的热容良好地满足这

一定律，而低温时，所有固体几乎都不满足这个定律.
Einstein假定固体中原子振动的 3N 个独立简正模的振动频率都相等，则振子的能量为

εn =

(
n+

1

2

)
ℏω (44)

原子在各自的平衡位置做小振动，因而是定域的、可分辨的，可以将整个固体系统看成 3N 个可分辨的振子

组成的近独立子系.一个振子的子系配分函数为

z =

∞∑
n=0

e−βℏω(n+ 1
2 ) =

e−
βℏω
2

1− e−βℏω (45)
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系统总的配分函数 Z = z3N，于是内能

U = −3N
∂

∂β
ln z = 3N

ℏω
2

+
3Nℏω

eβℏω − 1
(46)

固体热容

CV =

(
∂U

∂T

)
V

= 3NkB

(
ℏω
kBT

)2
eβℏω

(eβℏω − 1)2
(47)

引入固体的 Einstein温度 θE ≡ ℏω
kB

.则 θE ≪ T 时，Einstein理论预言的固体热容量趋于 3NkB，与Dulong-Petit
定律一致.当 T ≪ θE 时，Einstein理论预言的固体热容量指数级地趋于 0，而实验表明低温热容量是按幂次

趋于 0.造成这种不一致的原因是 Einstein假设固体中所有振动模式的频率都是相同的，而实际固体中振动模
式的频率是连续分布的，声波的色散关系 ω ≈ vk与光的色散关系 ω = ck类似，其中 v 为介质中的声速.将
声波量子化后，振动对热容量的贡献可以等效为声子气的热容问题.对一个给定的波矢 k，三维固体中的声波

有一个纵偏振和两个横偏振，其在固体中的传播速度不同

ω = clk , ω = ctk (48)

声子的总量子态数

g(ω)dω =
V

2π2

(
1

c3l
+

2

c3t

)
ω2dω (49)

与固体对应的总振动自由度应当等于三维固体的总振动自由度 3N，应该有∫ ωD

0

g(ω)dω = 3N (50)

其中 ωD 为 Debye截止频率.固体的内能于是为

U = U0 +

∫ ωD

0

g(ω)
ℏω

e
ℏω

kBT − 1
dω (51)

引入 y ≡ ℏω
kBT

, x ≡ ℏωD

kBT
≡ θD

T
以及 D(x) ≡ 3

x3

∫ x

0

y3dy

ey − 1
，则理想声子气体的内能可以写为

U = U0 + 3NkBTD(x) (52)

引入 Debye热容量函数 fD(u) ≡ 3u3

∫ 1
u

0

y4ey

(ey − 1)2
dy，则热容

CV = 3NkBfD

(
T

θD

)
(53)

Eistein模型把固体看成频率均为 ω的 3N 个谐振子，统计各个振子处在哪个能级. 而 Dybye模型把振子
处在第 n激发态解释为这个模式上激发了 n个声子. 频率为 ω 的声子能量为 ℏω，统计频率为 ω 的声子的数

目.
当 T ≫ θD 或 x ≪ 1时，D(0) = fD(∞) ≈ 1，固体的内能和热容量回到经典的 Dulong-Petit定律.当

x ≫ 1时，D(x) ≈ π4

5x3
，则

U = U0 + 3NkB
π4

5

T 4

θ3D
(54)

CV = 3NkB
4π4

5

(
T

θD

)3

(55)

此即著名的 Debye-T 3律，它在温度较低但不极低时很好地符合实验数据.但是，当温度进一步降低，传导电
子的作用变得重要，必须考虑传导电子的贡献.
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5 理想 Fermi气体

5.1 弱简并理想 Fermi气体

与非相对论性理想 Bose气体类似，对自旋为 s的 Fermi子构成的理想 Fermi气体，其巨配分函数

ln Ξ =
2πV (2s+ 1)

h3
(2mkBT )

3
2

∫ ∞

0

ln(1 + e−α−x)
√
xdx (56)

展开为级数并逐项积分，得

ln Ξ =
(2s+ 1)V

h3
(2πmKBT )

3
2

∞∑
j=1

(−1)j−1 e
−jα

j
5
2

(57)

可求得弱简并理想 Fermi气体的热力学量

N̄ =
(2s+ 1)V

λ3
T

∞∑
j=1

(−1)j−1 e
−jα

j
3
2

(58)

U =
3

2
kBT

(2s+ 1)V

λ3
T

∞∑
j=1

(−1)j−1 e
−jα

j
5
2

(59)

pV = kBT
(2s+ 1)V

λ3
T

∞∑
j=1

(−1)j
e−jα

j
5
2

(60)

S = kB

(
5

2
lnΞ + N̄α

)
(61)

引入 y =
N̄h3

(2s+ 1)V (2πmkBT )
3
2

，则理想 Fermi气体的物态方程可展开为

pV

N̄kBT
= 1 +

1

2
5
2

y −
(

2

3
5
2

− 1

8

)
y2 + · · · (62)

可以看到，弱简并理想 Fermi气体的物态方程和经典理想气体的物态方程相比也有偏差.Fermi气体的压强比
具有相同温度和数密度的经典理想气体要大，仿佛 Fermi子之间有一个等效的相互排除作用.造成这种效应
的是 Pauli不相容原理.

5.2 强简并理想 Fermi气体

考虑 T = 0时 Fermi分布随能量的依赖关系.能级 s上的平均粒子数

ās = −∂ςs
∂α

=
e−α−βεs

1 + e−α−βεs

= 1− 1

1 + e
µ−εs
kBT

当能量小于 Fermi能量 εF（即零温化学势 µ），占有数 ās → 1− 1

1 + e∞
= 1，所有量子态上的粒子数为 1.当

能量大于 εF 时，占有数 ās → 1− 1

1 + e−∞ = 0.这就是一个阶梯函数.在零温时，所有能量低于 εF = µ0 的

量子态填充了一个粒子，故 µ0 与系统的粒子数有关系

N =

∫ µ0

0

4πV

h3
(2m)

3
2
√
εdε (63)

7



这里我们代入了电子的自旋 s =
1

2
.由此可得零温时的化学势

µ0 = εF =
ℏ2

2m
(3π2n)

2
3 (64)

零温时，每个 Fermi子都试图从最低可能的单粒子能级一直向上填充，直至某个能量 εF，高于这个能量的单

粒子能级都是空的.这个能量称为 Fermi能量或 Fermi海平面.零温时，理想 Fermi气体的内能

U =

∫ µ0

0

4πV

h3
(2m)

3
2 ε

3
2 dε =

3

5
NεF (65)

压强

p =
2

5
nεF (66)

称为 Fermi气体的简并压.
下面讨论温度不为零，但满足 εF ≫ kBT 的情形.我们需要算 Sommerfeld积分

I =

∫ ∞

0

η(ε)dε

e
ε−µ
kBT + 1

(67)

记 f(ε) ≡ 1

e
ε−µ
kBT + 1

，并设 η(ε) =
dK

dε
.先做一次分部积分得

I = −
∫ ∞

0

K(ε)f ′(ε)dε (68)

因为 f(ε)在 µ附近极其陡峭，故 f ′(ε)在 µ附近极大，对积分的贡献最为主要，于是将K(ε)在 µ处展开

K(ε) =

∫ µ

0

η(ε)dε+ η(µ)(ε− µ) + η′(µ)
(ε− µ)2

2
+ · · · (69)

显然 I 所有奇阶项都是 0，且零阶项 −K(µ)

∫ ∞

0

f ′(ε)dε = K(µ) =

∫ µ

0

η(ε)dε，故

I =

∫ µ

0

η(ε)dε−
∞∑
k=1

η(2k−1)

(2k)!
(µ)

∫ ∞

0

(ε− µ)2kf ′(ε)dε

=

∫ µ

0

η(ε)dε−
∞∑
k=1

η(2k−1)(µ)

(2k)!

∫ ∞

0

(ε− µ)2kf ′(ε)dε

=

∫ µ

0

η(ε)dε+

∞∑
k=1

η(2k−1)(µ)

(2k)!

[
2− 1

22(k−1)

]
ζ(2k)(kBT )

2k

取 η(ε)为 cε
1
2 和 cε

3
2，其中 c =

4πV (2m)
3
2

h3
.利用 Sommerfeld展开，可计算出粒子数和内能

N =
2

3
cµ

3
2

[
1 +

π2

8

(
kBT

µ

)2
]

(70)

及

U =
2

5
cµ

5
2

[
1 +

5π2

8

(
kBT

µ

)2
]

(71)

化学势与温度的关系

µ = µ0

[
1− π2

12

(
kBT

µ0

)2
]

(72)

内能与温度的关系

U =
3

5
Nµ0

[
1 +

5π2

12

(
kBT

µ0

)2
]

(73)

我们考虑金属中的巡游电子，忽略电子和晶格瞬时碰撞以外的相互作用，忽略电子之间的相互作用，则

8



金属中的巡游电子可以看作理想 Fermi气体，称为自由电子气.可以估计出 y ∼ 107

(T/K)
3
2

，即使是在常温下，

y ∼ 103 ≫ 1，故金属的电子气可以看成强简并的.由(73)可得出巡游电子对金属热容量的贡献

CV =

(
∂U

∂T

)
V

= NkB
π2

2

(
kBT

µ0

)
(74)

可见在 kBT ≪ µ0 的区域，巡游电子对金属热容的贡献正比于温度，且比起晶格振动的热容量 3NkBfD(u)

要小得多，可以忽略.按照 Debye理论，晶格振动对热容的贡献依 T 3趋于零，故在低温区，巡游电子的贡献

开始变得重要.按经典统计理论，电子参与能均分，对金属热容量的贡献应该为 NkB 量级，而常温时金属热

容很好地服从 Dulong-Petit定律，几乎看不到巡游电子的贡献.这是因为，温度不够高时，大部分电子被深埋
在 Fermi面之下，Puali不相容原理禁止了这些电子的哪怕极小的跃迁，只有 Fermi能量附近

KBT

µ0
比例的电

子能够被热激发从而参与能均分.

5.3 Pauli顺磁性与 Landau抗磁性

电子都有正比于其自旋角动量的磁矩，在不太强的外磁场中，磁矩倾向于顺着磁场排列，产生一个附加

磁场，形成 Pauli顺磁性.未加外磁场时，自旋为上和自旋为下的电子的态密度

g+(ε) = g−(ε) =
1

2
g(ε) =

2πV

h3
(2m)

3
2 ε

1
2 (75)

加上磁场后，能级发生一个劈裂

ε± =
p2

2m
± µBB0 (76)

对零温的电子气系统，上下旋的电子具有相同的化学势 µ，按照未加磁场时的态密度计算粒子数

N± =

∫ µ

±µBB0

g±(ε∓ µBB0)dε (77)

等价写为

N± =

∫ µ∓µBB0

0

g±(ε)dε (78)

化学势由

N ≡ N+ +N− =
4πV

3h3
(2m)

3
2

[
(µ+ µBB0)

3
2 + (µ− µBB0)

3
2

]
(79)

确定.磁场较弱时，二阶近似可以忽略，化学势与未加磁场时完全一样.
外磁场会影响自旋向上、向下的粒子数之差，这个差值给出系统的磁矩

M =
1

V
µB(N− −N+) =

3nµ2
B

2εF
B0 (80)

顺磁化率

χp =
3nµ2

B

2εF
(81)

磁场中运动的经典电子会按照其经典轨道做螺旋运动.其 Hamilton量

H =
1

2m

(
P− e

c
A
)2

(82)

这里 P为粒子的正则动量，A为磁场的矢势，P − e

c
A为粒子的机械动量.电子在磁场中的运动可以分解为

沿着磁场方向的匀速平移运动以及垂直磁场平面内的匀速圆周运动，匀速圆周运动的圆频率

ωB =
|e|B0

mc
(83)
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称为电子的回旋频率.量子化之后，沿磁场方向的匀速平动不变，垂直磁场平面内的回旋运动变为一个具有
圆频率 ωB 的谐振子.则电子的能级为

ε =
p2z
2m

+

(
n+

1

2

)
ℏω (84)

下面我们求电子气的巨配分函数.对沿磁场方向的机械动量为 pz，谐振子能级量子数为 n的电子，它占

据了动量空间中高为 dpz、横截面积为 π(p2r,n − p2r,n−1) = 2mℏωB 的小柱体，态密度为
mV ωBdpz

h2
.故巨配分

函数为

ln Ξ =
∑
n

∫ +∞

0

2mV ωBdpz
h2

ln(1 + e−α−βε) (85)

令 α′ = α+ β

(
n+

1

2

)
ℏωB，并使 ε =

p2z
2m
，则

ln Ξ =
∑
n

2mV ωB

h2

√
m

2

∫ ∞

0

ε−
1
2 ln(1 + e−α′−βε)dε

=
∑
n

2mV ωB

h2

√
mkBT

2

∫ ∞

0

x− 1
2 ln(1 + e−α′−x)dx

=
∑
n

2mV ωB

h2

√
mkBT

2

∫ ∞

0

x− 1
2

∞∑
j=1

(−1)j−1 e
−j(α′+x)

j
dx

=
∑
n

2mV ωB

h2

√
mkBT

2

∞∑
j=1

(−1)j−1e−jα′

j

∫ ∞

0

x− 1
2 e−jxdx

=
∑
n

2mV ωB

h2

√
mkBT

2

∞∑
j=1

(−1)j−1e−jα′

j
3
2

√
π

=
2mV ωB

h2

√
mπkBT

2

∞∑
j=1

(−1)j−1e−j(α+
βℏωB

2

j
3
2

∑
n

e−n(jβℏωB)

=
mV ωB

h2

√
mπkBT

2

∞∑
j=1

(−1)j−1e−jα

j
3
2

csch

(
jβℏωB

2

)
即

ln Ξ =
mV ωB

h2

√
mπkBT

2

∞∑
j=1

(−1)j−1e−jα

j
3
2

csch

(
jβℏωB

2

)
(86)

利用常用结果

csch(x) =
1

x
− x

6
+ · · · (87)

可得

ln Ξ =
mV ωB

h2

√
mπkBT

2

 2

βℏωB

∞∑
j=1

(−1)j−1e−jα

j
5
2

− βℏωB

12

∞∑
j=1

(−1)j−1e−jα

j
1
2


= lnΞ0

[
1− 1

24
(ℏωBβ)

2

∑
j e

−jαj−
1
2∑

j e
−jαj−

5
2

]

= lnΞ0

[
1− 5

32

(
ℏωB

εF

)2
]

这里 Ξ0 为不加外磁场时的巨配分函数.磁化率

χd =
1

V

∂2

∂B2
0

(kBT ln Ξ) = −n
µ2
B

2εF
(88)
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负号说明系统是抗磁的，称为 Landau抗磁性.比较(81)和(88)可以发现

χd = −1

3
χp (89)

这个式子只对自由电子气成立.
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