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1 系综理论的基本概念

1.1 相空间，各态历经假设

经典分析力学的框架中，由 N 个粒子组成的力学系统的自由度为 f = Nr，它在任意时刻的状态可以由

f 个广义坐标及对应的广义动量刻画.2f 个变量构成一个 2f 维的相空间，故系统任意时刻的状态对应着相空

间中的一个代表点，系统状态随时间演化时，其代表点在相空间中划出一条相轨道.
对处于平衡态的宏观系统的某个宏观物理量进行测量.测量会持续一个宏观短而微观长的时间 τ，宏观

短是指测量持续的时间间隔内系统的宏观物理量没有发生任何可观测变化，微观长是指微观角度来看这段时

间内系统的微观状态已经沿着相轨发生了很明显的变化.设宏观物理量的微观对应为 B(q, p)，则宏观量的测

量值

B̄(t0) =
1

τ

∫ t0+τ

t0

B(q(t), p(t)) dt (1)

实际计算中我们取 τ → ∞.
因为我们不能真的得到宏观系统相轨道的表达式，这个式子无法给我们任何有意义的结果.于是我们必

须引入统计物理的假设，即各态历经假设：在足够长的时间内，系统的代表点将会在能量曲面上各个区域内

停留相同的时间.于是，足够长的时间里，系统在某一点附近停留的时间，实际上就相当于它在这个区域出
现的概率.我们用 ρ(q, p, t)表示在 t时刻，系统代表点在 (q, p)附近单位相体积元出现的概率.则

B̄(t0) =

∫
dqdpρ(q, p, t0)B(q, p) (2)

可以发现我们转变了研究视角.我们不再考虑一个宏观系统，而是考虑大量具有相同宏观性质的系统的集合，
这种系统的集合就称为系综.可见，如果各态历经假设成立，则宏观物理量的测量值和其相应微观物理量的
系综平均值是一致的.

1.2 量子力学对统计物理的影响

量子力学对统计物理的影响主要体现在不确定性和全同性两个方面.
量子力学中，粒子的广义坐标和广义动量是不能同时测准的，有 Heisenberg不确定性原理

∆pi∆qi ≈ h (3)

于是，对一个自由度为Nr的系统，每一个量子态对应于相空间中某个点附近的体积为 hNr的体积元.则(1)应
当用分立的求和替代

B̄(t0) =
∑
p,q

∆q∆pρ(q, p, t0)B(q, p) (4)
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量子力学中，全同粒子是不可分辨的，交换两个粒子的量子态，系统的微观状态不变.粒子按照其统计性质
可以分为 Fermi子和 Bose子.Fermi子的自旋量子数为半整数，服从 Pauli不相容原理，即同一个微观状态上
只允许占据至多一个 Fermi子.Bose子的自旋量子数为整数，不服从 Pauli不相容原理.有时，系统中各粒子
的粒子云不会发生重叠（比如固体中原子在其平衡位置附近振动），则可以用位置区分不同的粒子，全同性

原理不再起作用，这类系统称为定域系.

1.3 准经典条件

如果系统典型的能级间隔 ∆E 比起与温度 T 对应的热激发能量 kBT 小得多，系统可以相当容易地从一

个能级跃迁到另一个能级，则能级的分立性变得不重要.则系统的物理量可以看成准连续的，(4)可以相当精
确地用(1)代替.这个条件称为准连续条件.当准连续条件成立时，相体积元 dpdq对应的量子态数目为

dpdq

hNr
(5)

称为态密度.
如果粒子数远远少于粒子可占据的量子态数，则两个粒子占据同一量子态的可能性极小，组成系统的微

观粒子的统计性质不再重要.这个条件称为非简并条件.

2 微正则系综

统计物理学中，我们承认先验的等概率原理，即对处在平衡态上的孤立系统而言，任意微观状态出现的

概率是相同的. 对能量严格守恒的孤立系统而言

ρ(q, p, t) = Cδ(H(q, p)− E) (6)

其中 C 是归一化常数.对处在某个能壳内的系统而言，概率分布密度为

ρ(q, p) =

C ,E ≤ H(q, p) ≤ E +∆E

0 , else
(7)

在经典统计中，交换两个粒子的广义位置和广义动量，对应的相点是不同的，若考虑粒子的全同性，则

应该除以重复计数的次数 N !.即准经典近似下的微观态数

Ω(E) =
1

N !hNr

∫
E≤H(q,p)≤E+∆E

dpdq (8)

对于定域系，则没有因子 N !.若考虑单原子理想气体，则 Hamilton量 H =

N∑
i=1

p2i
2m
，微观态数

Ω(N,E, V ) =
3N

2E

(
V

h3

)N
(2πmE)

3N
2

N !
(
3N
2

)
!
∆E (9)

定义系统的熵

S(N,E, V ) = kB lnΩ(N,E, V ) (10)

则我们可以给出温度的定义.考虑两个各自达到热平衡的孤立系，现在让它们接触，使它们准静态地交换能
量，而粒子数和体积保持不变.系统的总能量 E0 = E1 +E2依然守恒，可以用微正则系综来描写，总系统的

微观态数是两个独立子系统微观态数的乘积

Ω = Ω1(N1, E1, V1)Ω2(N2, E2, V2) (11)
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达到平衡后，系统能量的期望值分别达到 Ē1 和 Ē2 且 Ē1 + Ē2 = E0.平衡时 Ē1 的取值应当使得总系统的熵

取极大值.即 (
∂S1

∂E1

)
N1,V1

∣∣∣∣
E1=Ē1

=

(
∂S2

∂E2

)
N2,V2

∣∣∣∣
E2=E0−Ē1

(12)

即平衡时两个子系统具有相同的
(
∂S

∂E

)
N,V

值，与热力学第一定律一致.我们可以定义

1

T
=

(
∂S

∂E

)
N,V

(13)

类似地，可以验证
p

T
=

(
∂S(N,E, V )

∂V

)
N,E

(14)

µ

T
= −

(
∂S(N,E, V )

∂N

)
E,V

(15)

分别对应着热力学中力学平衡（压强大的相体积增大）和化学平衡（粒子从化学势高的相流向化学势低的相）

的条件.我们实际上从统计物理的角度再次建立了热力学基本微分方程

dS =
1

T
dE +

p

T
dV − µ

T
dN (16)

3 正则系综与巨正则系综

现在，我们让系统与一个固定温度 T 的大热源接触，研究平衡时系统处于一个给定微观态 S 的概率 ρS

是多少.按照等概率原理，这个概率一定正比于系统和热源构成的总系统的总微观态数.因为系统的微观态已
经被指定为 S，总系统的微观态数目就是大热源具有能量 E0 − ES 的微观态数，故

ρS ∝ Ω(E0 − ES) = eln Ω(E0−ES) (17)

对大热源而言，ES ≪ E0，展开得

lnΩ(E0 − ES) = lnΩ(E0)− ES

(
∂ lnΩ(E)

∂E

)
E=E0

+ · · · (18)

由
(
∂ lnΩ(E)

∂E

)
E=E0

=
1

kBT
≡ β 可得系统处于一个指定微观态的概率为

ρS =
e−βES∑
S e

−βES
≡ e−βES

Z
(19)

其中 Z ≡
∑
S

e−βES 称为正则系综的配分函数.

类似地，考虑系统与一个具有固定温度 T 和化学势 µ的大热源兼大粒子源接触.系统和源的总能量 E0

和总粒子数 N0 守恒.研究系统处在一个粒子数为 N 的给定微观态 S 上的概率.则

ρN,S ∝ Ω(E0 − E
(N)
S , N0 −N) = eln Ω(E0−E

(N)
S ,N0−N) (20)

对大热源兼大粒子源有 E
(N)
S ≪ E0 及 N ≪ N0，于是可得

ρN,S =
e−βE

(N)
S −αN∑

N e−αN
∑

S e
−βE

(N)
S

≡ e−βE
(N)
S −αN

Ξ
(21)

其中 α ≡ − µ

kBT
，Ξ ≡

∑
N

e−αN
∑
S

e−βE
(N)
S 为巨正则系综的巨配分函数.
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4 热力学公式

可以根据配分函数给出处于平衡态的系统的热力学量.首先，系统的内能是系统微观能量的系综平均值，
故

U = ⟨E⟩ = 1

Z

∑
S

ESe
−βES = − ∂

∂β
lnZ (22)

其次，对广义力 Y 及对应的广义位移 y，与态 S 对应的广义力由
∂ES

∂y
给出.对系统而言，广义力

Y =
1

Z

∑
S

∂ES

∂y
e−βES = − 1

β

∂

∂y
lnZ (23)

对 pV T 系统就是

p =
1

β

∂

∂V
lnZ (24)

下面我们求熵的统计表达式.由

d lnZ(β, y) =
∂ lnZ

∂β
dβ +

∂ lnZ

∂y
dy

= −Udβ − βY dy

= βdU − d(Uβ)− β(dU − TdS)

= d

(
−Uβ +

S

kB

)
故

S = kB(lnZ + βU) = kB

(
lnZ − β

∂ lnZ

∂β

)
(25)

对巨正则系综，即具有固定化学势 µ、体积 V 和温度 T 的宏观系统，有

N = − ∂

∂α
ln Ξ (26)

U = − ∂

∂β
ln Ξ (27)

Y = − 1

β

∂

∂y
ln Ξ (28)

S = kB

(
ln Ξ− α

∂ ln Ξ

∂α
− β

∂ ln Ξ

∂β

)
(29)

5 近独立子系的统计分布

我们讨论无相互作用的子系统组成的宏观系统，即近独立子系.一个近独立子系的总能量 E 是各个子系

统（以后称为粒子）的能量之和

E =

N∑
i=1

εi (30)

5.1 MB分布

首先，我们来处理不受全同性影响的系统的统计问题.粒子可分辨，于是我们系统的状态由每一个粒子
所处的单量子态决定，给定了每个粒子的单量子态 {si}，即确定了系统的状态.我们用巨正则系综处理不受
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全同性影响的近独立子系，配分函数

Z =
∑
S

e−βES

=
∑

s1,s2,··· ,sN

e−βεs1 e−βεs2 · · · e−βεsN

=

(∑
s1

e−βεs1

)(∑
s2

e−βεs2

)
· · ·

(∑
sN

e−βεsN

)
= zN

于是，对不受全同性影响的近独立子系，配分函数 Z 完全由子系的配分函数给出

Z = zN (31)

一个粒子处在某个单粒子态 s上的概率 ps =
e−βεs

z
，故系统中处在单粒子态 s上的平均粒子数

ās =
N

z
e−βεs ≡ e−α−βεs (32)

这就是经典的近独立子系满足的分布，称为Maxwell-Boltzmann分布.

5.2 FD分布及 BE分布

若计及全同性，则无法通过给定每个粒子所处的微观态确定系统的状态，因为粒子本身是不可分辨，压

根无法指定是哪个粒子.我们只能以每个单粒子态上的粒子数来描述系统，即指定每个单粒子态 s被 as 个粒

子占据.考虑巨正则系综，巨配分函数

Ξ =
∑
S,N

e−βE
(N)
S −αN

=
∑
{as}

e−βE
(N)
S −αN

=
∑
{as}

∏
s

e−βasεs−αas

=
∏
s

∑
as

e−(βεs+α)as

对 Bose气体，它不受 Pauli不相容条件的影响，对 as 的遍历可以从 0延伸到无穷大.而 Fermi气体，其
受 Pauli不相容条件的影响，as 只能取 0或 1（一个微观态上至多占据 1个粒子）.计算可得

Ξ =
∏
s

∑
as

e−(βεs+α)as =


∏
s

(1− e−α−βεs)−1 Bose∏
s

(1 + e−α−βεs) Fermi
(33)

即

ln Ξ =


−
∑
s

ln(1− e−α−βεs) Bose

+
∑
s

ln(1 + e−α−βεs) Fermi
(34)
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态 s0 上有 as0 个粒子的概率为

(∏
s ̸=s0

∑
as
e−αas−βεsas

)
e−αas0

−βεsas0

Ξ
，故 s0 上的平均量子数为

ās0 =
1

Ξ

∑
as0

∏
s ̸=s0

∑
as

e−αas−βεsas

 e−αas0−βεsas0as0

=
e−αas0

−βεsas0as0∑
as0

e−αas0−βεsas0

令 ςs = ± ln(1± e−α−βεs)，则

ās = −∂ςs
∂α

(35)

于是，量子统计的分布函数为

ās =
1

eα+βεs ± 1
(36)

上面和下面的符号分别对应 Fermi子和 Bose子，对应的分布称为 Fermi-Dirac分布和 Bose-Einstein分布.若
某个单粒子能级 εl 的简并度为 ωl，则其上的平均粒子数为

āMB
l = ωle

−(α+βεl) (37)

āFD
l =

ωl

eα+βεl + 1
(38)

āBE
l =

ωl

eα+βεl − 1
(39)

如果 α = − µ

kBT
满足 eα ≫ 1，则 FD分布和 BE分布的区别将消失，两者皆退化为MB分布.这个条件

与 ωl ≫ āl 是等价的，这也就是前面提到的非简并条件，这时，全同性几乎不起作用.

6 涨落

6.1 涨落的准热力学理论

考虑一个与大热源接触的热力学系统，热源具有确定的温度 T 和压强 p.当系统的能量和体积发生涨落
∆E 和 ∆V 时，热源的能量和体积也发生对应的变化 −∆E 和 −∆V .系统的能量和体积取最概然值 Ē 和 V̄

时，熵具有最大值 S̄(0)，系统的能量和体积出现涨落 ∆E 和 ∆V 的概率正比于

W ∝ exp

(
S(0) − S̄(0)

kB

)
= exp

(
T∆S −∆E − p∆V

kBT

)
(40)

其中 ∆S 是系统的熵涨落.一阶近似下 T∆S −∆E − p∆V = 0.取二阶近似，则

∆E − T∆S + p∆V =
1

2

[
∂2E

∂S2
(∆S)2 + 2

∂2E

∂S∂V
(∆V∆S) +

∂2E

∂V 2
(∆V )2

]
=

1

2
(∆S∆T −∆p∆V )

于是

W ∝ exp

(
∆p∆V −∆S∆T

2kBT

)
(41)

6.2 近独立子系中粒子数分布的涨落

对 FD分布或 BE分布，容易验证

⟨(as − ās)
2⟩ = −∂ās

∂α
= ās(1± ās) (42)

6



正号和负号分别对应 BE分别和 FD分布.
对MB分布，粒子占据单粒子态 s的概率为

ps =
e−βεs

z
(43)

则各个单粒子态 s上分布有 as 个粒子的概率分布是一个多项式分布

P{as} =
N !∏
s as!

∏
s

(ps)
as (44)

给定单粒子态上占据的粒子数的平均值

ās =
∑
{as}

asP{as}

= ps
∂

∂ps

∑
{as}

P{as}


= ps

∂

∂ps

(∑
s

ps

)N

= Nps

=
N

z
e−βεs

所以

⟨(as − ās)
2⟩ = a2s − ā2s

=

(
ps

∂

∂ps

)2
(∑

s

ps

)N

−

ps ∂

∂ps

(∑
s

ps

)N
2

计算可得

⟨(as − ās)
2⟩ = ās (45)

7 量子统计的基本概念

7.1 密度矩阵

之前我们处理量子系统时，采用的处理方法是计算各个态上占据的粒子数，这仍不是完全量子力学的处

理，因为系统可以未必就处在观测量的本征态上.考虑 N 个系统组成的系综，设 t时刻，第 k个系统的状态

为 |ψk(t)⟩，其演化服从 Schödinger方程

H |ψk(t)⟩ = iℏ |ψk(t)⟩ (46)

假设我们用一组完备基底 |ϕn⟩展开它
|ψk(t)⟩ =

∑
n

akn(t) |ϕn⟩ (47)

则

akn(t) = ⟨ϕn|ψk(t)⟩ (48)
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系数的时间演化

iℏ
∂

∂t
akn(t) = ⟨ϕn| iℏ

∂

∂t
|ψk(t)⟩

= ⟨ϕn|H |ψk(t)⟩

=
∑
m

⟨ϕm|H |ϕn⟩ akm(t)

≡
∑
m

Hnma
k
m(t)

(49)

定义密度矩阵

ρmn(t) =
1

N

N∑
k=1

akm(t)ak∗n (t) (50)

即 akm(t)ak∗n (t)的系综平均值.ρnn(t)即为 t时刻系统被发现处在 |ϕn⟩的平均概率.密度矩阵的时间演化

iℏρ̇mn(t) =
1

N

N∑
k=1

iℏ[ȧkm(t)akn(t) + akm(t)ȧkn(t)]

=
1

N

N∑
k=1

∑
l

[
Hmla

k
l (t)a

k∗
n (t)− akm(t)H∗

nla
k∗
l (t)

]
=
∑
l

Hml [ρln(t)− ρml(t)Hln]

= [Hρ− ρH]mn

(51)

即

iℏρ̇ = [H, ρ] (52)

这相当于量子统计的 Liouville定理. 若系统处在平衡态，则 ρ̇mn = 0.这要求 [H, ρ] = 0、ρ只显含H 且H 与

时间无关.
若 |ϕn⟩是 H 的本征态，则

ρmn = ρnδmn (53)

即能量表象下密度矩阵为对角矩阵.若 |ϕn⟩不是H 的本征态，则密度矩阵不再为对角矩阵，但是，矩阵仍然

是对称的.这说明，系统平衡时，粒子从一个态跃迁到另一个态的概率应当等于反过来跃迁的概率，这是细
致平衡条件.

对任意力学量，其期望

⟨G⟩ = 1

N

N∑
k=1

⟨ψk(t)|G|ψk(t)⟩

=
1

N

N∑
k=1

(∑
m,n

akma
k
nGnm

)
=
∑
m,n

ρmnGnm

= Tr(ρG)

(54)

其中 Gnm = ⟨ϕn|G|ϕm⟩.这里已经假定 |ψk⟩是归一化的，若不然

⟨G⟩ = Tr(ρG)

Tr(ρ)
(55)

可见，G的平均值与表象的选取无关，这符合我们的期望.
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7.2 纯态与混态

我们仍有先验的等概率假设，即处于平衡态的系统，在能量表象中，有

ρmn =


1

Γ
δmn in volume space

0 else
(56)

其中 Γ是微观态数目.
对纯态，只有一个可能的微观态，Γ = 1.在能量表象下显然有

ρ =



0

. . .

1

. . .

0


(57)

的形式，故 ρ2 = 1.在其它表象下

ρmn =
1

N

N∑
k=1

akma
k∗
n = ama

∗
n (58)

这里因为只有一个微观态，所有的 akm 都是相同的.故

ρ2mn =
∑

ρmlρln =
∑

ama
∗
l ala

∗
n = ama

∗
n = ρmn (59)

对 Γ > 1的情况，称为混态. 能量表象下密度矩阵仍满足
• 非对角元素为 0；

• 非 0的对角元素彼此相等.
第二点由等概率假设保证在一切表象中均成立. 但要保证第一点在其它表象中成立，我们需要引入无规相位
假设. 即，对于所有 k，ψk 是 ψk 的非相干叠加，从而

ρmn =
1

N

N∑
k=1

akma
k∗
n

=
1

N

N∑
k=1

|a|2 exp[i(θkm − θkn)]

= c⟨exp[i(θkm − θkn)]⟩

= cδmn

(60)
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