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1 相变

1.1 什么是相变

日常生活中最常见的相变是水的沸腾和结冰. 在标准大气压下：
• 温度高于 100◦C，水以气态存在；

• 温度低于 0◦C，水以固态存在；

• 介于两者之间，水以液态存在.
这些状态称为相. 不同相之间物理性质差别很大，例如密度、压缩率、比热、光学性质等. 当温度、压力

等控制参数变化时，系统从一个相转变到另一个相，这就是相变.
相变不限于水. 铁磁体在居里温度 Tc以下自发磁化，以上则没有自发磁化；超导体在临界温度以下电阻

为零，以上则恢复正常电阻；液氦在 2.17K以下变成超流体，以上则是普通液体. 这些现象都属于相变.
相变大致分为两类：

• 一级相变：相变时有潜热，两相的序参量在转变点不连续. 例如冰融化成水，要吸收熔化热；水沸腾成
蒸汽，要吸收汽化热.

• 二级相变（连续相变）：相变时没有潜热，序参量在转变点连续地趋于零. 例如铁磁体在居里温度处的
自发磁化、液气临界点附近的密度差.

我们主要讨论二级相变，也叫连续相变. 它的核心特征是，在临界点附近，系统出现长程关联、响应函数发
散、临界指数普适等.

1.2 序参量

相变最本质的特征是对称性的变化. 以铁磁体的最近邻 Ising模型为例，考虑一个规则晶格，每个格点上
有一个二值自旋变量 σi = ±1，哈密顿量

H = −J
∑
⟨ij⟩

σiσj − h
∑
i

σi, J > 0 (1)

〈ij〉表示最近邻格点对，J > 0表示铁磁耦合，相邻自旋倾向于同向排列，h为外磁场. h = 0时的哈密顿量

H = −Jnn
∑
⟨ij⟩

σiσj

在整体翻转

σi 7−→ −σi

下不变. 定义单位体积的磁化强度
m =

1

N

∑
i

σi.

温度高于居里温度 Tc时，热涨落很强，每个自旋的取向快速翻转. 系统在所有可能的自旋构型之间随机涨落，
宏观上不显示任何自发磁化：

〈m〉 = 0.

此时系统具有完全的旋转对称性. 把每个自旋都翻转一下，物理状态不变. 也就是说，系统不知道“哪个方向
是特殊的”. 温度低于 Tc 时，自旋间的交换相互作用战胜热涨落，系统倾向于让相邻自旋同向. 宏观上出现
非零的自发磁化：

〈m〉 6= 0.

3



系统自发选择了一个磁化方向，比如“向上”. 一旦选定了这个方向，整体翻转 σi → −σi就会把它变成“向
下”，物理状态改变了. 因此低温相不再具有完全的旋转对称性，尽管哈密顿量依然具有旋转对称性. 这就是
所谓对称性自发破缺.

总之，对无序相，系统在所有简并状态之间涨落，宏观序参量为零，对称性未破缺. 对有序相，系统自发
选择某一个简并状态，宏观序参量非零，对称性发生自发破缺. 相变正是发生在无序相与有序相之间的转变
点. 为了定量描述有序与无序的区别，引入序参量，它在无序相中为零，在有序相中非零，能在两相之间区
分不同的物理状态. 不同的相变有不同的序参量：

系统 序参量 对称性

铁磁体 磁化强度m Z2（σi → −σi）

液气系统 密度差 ρ− ρc Z2（ρ− ρc → −(ρ− ρc)）

超流体 复序参量 ψ = ρeiθ U(1)（ψ → ψeiθ0）

超导体 复序参量 ψ U(1)（忽略规范场时）

各向同性磁体 三分量磁化矢量m O(3)

序参量在低温相中为什么能取非零值？关键在于温度. 温度低时，热涨落弱，相互作用起主导作用，系
统倾向于进入能量较低的“有序”状态. 温度高时，熵项 TS 在自由能 F = U − TS 中占主导，系统倾向于

进入状态数更多的“无序”状态.

1.3 临界指数与标度律

前面已经看到，临界点附近序参量趋于零、响应函数发散. 实验发现，这些量在临界点附近的幂律行为
可以用一组临界指数描述.
以铁磁体为例，定义约化温度

t ≡ T − Tc
Tc

,

它在临界点处为零. 常用的幂律为

m(t, h = 0) ∼ (−t)β , t→ 0−, (2)

m(t = 0, h) ∼ h
1
δ , h→ 0, (3)

χ(t, h = 0) ∼ |t|−γ
, t→ 0, (4)

Ch(t, h = 0) ∼ |t|−α
, t→ 0, (5)

ξ(t, h = 0) ∼ |t|−ν
, t→ 0, (6)

Gc(r) ∼
1

rd−2+η
, t = 0. (7)

这里每个符号的含义是

指数 描述的量

α 热容的奇异部分

β 序参量

γ 磁化率

δ 临界等温线

ν 关联长度

η 临界点处关联函数的幂律修正
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幂律前的系数是依赖材料的. 例如，χ ∼ A± |t|−γ 中的 A+、A−与材料、晶格、相互作用强度都有关. 但指数
本身与材料无关.

六个临界指数并不是彼此独立的. 它们之间满足若干标度关系，例如：

α+ 2β + γ = 2, (Rushbrooke) (8)

γ = ν(2− η), (Fisher) (9)

γ = βcrit(δ − 1), (Widom) (10)

νd = 2− α, (Josephson). (11)

只要确定两个指数，其他指数都可以由标度关系推出.

1.4 普适类

临界现象最惊人的事实是许多微观上完全不同的系统，在临界点附近具有完全相同的一组临界指数. 例
如：

• 液气临界点（水、二氧化碳、氦⋯⋯）；
• 单轴铁磁体（铁、钴、镍⋯⋯）；
• 二元混合物的浓度差.

这些系统在微观尺度上完全不同，但只要它们的维数、序参量分量数、相互作用范围和对称性相同，它们的

临界指数就相同. 这种现象称为普适性.
按照临界指数相同的原则，可以把系统分成若干普适类. 决定普适类的主要因素有三个：

1. 空间维数 d：例如 d = 2, 3, 4的行为不同；

2. 序参量分量数 n：例如标量 n = 1、平面矢量 n = 2、三分量矢量 n = 3；

3. 相互作用范围与对称性：短程还是长程，离散还是连续对称性.
最常见的普适类有

普适类 n 对称性 代表系统

Ising 1 Z2 单轴磁体、液气临界点、二元混合物

XY 2 O(2) 超流体、平面磁体

Heisenberg 3 O(3) 各向同性磁体

我们来研究液气系统的格点气模型. 考虑一个规则晶格，每个格点要么被一个粒子占据，要么空着. 定义
占据数

ni =

1, 格点i被占据,

0, 格点i空着.
(12)

粒子之间存在最近邻吸引，化学势为 µ. 格点气模型的哈密顿量为

Hgas = −4Jnn
∑
⟨ij⟩

ninj − µ
∑
i

ni +常数, (13)

其中第一项促使相邻格点同时被占据，第二项控制粒子数. 令

ni =
1 + σi

2
, σi = 2ni − 1 ∈ {−1,+1}. (14)

当 ni = 1时 σi = +1，当 ni = 0时 σi = −1. 把 ni = (1 + σi)/2代入式 (13)，逐项计算. 哈密顿量变成

Hgas = −Jnn
∑
⟨ij⟩

σiσj −
µ+ 2zJnn

2

∑
i

σi +常数, (15)
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其中 z是配位数. 只要令
h =

µ+ 2zJnn
2

. (16)

这就是最近邻 Ising模型
HIsing = −Jnn

∑
⟨ij⟩

σiσj − h
∑
i

σi, (17)

也就是说，格点气模型和 Ising模型具有完全相同的哈密顿量，两个模型的物理量一一对应：

Ising模型 格点气模型

自旋 σi = ±1 占据数 ni = 0, 1

磁化强度m 密度偏差 ρ− ρc

外场 h 化学势 µ的偏移

铁磁交换 Jnn 粒子间吸引

高温无序相 高密度/低密度均匀相
低温有序相m = ±m0 高密度相 /低密度相

液气临界点之所以与单轴铁磁临界点共享同一组临界指数，正是因为格点气模型给出了从液气系统到铁磁系

统的映射.

2 从粒子走向场

一个微观状态可由全部粒子的坐标与动量 {qi,pi}、全部自旋 {si}，或格点占据数 {ni}指定. 正则系综
给出状态 µ的概率

pµ =
e−βTEµ

Z
, Z =

∑
µ

e−βTEµ , βT = (kBT )
−1. (18)

自由能 F = −kBT lnZ 原则上包含全部平衡热力学信息. 困难在于，宏观物质有约 1023个自由度；即使知道

微观相互作用，也通常无法直接求和.
另一方面，宏观平衡态只需压力、体积、温度、磁化强度等少数变量描述. 真正的问题不是逐个追踪粒

子，而是解释：

1. 相互作用怎样产生固体、磁体、超流体等新的集体状态？
2. 相变附近为何出现适用于不同材料的临界指数？
3. 哪些低能激发能够在热涨落中轻易出现，并被散射实验看到？
在统计物理中我们一般采用粗粒化的手段. 以磁体为例，在每个介观小体积 ∆V 中平均许多微观自旋，

定义

m(x) =
1

N∆V

∑
i∈∆V (x)

si. (19)

选择尺度使

a0 � ℓ = (∆V )
1
d � ξ. (20)

左边的不等式保证一个小块内含有很多粒子，局部平均有统计意义；右边的不等式保证我们没有把临界涨落

也平均掉. 由此得到缓慢变化的场m(x)，块平均后的主要傅里叶分量满足

|q| < Λ ∼ ℓ−1. (21)
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也就是说，粗粒化把波长小于 ℓ的短波涨落平均掉了，剩下的场m(x)只能描述波长大于 ℓ的变化. 要注意
与原始晶格的微观紫外截断 a−1

0 相区分：a−1
0 是原始晶格理论的最大波数，而粗粒化场的截断是 ℓ−1. 因为

a0 � ℓ，所以 ℓ−1 � a−1
0 . 有效场论只在 q ≲ ℓ−1 内有效，不应外推到 q ∼ a−1

0 .
粗粒化不是可逆变换，许多微观状态对应同一介观场. 被消去的短程自由度仍然留下影响，但其影响被

吸收到有效耦合常数中.
下面我们用最熟悉的谐振子链演示粗粒化的过程. 考虑质量为M、平衡间距为 a0 的一维粒子链. 令 un

为第 n个粒子偏离平衡位置的位移，并取短程二次相互作用：

H =
∑
n

p2n
2M

+
1

2

∑
j≥1

Kj

∑
n

(un+j − un)
2. (22)

这里我们计入了非最近邻相互作用的贡献，但不意味着相互作用本身是长程的. 短程体现在 Kj 随 j 快速衰

减，例如指数衰减或足够快的幂律衰减，使得
∑
j

j2Kj 收敛. 离散傅里叶变换把不同波矢的模式解耦，给出

ω2(k) =
2

M

∑
j≥1

Kj

[
1− cos(jka0)

]
. (23)

在 ka0 � 1时，1− cosx =
x2

2
+O(x4)，所以

ω(k) ' v |k| , v = a0

√∑
j j

2Kj

M
. (24)

非最近邻相互作用 Kj 改变声速 v，却不改变 ω ∝ |k|的长波形式. 这说明相互作用的细节进入系数，却不影
响最低阶幂律.

把 un 平滑为 u(x)后，均匀平移 u 7→ u+ c禁止不含导数的势能项，最低阶连续理论因此是

H[u] =

∫
dx

[
ρ

2
u̇2 +

K

2
(∂xu)

2 +
L

2
(∂2xu)

2 + · · ·
]
. (25)

长波极限中 k2项压过 k4项，运动方程再次给出 ω =

√
K

ρ
|k|. 平移对称性保证 k = 0时 ω = 0；结合小 k解

析性和 k → −k对称性，ω2(k)的最低阶项只能是 k2，开方后得到线性色散. 系数 v由微观细节决定.
量子化后，每个声子模式都是玻色谐振子. 若在 d维有一个纵模和 d− 1个横模，且 ωL,T = vL,T k，则略

去零点能后的能量密度为
UT

V
=

∫
ddk

(2π)d

[
ℏvLk

eβTℏvLk − 1
+ (d− 1)

ℏvT k
eβTℏvT k − 1

]
(26)

=
Sd−1

(2π)d
Γ(d+ 1)ζ(d+ 1)

(kBT )
d+1

ℏd
[
v−d
L + (d− 1)v−d

T

]
. (27)

于是

CV ∝ T d. (28)

一维单支声子给出
CV

L
=
πk2BT

3ℏv
，三维则得到熟悉的 CV ∝ T 3.

3 Landau–Ginzburg有效理论

Ising磁体和格点气体虽有不同的微观变量，却共享一个标量序参量及其反演对称性. 现在把这种共同的
长波结构提升为连续场论.
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粗粒化后，把某个序参量场构型m(x)出现的概率记为W [m]. 定义无量纲有效哈密顿量

βTHeff [m] ≡ − lnW [m], (29)

则配分函数形式上为泛函积分

Z =

∫
Dm e−βTHeff [m]. (30)

所谓泛函积分，可先把空间离散成 N 个介观格点，再取极限：∫
Dm ≡ lim

N→∞

N∏
i=1

∫
dnmi, (31)

同时保留紫外截断 Λ ∼ ℓ−1. 截断提醒我们有效场论只描述长波模式，不应被外推到任意短距离.
对短程相互作用、均匀且各向同性的系统，Landau–Ginzburg形式来自四个原则.

1. 局域性与均匀性：相距很远的小块近似独立，所以有效作用量可写成局域密度的空间积分；均匀系统
的系数不显含位置.

2. 解析性：一个介观块中平均了很多微观变量，短程非解析细节被平滑掉，因而可对m及其梯度作幂级

数展开.
3. 对称性：零外场下若微观系统有O(n)旋转对称性，则H[Rm] = H[m]. 允许的无梯度标量从m2, (m2)2, . . .

构造；各向同性空间的最低阶梯度标量是 (∇m)2.
4. 稳定性：m → ∞时 e−βTH[m] 必须可积，故截断展开中的最高次偶次项系数应为正；同样需要正的梯

度刚度（即 (∇m)2 前的系数）以避免m的波数 q趋于∞时的不稳定性.
于是最简单的模型为

βTH[m] = βTF0 +

∫
ddx

[
K

2
(∇m)2 +

a(T − Tc)

2
m2 + u(m2)2 − βTh ·m

]
(32)

其中 K > 0, u > 0, a > 0，而 a(T − Tc)穿过临界点时变号. 式 (32)已经包含被积掉的短程自由度的能量与
熵. 因此 a, u,K 本身可以是温度的解析函数. 虽然统计权重写成 exp(−βTHeff)，不能断言式中每个系数都简

单地正比于
1

T
.

4 平均场近似

4.1 鞍点近似

解析计算式 (30)很难. 系统体积很大时，βTH[m]也很大，e−βTH[m]被指数压低，Z由其极小值主导. 忽
略极小值周围的涨落，便得到鞍点或平均场近似. 若 K > 0且边界条件均匀，最小构型取常数m(x) = m.
令磁化方向沿外场，问题化为最小化单位体积的势能

Ψ(m) =
a(T − Tc)

2
m2 + um4 − βThm. (33)

状态方程是
dΨ

dm
= a(T − Tc)m+ 4um3 − βTh = 0. (34)

4.2 Weiss平均场近似

回到最近邻模型 (1). 设规则晶格的配位数为 z，即每个格点有 z个最近邻. 写 σi = m+ δσi，则

σiσj = mσi +mσj −m2 + δσiδσj . (35)
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Weiss平均场近似忽略最后的关联涨落项. 利用键数为
Nz

2
，并注意每个自旋在最近邻求和中出现 z次，得到

HMF = −(zJnnm+ h)
∑
i

σi +
NzJnn

2
m2. (36)

这样，原来相互作用的自旋系统变成了处于有效场

heff = h+ zJnnm (37)

中的独立自旋. 单自旋配分函数为 2 cosh(βTheff)，故每格点平均场自由能为

fMF(m) =
zJnn
2

m2 − kBT ln
[
2 cosh

(
βT(zJnnm+ h)

)]
. (38)

令
∂fMF

∂m
= 0，得到自洽方程

m = tanh [βT(zJnnm+ h)]. (39)

在零场和小m下，自洽方程右端的斜率为 βTzJnn. 非零解出现于斜率越过 1的位置，因此

kBT
MF
c = zJnn. (40)

这一结果只含配位数，预示简单平均场无法分辨具有相同 z而空间结构不同的晶格.

4.3 Bragg–Williams近似与 Landau系数

平均场也可从能量–熵竞争直接得到. 给定磁化m时，向上与向下自旋数为

N+ =
N(1 +m)

2
, N− =

N(1−m)

2
. (41)

Bragg–Williams近似把各格点取向看作统计独立，故 Ω =
N !

N+!N−!
. 用 Stirling公式，熵密度为

s(m)

kB
= −1 +m

2
ln

1 +m

2
− 1−m

2
ln

1−m

2
. (42)

近邻乘积也被因子化为 〈σiσj〉 ' 〈σi〉 〈σj〉 = m2，因此

fBW(m) = −zJnn
2

m2 − hm+ kBT

[
1 +m

2
ln

1 +m

2
+

1−m

2
ln

1−m

2

]
. (43)

最小化式 (43)再次得到式 (39). 对小m展开，清楚地看到 Landau结构：

βTfBW(m) = − ln 2− βThm+
1

2
(1− βTzJnn)m

2 +
1

12
m4 +O(m6). (44)

与式 (32)对照可知
a(T − Tc) = 1− βTzJnn, u =

1

12
. (45)

4.4 平均场临界指数

令 βTh = 0，式 (34)因式分解为

m
(
a(T − Tc) + 4um2

)
= 0. (46)

当 T > Tc 时，a(T − Tc) > 0，唯一稳定解为m = 0. 当 T < Tc 时，a(T − Tc) < 0，m = 0变为极大值，两

个简并极小值为

m0 = ±
√
a(Tc − T )

4u
. (47)

故

|m0| ∝ (Tc − T )
1
2 , βMF =

1

2
. (48)

9



在 T = Tc 时，状态方程退化为

βTh = 4um3, m =

(
βTh

4u

) 1
3

. (49)

与m ∼ βTh
1
δ 比较得到

δMF = 3. (50)

对式 (34)作微分：

χ−1 =
∂(βTh)

∂m

∣∣∣∣
βTh=0

= a(T − Tc) + 12um2. (51)

高温侧m = 0，低温侧使用m2
0 =

a(Tc − T )

4u
，得到

χ =


[a(T − Tc)]

−1, T > Tc,

[−2a(T − Tc)]
−1, T < Tc.

(52)

所以

γMF = 1,
A+

A−
= 2. (53)

指数和振幅比在该近似下是普适的，单个振幅却含有 a等材料参数.
把稳定解代回无量纲势 Ψ = βTf . 高温侧m = 0，奇异部分为零；低温侧

βTfs =
a(T − Tc)

2
m2

0 + um4
0 (54)

=
a(T − Tc)

2

(
a(Tc − T )

4u

)
+ u

(
a2(Tc − T )2

16u2

)
= −a

2(Tc − T )2

16u
. (55)

因此临界点两侧的奇异热容趋于

cs ≡
Cs

V
−→


0, T → T+

c ,

kBa
2T 2

c

8u
, T → T−

c .

(56)

临界点处热容有限但有跳变，即

αMF = 0. (57)

真实热容还含解析背景项；α = 0表示奇异部分不是幂律发散.
对 Bragg–Williams展开，直接得到

m2 ' 3
Tc − T

Tc
, (58)

χh '


[kB(T − Tc)]

−1, T > Tc,

[2kB(Tc − T )]−1, T < Tc,

(59)

h ' kBTc
3

m3, (60)

Ch

N
−→


3

2
kB, T → T−

c ,

0, T → T+
c .

(61)

这些是 Ising平均场的具体振幅；指数仍是同一组 α = 0, β =
1

2
, γ = 1, δ = 3，晶格类型只进入 zJnn . 这既展

示了平均场的统一性，也暴露了它丢失空间结构的局限.
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4.5 Bethe近似

Weiss平均场把每个自旋的近邻自旋替换成全局平均磁化m，得到自洽方程. 临界温度

kBT
MF
c = zJnn. (62)

这个结果只依赖配位数 z. 例如一维链 z = 2给出 Tc = 2Jnn/kB，但一维链实际上没有有限温相变. 问题出在
哪里？

Weiss平均场把所有相邻自旋的关联都完全因子化了：

〈σiσj〉 = 〈σi〉 〈σj〉 = m2. (63)

也就是说，它认为一个自旋的近邻自旋完全不受这个自旋的影响，只感受到全局平均场. 这显然过于粗糙.
Bethe近似保留了中心自旋与它的最近邻之间的局域关联，因此比Weiss平均场精确.
考虑规则晶格上的一个自旋 σ0 及其 z个最近邻. 我们想把 σ0 和它的近邻自旋之间的关系处理得更精细.

困难在于：这些自旋不仅与 σ0耦合，还与其他自旋耦合. 空腔法的想法是，把中心自旋 σ0从晶格中“挖掉”，

留下一个空腔. 空腔周围有 z个近邻自旋. 这些近邻自旋感受到的不仅是中心自旋，还有来自空腔外其他自旋
的影响. 把来自空腔外的影响总结成一个有效的“空腔场”. 具体来说，令mc 表示删去中心自旋后，某个近

邻自旋所感受到的、来自其他所有方向（不包括中心自旋）的有效磁化. 这个mc 就是空腔磁化.
先考虑一条键上的两个自旋. 设一个自旋感受到外场 H，其热平均为

〈σ〉 = tanh(βTH). (64)

现在考虑空腔中的一个近邻自旋 σ1，它与中心自旋 σ0 有耦合 −Jnnσ0σ1，同时还感受到来自空腔外的有效
场. 来自空腔外的有效场由 z− 1条其他键贡献，每条键另一端的自旋平均取向为mc，所以它对 σ1的贡献是

Jnnmc. 因此 z − 1条键共贡献

(z − 1)Jnnmc. (65)

加上外场 h和与中心自旋的耦合 Jnnσ0，近邻自旋感受到的局部场为

H1 = h+ Jnnσ0 + (z − 1)Jnnmc. (66)

于是

〈σ1〉σ0
= tanh

[
βT
(
h+ Jnnσ0 + (z − 1)Jnnmc

)]
. (67)

近邻自旋的热平均应该等于空腔磁化 mc. 但 σ0 可以取 ±1，所以要对 σ0 的两种取值做平均. 更精确地
说，空腔磁化mc定义为近邻自旋在“没有中心自旋”的条件下的平均取向. 用 tI ≡ tanh(βTJnn)来化简. 利
用恒等式

tanh(A+ βTJnnσ0) =
tanhA+ σ0tI
1 + σ0tI tanhA

, (68)

再对 σ0 平均，得到空腔磁化的自洽方程

mc = tanh [βTh+ (z − 1) artanh(tImc)]. (69)

零场 h = 0下，在mc = 0附近线性化. 利用 artanh(tImc) ' tImc，得

mc ' tanh
[
(z − 1)tImc

]
' (z − 1)tImc. (70)

非零解出现的条件是斜率越过 1：
(z − 1)tI = 1. (71)

代入 tI = tanh(βTJnn)，得到 Bethe临界温度

(z − 1) tanh(βT,cJnn) = 1 ⇐⇒ βT,cJnn =
1

2
ln

z

z − 2
. (72)
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对一维链，z = 2，Weiss给出 kBTc = 2Jnn，Bethe给出

βT,cJnn =
1

2
ln

2

0
→ ∞ =⇒ Tc = 0. (73)

这与一维链的精确结果一致，一维链没有有限温相变. 对二维方格，z = 4，Weiss给出 kBTc = 4Jnn，Bethe
给出

kBTc =
2Jnn
ln 2

= 2.885 . . . Jnn. (74)

精确解为 kBTc = 2.269 . . . Jnn. Bethe显著改善了Weiss的结果，但仍高于精确值.
Bethe近似把晶格看成树状结构. 从中心自旋出发，每条分支向外延伸，分支之间没有闭合回路. 它假设

不同分支传给中心的信息是独立的. 在真实晶格中，临近自旋之间存在闭合回路，这些回路在临界点附近非
常重要. 此外，即使保留了一个中心自旋和它的临近自旋的关联，Bethe近似仍然没有正确处理临界点附近发
散的长程涨落. 因此它给出的临界指数仍然是平均场型：

α = 0, β =
1

2
, γ = 1, δ = 3, ν =

1

2
, η = 0. (75)

Bethe近似在无穷树上可以沿分支传播任意远的关联，因而并未截断关联长度；它的关键缺陷是把不同分支
视为独立，忽略欧氏晶格中的闭合回路及其临界涨落.

5 涨落、关联与低能激发

5.1 关联函数与关联长度

设序参量场为m(x). 我们关心的是：相距 r = |x− y|的两点，其序参量涨落是否相关. 为此首先定义两
点关联函数

G(x,y) = 〈m(x)m(y)〉 . (76)

但即使m(x)与m(y)完全独立，这一项也不为零，因为它包含 〈m(x)〉 〈m(y)〉. 真正的“关联”指的是涨落
围绕平均值的相关，所以定义连通关联函数

Gc(x,y) = 〈m(x)m(y)〉 − 〈m(x)〉 〈m(y)〉. (77)

当 x与 y相距很远时，两者涨落独立，Gc → 0. 这正是“连通”的含义：只保留真正相关的部分.
在均匀相中，平移不变性和旋转不变性给出

Gc(x,y) = Gc(|x− y|). (78)

记 r = |r|，写作 Gc(r).
关联长度 ξ的定义来自实空间关联函数的长距离衰减行为. 在临界点附近，连通关联函数写成标度形式

Gc(r) ∼
1

rd−2+η
G
(
r

ξ

)
. (79)

这里 G 是标度函数. 对长距离极限 r � ξ，G(r/ξ) ∼ e−r/ξ，于是

Gc(r) ∼
1

rd−2+η
e−

r
ξ , r � ξ. (80)

关联函数指数衰减，积分
∫

ddr Gc(r)收敛. 对短距离极限 r � ξ，G(r/ξ) →常数，式 (79)给出临界点的纯

幂律

Gc(r) ∼
1

rd−2+η
, r � ξ. (81)

在严格临界点处 ξ → ∞，G →常数，式 (79)退化为纯幂律. 这说明临界点处涨落在所有尺度上相关，不存在
特征长度.
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我们还可以定义动量空间结构因子 S(q)，它与实空间关联函数 Gc(r)互为傅里叶变换：

S(q) =

∫
ddr Gc(r)e

−iq·r, Gc(r) =

∫
ddq

(2π)d
S(q)eiq·r. (82)

S(q)描述波矢 q 上的涨落强度，可直接与散射实验比较；Gc(r)描述相距 r 的两点涨落有多相关. 在临界点
附近，Gc(r) ∼ r−(d−2+η)，对应 S(q) ∝ q−2+η .

5.2 涨落–响应关系

磁场 h与总磁矩M 的耦合为 −hM . 配分函数

Z(h) = Tr exp[−βTH0 + βThM ] (83)

给出

〈M〉 = ∂ lnZ

∂(βTh)
. (84)

再求一次导数：

χtot ≡
∂ 〈M〉
∂h

= βT
∂2 lnZ

∂(βTh)2
(85)

= βT

(〈
M2
〉
− 〈M〉2

)
. (86)

由M =

∫
ddxm(x)，并利用平移不变性，

χtot = βT

∫
ddxddy Gc(x− y) (87)

= βTV

∫
ddr Gc(r). (88)

因此单位体积磁化强度的磁化率 χ =
χtot

V
满足

χ = βT

∫
ddr Gc(r). (89)

若关联在 r � ξ 时指数衰减，积分的有效体积约为 ξd，有 χ ∼ ξd. 所以 χ → ∞必然伴随 ξ → ∞. 这是涨
落–耗散关系. 磁化率 χ是宏观响应函数，Gc(r)是微观涨落关联. 式 (89)把二者联系起来，系统越容易被外
场极化，其平衡态中自发涨落的空间关联就越强、关联长度就越大. 液–气临界点附近的乳光现象，是密度涨
落在可见光波长尺度上仍相关的直接表现.

把式 (79)代入式 (89)，径向积分的有效上限由 G 在 r ∼ ξ处的衰减给出：

χ ∼
∫ ξ

dr rd−1r−(d−2+η) ∼ ξ2−η. (90)

配合 ξ ∼
∣∣∣∣T − Tc

Tc

∣∣∣∣−ν

，得到 Fisher标度关系

γ = ν(2− η). (91)

如果没有 G，直接对纯幂律积分到无穷会在 η < 2时发散，得不到有限结果. 标度函数提供了自然截断.

5.3 高斯涨落与 Ornstein–Zernike形式

令m(x) = m0 + φ(x)，在均匀极小值附近展开到二阶：

βTH ' βTH[m0] +
1

2

∫
ddx

[
K(∇φ)2 +Ψ′′(m0)φ

2
]
, (92)
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其中

Ψ′′(m0) = a(T − Tc) + 12um2
0 (93)

是势能的二阶导数，即纵向恢复力. 傅里叶变换后

βTH2 =
1

2

∫
ddq

(2π)d
[
Kq2 +Ψ′′(m0)

]
|φq|2. (94)

不同 q的模式完全解耦，每个模式都是独立的高斯变量. 对复高斯变量做标准积分：∫
dφq exp

[
−1

2
Aq|φq|2

]
∝ A−1

q ,
〈
|φq|2

〉
=

1

Aq
, (95)

其中 Aq = Kq2 +Ψ′′(m0). 因此结构因子为

S(q) ≡
〈
|φq|2

〉
=

1

Kq2 +Ψ′′(m0)
≡ K−1

q2 + ξ−2
, (96)

其中定义了

ξ−2 =
Ψ′′(m0)

K
, ξ2 =

K

Ψ′′(m0)
. (97)

式 (96)就是 Ornstein–Zernike形式.
式 (97)只是从 S(q)分母中提取出一个具有长度量纲的量 ξ. 下面我们验证 ξ 就是关联长度. 把式 (96)做

傅里叶逆变换，得到实空间连通关联函数：

Gc(r) =

∫
ddq

(2π)d
K−1

q2 + ξ−2
eiq·r. (98)

在 d = 3时，取球坐标并先做角向积分：

Gc(r) =
K−1

(2π)3

∫ ∞

0

dq q2
1

q2 + ξ−2
· 4π sin(qr)

qr
=
K−1

2π2r

∫ ∞

0

dq
q sin(qr)

q2 + ξ−2
. (99)

被积函数在复 q平面上的极点为

q = ± i

ξ
. (100)

取上半平面极点 q = i/ξ，用留数定理得到∫ ∞

0

dq
q sin(qr)

q2 + ξ−2
=
π

2
e−

r
ξ . (101)

因此

Gc(r) =
K−1

4π

e−
r
ξ

r
. (102)

这正是 Yukawa势的形式. 把它与关联长度的定义

Gc(r) ∼ e−
r
ξ , r → ∞ (103)

对比，立刻看到，式 (96)分母中出现的 ξ，确实就是实空间关联函数的衰减长度. 一般地，若 S(q) = A/(q2 +

ξ−2)，则它在复 q平面上的极点为 q = ±i/ξ. 傅里叶变换后，实空间衰减由极点的虚部决定：

Gc(r) ∼ e−
r
ξ . (104)

所以动量空间中“极点离实轴的距离”1/ξ，恰好等于实空间中的指数衰减率. 1/ξ 称为“质量”，ξ 称为

“Compton波长”或关联长度. 二者通过傅里叶变换严格对应.
在 d维中，傅里叶变换给出

Gc(r) ∼
1

r(d−2)/2

K(d−2)/2(r/ξ)

(r/ξ)(d−2)/2
, (105)

其中Kν 是第二类修正贝塞尔函数. 当 r � ξ时Kν(r/ξ) ∼ e−r/ξ，所以关联长度仍然是 ξ.
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临界点处 Ψ′′(m0) = 0，于是 ξ−1 = 0，结构因子退化为

S(q) ∝ 1

q2
. (106)

与一般临界形式 S(q) ∝ q−2+η 比较，得到

ηMF = 0. (107)

η称为反常维度，描述临界点处关联函数偏离自由场行为的程度. 平均场忽略涨落相互作用，因此 η = 0.

5.4 关联长度的平均场结果

式 (97)给出
ξ2 =

K

Ψ′′(m0)
. (108)

分高温相和低温相两种情况. 高温侧 a(T − Tc) > 0，m0 = 0，所以 Ψ′′(m0) = a(T − Tc)，

ξ+ =

√
K

a(T − Tc)
. (109)

低温侧 a(T − Tc) < 0，有序相极小值为m2
0 =

a(Tc − T )

4u
，所以

Ψ′′(m0) = a(T − Tc) + 12u · a(Tc − T )

4u
= −2a(T − Tc), (110)

ξ− =

√
K

−2a(T − Tc)
=

√
K

2a(Tc − T )
. (111)

于是

νMF =
1

2
,

ξ+
ξ−

=
√
2. (112)

临界点处恢复力 Ψ′′ 变为零，任意长波长的涨落都变软，关联长度发散，微观尺度不再能决定全部物理.

5.5 普通临界点的 Ginzburg判据

鞍点近似忽略了 m0 周围的涨落. 要检验它，比较一个关联体积 ξd 内的均方涨落与平均序参量平方. 高
斯近似下，数量级为 〈

(δm)2
〉
ξ
∼
∫
q≲ξ−1

ddq

(2π)d
1

Kq2 + |a(T − Tc)|
(113)

∼ K− d
2 |a(T − Tc)|

d
2−1. (114)

而低温有序相中

m2
0 ∼ |a(T − Tc)|

u
. (115)

两者之比为 〈
(δm)2

〉
ξ

m2
0

∼ uK− d
2 |a(T − Tc)|

d−4
2 . (116)

平均场要求此比值远小于 1. 于是：
• d > 4时，比值在 T → Tc 时趋于零，平均场临界指数通常成立；

• d < 4时，比值在临界点附近增大，足够接近 Tc 时平均场必然失效；

• d = 4是上临界维数，通常出现对数修正.
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6 对称性破缺与低能涨落

6.1 连续对称性：Goldstone模式

对 n分量序参量m = (m1, . . . ,mn)，零场 Landau势为

V (m) =
a(T − Tc)

2
m2 + u(m2)2, m2 =

n∑
i=1

m2
i . (117)

它只依赖m2，所以在任意 O(n)旋转下不变：

V (Rm) = V (m), R ∈ O(n). (118)

当 T < Tc 时，a(T − Tc) < 0，极小值满足

|m| = m0 =

√
a(Tc − T )

4u
, (119)

但方向任意. 极小值集合是 n维内部空间中的一个 (n− 1)维球面 Sn−1：

m0 = m0n̂, n̂ ∈ Sn−1. (120)

系统选择一个方向 n̂之后，哈密顿量的 O(n)对称性仍然成立，但具体平衡态不再保持该对称性，这就是自

发对称性破缺.
要研究低能涨落，需要在极小值m0 附近把势能展开到二阶. 为此引入 Hessian矩阵

Hij ≡
∂2V

∂mi ∂mj

∣∣∣∣
m0

. (121)

Hessian矩阵 Hij 是势能在极小值处的曲率矩阵. 把它对角化，就得到各个内部方向上的本征曲率. 曲率越大，
沿该方向移动序参量所需付出的能量代价越高；曲率为零，说明沿该方向移动序参量不改变势能. H 的本征
值就是各方向的“质量平方”.

对式 (117)求一阶导：
∂V

∂mi
= a(T − Tc)mi + 4umi(m

2). (122)

再求二阶导：
∂2V

∂mi ∂mj
= a(T − Tc)δij + 4u δij(m

2) + 8umimj . (123)

在极小值m0 = m0n̂处，m2
0 = m2

0，因此

Hij =
[
a(T − Tc) + 4um2

0

]
δij + 8um2

0 n̂in̂j . (124)

极小值球面 Sn−1 在m0 处有两个互相垂直的特殊方向

• 纵向方向 n̂：从球心指向极小值的径向方向. 沿这个方向移动，会改变 |m|，离开极小值球面.
• 横向方向 t̂：在球面上垂直于 n̂的方向. 沿这个方向移动，|m|保持不变，只是在球面上滑动.

把 Hessian投影到这两个方向，就得到两个本征曲率.
沿 n̂方向，

m2
L ≡ n̂iHij n̂j =

[
a(T − Tc) + 4um2

0

]
+ 8um2

0 = a(T − Tc) + 12um2
0. (125)

代入m2
0 =

a(Tc − T )

4u
得到

m2
L = a(T − Tc) + 12u · a(Tc − T )

4u
= a(T − Tc) + 3a(Tc − T ) = −2a(T − Tc) > 0. (126)

纵向曲率为正，说明沿径向改变序参量大小需要付出能量. 对应的纵向模式是有质量激发. 沿任意横向方向 t̂
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（满足 t̂ · n̂ = 0），

m2
T ≡ t̂iHij t̂j = a(T − Tc) + 4um2

0 = a(T − Tc) + a(Tc − T ) = 0. (127)

横向曲率为零，说明沿横向移动序参量（即旋转其方向）不改变势能. 对应的横向模式在 q = 0处没有质量，

这就是 Goldstone模式. 极小值球面 Sn−1 上的所有点势能都相同. 在球面上移动m0 不改变 |m|，因此也不
改变 V . 沿横向方向的二阶导数自然为零. 这就是连续对称性自发破缺产生无质量模式的根本原因.

把序参量在极小值附近的涨落分解为两部分：

m = (m0 + σ)n̂+ π, n̂ · π = 0. (128)

其中 σ是沿 n̂的纵向幅度涨落，改变序参量大小；π是垂直于 n̂的横向角涨落，改变序参量方向，共 n− 1

个独立分量.
把势能在m0 附近展开到二阶，得到

V (m0 + δm) ' V (m0) +
1

2
m2

Lσ
2 +

1

2
m2

T |π|2 . (129)

由式 (126)和式 (127)，
V (m0 + δm) ' V (m0)− a(T − Tc)σ

2. (130)

纵向涨落获得正的恢复力 −a(T − Tc) > 0；横向涨落不受势能约束.
考虑超流体相位场，对于 n = 2，把序参量写成复场

ψ(x) = ρ(x)eiθ(x). (131)

梯度项满足

|∇ψ|2 = (∇ρ)2 + ρ2(∇θ)2. (132)

在低温有序相中，幅度近似固定为 ρ0，于是

βTHθ =
ρs
2

∫
ddx (∇θ)2, ρs = Kρ20. (133)

这里的 θ就是横向相位涨落，把 ψ乘一个整体相位因子 ψ 7→ ψeiθ0，对应于在极小值圆上旋转，不改变势能.
所以 θ没有 θ2 项，只有梯度项 (∇θ)2. 傅里叶变换后

βTHθ =
ρs
2

∫
ddq

(2π)d
q2 |θq|2 , (134)

βHθ ∝ q2 → 0. 这是 Goldstone模式无能隙的具体表现.
连续对称性还给出横向磁化率的发散. 一个很小的无量纲横向源主要旋转序参量方向而不改变其长度，

故 χ =
m

βTh
，在 βTh→ 0且m 6= 0时发散. 这与横向曲率为零是同一个物理事实的两种表述.

6.2 离散对称性：连续场论中的畴壁

对标量场，即单个序参量m，低温相有两个彼此不能连续旋转连接的真空

m = −m0 和 m = +m0. (135)

它们之间隔着势垒m = 0. 如果系统的空间边界条件强迫

m(x→ −∞) = −m0, m(x→ +∞) = +m0, (136)

那么左侧区域处在 −m0 真空，右侧区域处在 +m0 真空. 两相之间必须有一个过渡区域，把 −m0 逐渐变成

+m0. 这个过渡区域就是畴壁，它有一定的宽度 w. 在三维中，畴壁是一个二维面，把两个不同真空的区域分
开. 比如一块磁体，左半边磁化朝上，右半边磁化朝下，中间那一层就是畴壁. 畴壁的单位面积能量就是它的
界面张力.
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连续对称性下，极小值构成球面 Sn−1，任意两个真空可以用缓慢旋转连接，不存在“必须经过势垒”的

问题. 比如 n = 2时，m可以在平面上从任意方向连续转到任意方向，不需要畴壁. 离散对称性下，极小值
是孤立的两个点 ±m0，它们之间隔着势垒m = 0. 要在一个空间区域内从 −m0变到 +m0，就必须经过势垒.
这就是畴壁存在的根本原因.

在连续场论中，畴壁的总自由能为

βTF

A
=

∫ ∞

−∞
dx

[
K

2

(
dm

dx

)2

+ V (m)

]
, V (m) =

a(T − Tc)

2
m2 + um4. (137)

如果整个系统都处在均匀真空m = m0，自由能密度是 V (m0). 畴壁区域中m(x)不是常数. 自由能比均匀真
空要高，高出来的部分就是超额自由能

βTFwall

A
=

∫ ∞

−∞
dx

[
K

2

(
dm

dx

)2

+ V (m)− V (m0)

]
. (138)

这里 A是畴壁的横截面积，在三维中畴壁是二维面，A是它的面积；在一维模型中，畴壁是一个点，A只是

一个形式上的归一化因子. 当 x→ ±∞时，m→ ±m0，
dm

dx
→ 0，V (m)− V (m0) → 0，所以被积函数在两

端都趋于零，积分有限.
要找到使式 (138)最小的畴壁构型m(x)，对泛函变分. 被积函数

L(m,m′) =
K

2
(m′)2 + V (m)− V (m0) (139)

不显含 x，Euler–Lagrange方程为
∂L
∂m

− d

dx

∂L
∂m′ = 0. (140)

计算
∂L
∂m

= V ′(m),
∂L
∂m′ = Km′, (141)

所以

V ′(m)−Km′′ = 0, Km′′ = V ′(m). (142)

代入 V ′(m) = a(T − Tc)m+ 4um3

−K d2m

dx2
+ a(T − Tc)m+ 4um3 = 0. (143)

取试探解

mw(x) = m0 tanh
x− x0
w

, (144)

其中m0 是真空值，w是待定的畴壁宽度，x0 是畴壁中心位置.
令 y =

x− x0
w
，利用

d2

dy2
tanh y = −2 tanh y sech2 y = 2 tanh y(tanh2 y − 1), (145)

代入式 (143). 左边

−Km′′
w = −Km0

w2
· 2 tanh y(tanh2 y − 1) =

2Km0

w2
tanh y (1− tanh2 y). (146)

右边

a(T − Tc)m0 tanh y + 4um3
0 tanh

3 y. (147)

比较 tanh y和 tanh3 y的系数. tanh3 y项给出

−2Km0

w2
= 4um3

0 =⇒ w2 =
K

2um2
0

. (148)
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tanh y项给出
2Km0

w2
= a(T − Tc)m0 =⇒ w2 =

2K

a(T − Tc)
. (149)

两者一致，要求

m2
0 =

a(Tc − T )

4u
, (150)

这正是极小值条件. 最终得到

m2
0 =

a(Tc − T )

4u
, w =

√
2K

a(Tc − T )
. (151)

畴壁宽度 w =

√
2K

a(Tc − T )
与关联长度 ξ =

√
K

2a(Tc − T )
同阶：

w =
√
2 ξ. (152)

接近临界点时 T → Tc，a(Tc −T ) → 0，w → ∞，畴壁越来越宽. 在临界点处，两个真空的区分完全消失，畴
壁也不再是明确的界面. 畴壁中心 x0可以取任意值，反映系统的平移对称性，畴壁可以放在空间中的任意位

置，能量不变.
将式 (143)乘以m′ 并积分：

−Km′′m′ + V ′(m)m′ = 0 =⇒ d

dx

[
−K

2
(m′)2 + V (m)

]
= 0. (153)

因此
K

2
(m′)2 = V (m)− V (m0), (154)

其中积分常数由 x→ ±∞时m′ → 0，V (m) → V (m0)确定.
把式 (154)代回式 (138)：

βTFwall

A
=

∫
dx

[
K

2
(m′)2 + V (m)− V (m0)

]
(155)

=

∫
dx

[
K

2
(m′)2 +

K

2
(m′)2

]
= K

∫
dx (m′)2. (156)

这就是界面张力：

βTσ =
βTFwall

A
= K

∫ ∞

−∞
dx (m′)2. (157)

由m′ = m0w
−1 sech2 y，dx = w dy，

βTσ = K

∫ ∞

−∞

m2
0

w2
sech4 y · w dy =

Km2
0

w

∫ ∞

−∞
sech4 y dy. (158)

得到

βTσ =
4Km2

0

3w
. (159)

代入m2
0 =

a(Tc − T )

4u
和 w =

√
2K

a(Tc − T )
：

βTσ =
4K

3
· a(Tc − T )

4u
·
√
a(Tc − T )

2K
=

√
K [a(Tc − T )]3/2

3
√
2u

. (160)

因此

σ ∝ (Tc − T )
3
2 . (161)

温度越接近临界点，制造畴壁的自由能代价越小；在临界点处 σ → 0，两个相的区分消失.
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畴壁不是普通的涨落，而是一种拓扑缺陷. 它之所以必须存在，是因为边界条件强迫 −m0 和 +m0 出现

在空间的不同区域，两者之间的过渡无法避免.
在离散对称性系统中，畴壁是低能激发的主要形式之一. 它的能量代价正比于它的面积：

βTFwall = σA. (162)

在二维和三维中，畴壁的面积可以很大，能量代价也很大，因此低温下畴壁不容易出现. 但在一维中，畴壁
只是一个点，能量代价有限，而位置熵可以很大，所以畴壁会大量出现，破坏长程有序，这就是“畴壁能熵

竞争”.

7 低维 Ising模型精确解与畴壁能-熵竞争

7.1 一维 Ising链的转移矩阵精确解

考虑一维 Ising链，含 N 个自旋 σi = ±1，周期边界条件 σN+1 = σ1. 哈密顿量为

H = −Jnn
N∑
i=1

σiσi+1 − h

N∑
i=1

σi, Jnn > 0. (163)

配分函数为

ZN =
∑
{σi}

exp

[
βTJnn

N∑
i=1

σiσi+1 + βTh

N∑
i=1

σi

]
. (164)

把外场能平均分给相邻两根键，定义转移矩阵

Pσ,σ′ = exp

[
βTJnnσσ

′ +
βTh

2
(σ + σ′)

]
. (165)

这样，相邻两个自旋 σi, σi+1 之间的键和它们各自的外场能都包含在 Pσi,σi+1 中. 把式 (164)写成矩阵乘积的
形式：

ZN =
∑

σ1,...,σN

Pσ1,σ2Pσ2,σ3 · · ·PσN ,σ1 = TrPN . (166)

这里 P 是 2× 2矩阵，行和列分别对应 σ = ±1.
利用 σσ′ 和 σ + σ′ 的取值，可以显式写出

P =

(
eβT(Jnn+h) e−βTJnn

e−βTJnn eβT(Jnn−h)

)
. (167)

本征值

λ± = eβTJnn cosh(βTh)±
√

e2βTJnn sinh2(βTh) + e−2βTJnn . (168)

配分函数为

ZN = TrPN = λN+ + λN− . (169)

设 |λ+| ≥ |λ−|. 在热力学极限 N → ∞中，

ZN = λN+

[
1 +

(
λ−
λ+

)N
]
' λN+ , (170)

因为 |λ−/λ+| < 1，第二项指数衰减. 于是

f = −kBT lim
N→∞

1

N
lnZN = −kBT lnλ+. (171)

这只需要最大本征值，因此一维链的热力学完全由 λ+ 决定.
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零场 h = 0时，

λ+ = eβTJnn + e−βTJnn = 2 cosh(βTJnn), λ− = eβTJnn − e−βTJnn = 2 sinh(βTJnn). (172)

于是

f = −kBT ln
(
2 coshβTJnn

)
. (173)

磁化强度由自由能对 h求导给出

m = −∂f
∂h

= kBT
1

λ+

∂λ+
∂h

. (174)

在 h = 0时，λ+ = 2 cosh(βTJnn)与 h无关，所以m = 0. 对任意 T > 0，先令 h→ 0都得到m = 0，且自由

能是解析的. 因此一维有限程 Ising模型不存在有限温相变. 更一般地，可以显式算出

m(h, T ) =
sinh(βTh)√

sinh2(βTh) + e−4βTJnn

. (175)

当 h→ 0时分子 sinh(βTh) → 0，所以m→ 0.
在 h = 0时，还可以算出内能

U

N
= − ∂

∂βT

(
βTf

N

)
= −Jnn tanh(βTJnn). (176)

热容
CV

N
=

∂

∂T

(
U

N

)
= kB(βTJnn)

2 sech2(βTJnn). (177)

和零场磁化率

χ = βTe
2βTJnn . (178)

这些量在任意 T > 0都光滑. 平均场在正温度制造出的热容跳变，在精确解中变成平滑的热容峰；零场磁化
率则随降温迅速增大，并只在真正的临界端点 T = 0发散.

7.2 关联长度与畴壁密度

零场时，转移矩阵的本征值的比值为
λ−
λ+

=
2 sinh(βTJnn)

2 cosh(βTJnn)
= tanh(βTJnn). (179)

转移矩阵方法给出两点关联函数

〈σiσi+n〉 =
(
λ−
λ+

)n

=
[
tanh(βTJnn)

]n
. (180)

写成指数衰减形式

〈σiσi+n〉 =
[
tanh(βTJnn)

]n
= exp (n ln tanh(βTJnn)) . (181)

与标准的指数衰减形式

〈σiσi+n〉 = exp

(
−na0

ξ

)
(182)

对比，得到

−a0
ξ

= ln tanh(βTJnn). (183)

解出

ξ = − a0
ln tanh(βTJnn)

. (184)
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低温时 βTJnn � 1，令 x = βTJnn. 利用

tanhx =
1− e−2x

1 + e−2x
' 1− 2e−2x +O(e−4x), (185)

取对数：

ln tanhx ' ln(1− 2e−2x) ' −2e−2x +O(e−4x). (186)

代入式 (184)：
ξ ' − a0

−2e−2βTJnn
=
a0
2
e2βTJnn . (187)

因此低温下关联长度按 e2βTJnn 指数增长，但只有在 T = 0时才真正发散.
相邻两个自旋 σi, σi+1 之间存在畴壁，当且仅当它们取向相反. 构造指示函数

1− σiσi+1

2
=

0, σi = σi+1,

1, σi = −σi+1.
(188)

它的热平均就是畴壁出现的概率：

ρdw =

〈
1− σiσi+1

2

〉
=

1− 〈σiσi+1〉
2

. (189)

利用式 (180)中 n = 1的结果 〈σiσi+1〉 = tanh(βTJnn)，得到

ρdw =
1− tanh(βTJnn)

2
. (190)

低温时 tanh(βTJnn) ' 1− 2e−2βTJnn，代入得

ρdw ' 1− (1− 2e−2βTJnn)

2
= e−2βTJnn . (191)

畴壁平均间距为
a0
ρdw

' a0 e
2βTJnn = 2 · a0

2
e2βTJnn ' 2ξ. (192)

也就是说，畴壁平均间距与关联长度只差一个 O(1)的常数因子. 在低温下，畴壁稀少，畴壁间距很大，畴
（序参量取同一真空值的空间区域）很大，看上去几乎有序. 但只要 T > 0，ρdw > 0，畴壁密度非零，ξ仍有

限. 只有 T = 0时 ρdw = 0，ξ → ∞，才真正出现长程有序.

7.3 畴壁的能量–熵竞争：维数为什么重要

考虑一维短程 Ising开链，基态所有自旋同向，能量为 −NJnn. 插入一个畴壁意味着在某处有一对相邻
自旋反向，破坏一根铁磁键，能量代价为 2Jnn（因为 σiσi+1 从 +1变成 −1，能量增加 2Jnn）.

畴壁可以放在 N − 1个可能的位置上（不能放在链的两端之外）. 所以单畴壁的自由能变化为

∆Fwall = 2Jnn − kBT ln(N − 1). (193)

对任意固定 T > 0，当 N → ∞时，
∆Fwall → −∞. (194)

也就是说，熵项 kBT ln(N − 1)总是胜过能量代价 2Jnn. 畴壁大量出现，把长链切成正负磁化相间的有限畴.
因此一维有限程 Ising模型没有有限温铁磁相变.
二维中，考虑一条长度为 L的闭合畴壁，把一块面积为 L2 的区域与外界分开. 畴壁每前进一步会破坏

一根键，所以能量代价正比于畴壁长度：

∆E ' 2JnnL. (195)
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畴壁的位置自由度也随长度增长. 设畴壁每前进一步有 µ种有效选择（例如 µ ' 2：向左或向右），则畴壁的

熵为

Swall ∼ kBL lnµ. (196)

于是畴壁的自由能变化为

∆F (L) ∼ L(2Jnn − kBT lnµ). (197)

当

kBT <
2Jnn
lnµ

, (198)

时，2Jnn − kBT lnµ > 0，∆F (L)随 L增长而增大. 能量项压制住熵项，宏观畴壁被抑制，长程有序成为可
能.

取 µ = 2，得到

kBT
est
c ' 2Jnn

ln 2
= 2.885 . . . Jnn. (199)

这与二维方格 Ising模型的精确值

kBT
(2d)
c =

2Jnn

ln(1 +
√
2)

= 2.269185 . . . Jnn (200)

已经相当接近.

7.4 长程作用

考虑长程 Ising模型
H = −JL

∑
i

∑
j<i

σiσj
|i− j|α

, 1 < α < 2. (201)

与短程一维链不同，这里每个自旋与所有其他自旋都有耦合，耦合按幂律 |i− j|−α衰减. 因为 1 < α < 2，衰

减足够慢，仍属于长程相互作用.
平均场中一个自旋感受到的交换场为

hMF = 2JL
∑
j ̸=i

1

|i− j|α
m ≈ 2JLζ(α)m, (202)

其中 ζ(α) =

∞∑
r=1

r−α 是黎曼 zeta函数. 因此粗略地

kBT
MF
c = 2JLζ(α). (203)

更关键的是畴壁能量的尺度. 考虑长度为 L的反向畴，它与外界之间有许多跨越边界的长程键. 畴壁能
量随尺度增长为

∆Ewall(L) ∝ JL

L∑
r=1

r1−α ∝ JLL
2−α. (204)

因为 1 < α < 2，2− α > 0，所以 ∆Ewall(L)随 L增长.
而畴壁的位置熵只按对数增长：

∆Swall ∼ kB lnL. (205)

能量项按 L2−α 增长，熵项按 lnL增长. 对于 1 < α < 2，能量项最终占优. 因此短程一维链的简单畴壁增殖
论证不再成立，有限温有序变得可能. 这说明，空间维数之外，相互作用范围同样决定相变. 短程一维链没有
有限温相变，但长程一维链在 1 < α < 2时可以有有限温相变.
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8 Landau理论的扩展：一级相变与三临界点

8.1 允许三次项时的一级相变

标准 Landau势只含m2和m4，在m 7→ −m下不变，相变是连续的，序参量在 Tc处连续趋于零，m0 ∝
(Tc − T )1/2.

如果系统对称性允许三次项，势能写成

Ψ(m) =
a(T − Tc)

2
m2 + cm3 + um4, u > 0. (206)

三次项在m 7→ −m下变号，因此只有不具备 Z2 对称性的系统的势能中才可能出现三次项.
一级相变的条件是m = 0与某个m∗ 6= 0同时为极小值，且自由能相等

Ψ′(m∗) = a(T − Tc)m∗ + 3cm2
∗ + 4um3

∗ = 0, (207)

Ψ(m∗) = Ψ(0) = 0. (208)

第一式除以m∗，第二式除以m2
∗，相减得

cm∗ + 2um2
∗ = 0 =⇒ m∗ = − c

2u
. (209)

再代回即得

a(T∗ − Tc) =
c2

2u
> 0. (210)

T > T∗ 时全局极小值是m = 0；T < T∗ 时全局极小值变成m = m∗. 在 T = T∗ 处两个极小值自由能相

等，序参量从 0直接跳到m∗，中间没有连续过渡. 这就是一级相变. 连续相变发生在 a(T − Tc) = 0处，而一

级相变发生在 a(T∗ − Tc) =
c2

2u
> 0，也就是 T∗ = Tc +

c2

au
> Tc. 此时二次项仍在把系统推向无序相，但三

次项与四次项的合作已经产生了有序相的极小值，并与m = 0的自由能相等.
Ising模型零场下具有m 7→ −m对称性，所有奇次项必须消失，因此 c = 0，不会出现一级相变. 这也是

Ising转变能连续发生的对称性基础. Ising模型的自然推广是 Potts模型：每个格点取 q个状态之一：

σi ∈ {1, 2, . . . , q}. (211)

哈密顿量为

H = −J
∑
⟨ij⟩

δσi,σj , J > 0, (212)

相邻格点倾向于处于同一状态. 当 q = 2时，σi ∈ {1, 2}，令 σi =
3

2
− 1

2
si，si = ±1，就回到 Ising模型. 因此

q = 2的 Potts模型就是 Ising模型.
当 q ≥ 3 时，Potts 模型的序参量不再是一个标量，而是一个矢量. 以 q = 3 为例，三个状态可以记为

1, 2, 3，对应的序参量可以写成三个简并的基态，构成一个等边三角形. 它的对称群是 S3，而不再是 Z2. 在
q = 3的 Potts模型中，序参量的对称性允许三次不变量. 因此平均场理论会预言一级相变，正如上面推导的
那样. 这是 Potts模型与 Ising模型最重要的区别之一.

可是，二维 q = 3 Potts模型的真实转变是连续的，而不是一级的. 这说明，允许三次项是平均场中一级
相变的重要信号，但不是绝对判据. 平均场忽略涨落，因此对相变性质（一级还是二级）的判断不一定可靠；
在低维系统中，涨落可以抹平平均场所预言的一级跳变，使其变成连续相变.
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8.2 六次势与三临界指数

当四次系数也可变号时，需要六次项稳定势能：

Ψ(m) =
a(T − Tc)

2
m2 + um4 + vm6 − βThm, v > 0. (213)

先令 βTh = 0 . 当 u > 0时，连续相变线是 T = Tc. 当 u < 0时，一级相变点必须同时满足 Ψ′(m∗) = 0与

Ψ(m∗) = Ψ(0). 写 x = m2
∗，这两个条件给出

a(T − Tc) + 4ux+ 6vx2 = 0, (214)
a(T − Tc)

2
+ ux+ vx2 = 0. (215)

相减后可得

m2
∗ = − u

2v
, a(Tfo − Tc) =

u2

2v
, (u < 0). (216)

因此 u > 0的连续相变线与 u < 0的一级相变线在 T = Tc, u = 0汇合；这里就是三临界点. 靠近该点时，需
要同时调节温度型变量 T 和第二个控制参数 u.

在三临界点附近，令 u = 0，T = Tc. 零场状态方程为

a(T − Tc)m+ 6vm5 = 0. (217)

低温侧 T < Tc 有

m4
0 = −a(T − Tc)

6v
=
a(Tc − T )

6v
, m0 ∼ (Tc − T )

1
4 , βtri =

1

4
. (218)

临界等温线上 βTh = 6vm5，所以

δtri = 5. (219)

磁化率在高温侧仍为 [a(T − Tc)]
−1，故 γtri = 1. 低温侧无量纲奇异自由能为

βTfs =
a(T − Tc)

2
m2

0 + vm6
0 =

a(T − Tc)

2
m2

0 −
a(T − Tc)

6
m2

0 =
a(T − Tc)

3
m2

0 (220)

∝ −|T − Tc|
3
2 . (221)

乘回解析因子 kBT 不改变幂律，故与 fs ∼ |T − Tc|2−α 比较得到

αtri =
1

2
. (222)

8.3 三临界点的 Ginzburg判据与上临界维数

把式 (116)检验普通临界点的思路写成只含临界指数的形式. 在一个关联体积内，序参量涨落相对平均
值的数量级为

RG ∼ χ

ξdm2
0

∼
∣∣∣∣T − Tc

Tc

∣∣∣∣ν(d−2)−2β

, (223)

其中在平均场中用了 χ ∼ ξ2. 要使 RG → 0，需要

d > 2 +
2β

ν
. (224)

普通临界点的平均场指数为 βMF =
1

2
, ν =

1

2
，故 dc = 4. 三临界点沿特殊温度路径有 βtri =

1

4
. 利用

m4
0 =

a(Tc − T )

6v
，其纵向曲率为

Ψ′′(m0) = a(T − Tc) + 30vm4
0 = −4a(T − Tc), ξ2 =

K

Ψ′′(m0)
∝ |T − Tc|−1, (225)
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故 νtri =
1

2
. 代回一般条件可得

dc,tri = 3. (226)

3恰处于其上临界维数，Landau三临界指数通常只受到对数修正；这也是三临界平均场理论在三维体系中格
外成功的原因.
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