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1 问题与约定

我们考虑三个问题 [2]。第一是平衡化：一个可观测量的期望值是否在大多数长时间内接近某个稳定值？
第二是热化：这个稳定值是否等于统计力学的热平衡预测？第三是本征态热化：单个能量本征态的局部观测

结果，是否已经接近热平衡预测？

我们统一记号如下，N 为系统自由度数或表征系统大小的参数；L,M 为格点模型中的格点数和粒子数；

|n⟩, En 为完整哈密顿量的能量本征态和本征值；cn, pn 为初态展开系数与权重，pn = |cn|2；E0, σE 为初态

平均能量与能量标准差；∆mc为微正则能量窗宽度；Omn = ⟨m|Ô|n⟩；ω = En −Em为能量差；O为可观测

量期望值的无限长时间平均；Er 为随机向量或随机矩阵模型的平均。

D是能量壳内的态数，即该子空间的维数。若投影算符为 P̂W =
∑

En∈W
|n⟩⟨n|，则

D = Tr P̂W =
∑

En∈W
1, (1)

有简并时按简并度计数。微正则系综的归一化：

ρ̂mc =
P̂W

D
, Tr ρ̂mc =

Tr P̂W

D
=

D
D

= 1. (2)

它与态密度的关系是

D =

∫
W
ρdos(E) dE ≃ ρdos(E0)∆mc, (3)

即态密度是“单位能量内的态数”，乘上窗宽才得到窗内总态数。

平滑态密度 ρdos(E)表示单位能量内的态数。有限系统的严格态密度是
∑
n

δ(E−En)，为一堆离散尖峰；

平滑态密度取能量 E 附近小窗 ∆（满足 δlev ≪ ∆ ≪ N），用窗内态数除以窗宽：

ρdos(E) ≃ ∆N

∆
. (4)

它表示单位能量内平均有多少个态。为避免对有量纲的态密度直接取对数，选取固定参考能量宽度 ∆∗，定

义

s(E) = ln[ρdos(E)∆∗] . (5)

若能量窗内态密度变化不大，则 D ∼ es(E)。这里 s(E)是无量纲微正则熵，物理熵为 kBs(E)，
∆mc

∆∗
只贡献

非指数前因子。非指数前因子指乘在指数项 e−s 前、不随系统大小 N 指数变化的因子，例如多项式、对数、

平滑函数 fO(Ē, ω)、谱方差 vmc(A)等。它不改变指数标度，只影响有限尺寸修正。

2 孤立系统为什么能具有温度？

设系统的完整初态为 |ψ(0)⟩，其演化为

|ψ(t)⟩ = e−iĤt/ℏ|ψ(0)⟩. (6)

只要系统孤立，完整状态始终包含初态信息，反向演化原则上可以恢复初态。然而，测量局部密度、少数粒

子的动量或附近格点的关联时，实验结果往往只取决于能量、粒子数和体积。温度正是对这类宏观状态的描

述。因此真正的问题是：为什么对局部或少体可观测量而言，极其复杂的纯态可以呈现简单的热平衡性质？

我们并不要求纯态变成混态，只要求某一类测量无法有效区分该纯态与相应热系综。

考虑互不耦合的量子振动模式：

Ĥ0 =
∑
q

ℏωq

(
n̂q +

1

2

)
, n̂q = â†qâq. (7)
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由于 [Ĥ0, n̂q] = 0，海森堡方程给出
d

dt
⟨n̂q⟩ =

i

ℏ
⟨[Ĥ0, n̂q]⟩ = 0. (8)

设最初各模式接近 Bose-Einstein分布，随后只激发特定频率范围，使对应模式多出一批声子。式 (8)表明，这
些额外声子不会被其他模式吸收，系统无法只靠自身演化恢复到一个由单一温度确定的分布。加入非谐相互

作用，例如散射项

Ĥint =
∑

q1q2q3q4

gq1q2q3q4 â
†
q1 â

†
q2 âq3 âq4 , (9)

一般会有 [Ĥint, n̂q] ̸= 0，不同模式之间可以交换占据和能量。这说明相互作用可以解除热化的障碍，但不能

据此断言任何非零相互作用都保证 ETH。
对经典系统，用 Γ = (q1, . . . , qN , p1, . . . , pN )表示相空间中的一点。只有能量约束时，微正则平均为

⟨O⟩mc =

∫
dΓ δ(E −H(Γ))O(Γ)∫

dΓ δ(E −H(Γ))
. (10)

在适当遍历条件下，它等于典型轨道的长期时间平均。测度 dΓ δ(E − H) =
dΣ

|∇H|
是能量面上的不变测度。

若还有其他守恒量，必须同时加入约束。遍历性与混沌并不相同，前者关系到长期平均是否等于相空间平均，

后者关系到轨道对初始条件的敏感性。

量子问题不能照搬经典轨道图像。两个量子态在相同哈密顿量下演化，其内积满足

⟨ϕ(t)|ψ(t)⟩ = ⟨ϕ(0)|ψ(0)⟩. (11)

因此它们在希尔伯特空间中的距离也不变。经典混沌中轨道可以指数分离，但量子态不会在希尔伯特空间指

数发散。量子混沌表现在能级统计、ETH、纠缠增长等方面。

3 从薛定谔演化到对角系综

把初态按 Ĥ 的本征态展开：

Ĥ|n⟩ = En|n⟩, |ψ(0)⟩ =
∑
n

cn|n⟩,
∑
n

|cn|2 = 1, cn = ⟨n|ψ(0)⟩. (12)

任意时刻的状态为

|ψ(t)⟩ =
∑
n

cne
−iEnt/ℏ|n⟩. (13)

因此

O(t) ≡ ⟨ψ(t)|Ô|ψ(t)⟩

=
∑
n

pnOnn +
∑
m ̸=n

c∗mcne
i(Em−En)t/ℏOmn. (14)

对角部分不随时间变化，非对角部分随相对相位变化。

对一个能量差 ∆E，
1

T

∫ T

0

ei∆Et/ℏdt = ei∆ET/(2ℏ) sin
(
∆ET
2ℏ
)

∆ET
2ℏ

, (15)

其模不超过
2ℏ

|∆E|T
，故 T → ∞时趋于零。假设能级无简并，就得到

O ≡ lim
T→∞

1

T

∫ T

0

O(t)dt =
∑
n

pnOnn. (16)
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定义 ρ̂DE =
∑
n

pn|n⟩⟨n|，则 O = Tr(ρ̂DEÔ)。对角系综保留全部 pn，通常不是微正则系综。实际密度矩阵仍

为 ρ̂(t) = |ψ(t)⟩⟨ψ(t)|，包含非对角相干项；ρ̂DE 只描述长期平均，不代表系统真的失去相干性。

若存在简并，设 P̂α投影到能量 Eα的整个简并子空间，则更一般的结果为 ρ̂ =
∑
α

P̂αρ̂(0)P̂α。同一简并

子空间内部的相干项不会被时间平均消去，因此讨论 ETH和能级统计前应先处理对称性。
取以 E0 为中心的能量区间

W =

[
E0 −

∆mc

2
, E0 +

∆mc

2

]
, (17)

其投影算符和态数为

P̂W =
∑

En∈W
|n⟩⟨n|, D = Tr P̂W . (18)

微正则系综是

ρ̂mc =
P̂W

D
, Omc =

1

D
∑

En∈W
Onn. (19)

对比：

O =
∑
n

pnOnn, Omc =
∑

En∈W

1

D
Onn. (20)

前者用初态决定的权重，后者用相等权重。为什么权重不同却能给出近似相同的结果？这是 ETH要回答的核
心问题。

4 ETH的内容与适用范围

对合适的局部或少体可观测量，写出

Onn = Oth(En) + rn, (21)

其中 Oth(E)是平滑的热力学函数，rn 是小残差。物理上，Oth(E)可取为能量 E 附近微正则系综的平滑平

均：

Oth(E) ≃ 1

D(E)

∑
En∈W(E)

Onn, (22)

其中W(E)是以 E 为中心的小能量窗。它只依赖能量密度
E

N
，是平滑函数，不依赖具体本征态。它不是对

离散点Onn做插值得到的曲线，而是能量E附近许多本征态期望值的平滑平均。插值曲线会穿过每个点，而

Oth只描述整体趋势，允许小残差 rn。热力学极限下，能级间距 δlev ∼ e−s指数小，态密度 ρdos ∼ es指数大。

只要能量密度
E

N
位于态密度指数大的热力学相关区域，窗内就包含指数多个本征态，微正则平均定义良好。

ETH认为，在满足条件的多体混沌系统中，相邻能量本征态的这些残差很小，典型标度为

Eloc[r
2
n] ∼ e−s(En) ×非指数前因子. (23)

Eloc 是在一个固定哈密顿量的小能量窗内，对本征态矩阵元做局部统计平均。例如对窗W 内的残差 rn，定

义

Eloc[r
2
n] =

1

DW

∑
En∈W

r2n. (24)

它不是对随机哈密顿量或外加噪声求平均，系统本身是确定的，只是把确定的矩阵元按能量窗口分组做局部

统计。这里“局部”指的是能量局部，不是空间局部。
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能量本征态演化为 |n(t)⟩ = e−iEnt/ℏ|n⟩，只乘一个整体相位。整体相位不可观测，因此任意算符的期望
值 ⟨n(t)|Ô|n(t)⟩ = Onn 不随时间变化。本征态是定态，本身不会发生弛豫。“本征态热化”是指它的静态局

部观测值 Onn 已经接近热平衡预测 Oth(En)，而不是说它会随时间演化到热平衡。

常用 ETH表述为 [1, 3]
Omn = Oth(Ē)δmn + e−

s(Ē)
2 fO(Ē, ω)Rmn, (25)

其中 Ē =
Em + En

2
，ω = En − Em。其中：

• Oth(Ē)给出热平衡期望值；

• e−
s
2 表示单个随机矩阵元的典型小振幅；

• fO(Ē, ω)描述可观测量的平滑能量和频率结构；
• Rmn 表示快速不规则变化的部分，局部均值为零。

对厄米算符必须满足 Onm = O∗
mn，因此 Rmn 不能被看成所有指标上完全独立的随机变量。

固定能量密度区域和可观测量，定义本征态偏差 dn = |Onn −Oth(En)|。弱 ETH要求对任意固定 ϵ > 0，

满足 dn > ϵ的本征态比例在热力学极限中趋于零。强 ETH要求相关能量区域中最大的本征态偏差也趋于零，
即 max

n∈W
dn → 0。弱 ETH仍允许少数异常本征态；若某初态权重主要落在异常态上，普通热化可能失败。因

此，“大多数本征态是热的”不能直接推出“所有初态都热化”。

不能要求所有算符满足 ETH。例如投影算符 Ô = |n∗⟩⟨n∗|，有 Onn = δn,n∗，能完整区分被选中的本征

态，并不具有平滑热力学行为。

5 ETH如何使长期平均成为热平均？

定义 E0 =
∑
n

pnEn，σ2
E =

∑
n

pn(En − E0)
2。对多体局部可观测量，热平均主要依赖能量密度：

Oth(E) = a(e), e =
E

N
. (26)

因此重要的窄分布条件是
σE
N

→ 0，而不是要求总能量标准差必须小于某个固定常数。例如 σE = O(
√
N)也

满足条件，即使总能量分布随 N 变宽，能量密度分布仍会变窄。

将式 (21)代入长期平均：
O =

∑
n

pnOth(En) +
∑
n

pnrn. (27)

在 E0 附近展开 Oth(En)：

Oth(En) = Oth(E0) +O′
th(E0)(En − E0)

+
1

2
O′′

th(E0)(En − E0)
2 + · · · . (28)

利用
∑
n

pn = 1、
∑
n

pn(En − E0) = 0，得到

O = Oth(E0) +
1

2
O′′

th(E0)σ
2
E +

∑
n

pnrn + · · · . (29)

由式 (26)，O′
th(E) =

a′(e)

N
，O′′

th(E) =
a′′(e)

N2
。在 a′′ 有界的能量密度区域，

O −Oth(E0) = O

(
σ2
E

N2

)
+
∑
n

pnrn + · · · . (30)

若 σ2
E = O(N)，能量宽度修正为 O(N−1)。
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只要初始时权重不可忽略的那些本征态（即 pn足够大的本征态）在局部测量上足够相似（即残差 rn足

够小），不同的分布 {pn}就会给出相近的平均值。推导只用了
∑
n

pn = 1和 Onn ≃ Oth，不依赖 pn 的具体

形状。热化不要求初态等权，只要集中在窄能量密度范围内，并且该范围内的本征态的局部观测值足够相似，

长期平均就会是热的。

6 误差估计与尾部问题

前面得到一个形式上恒成立的展开式

O = Oth(E0) +
1

2
O′′

th(E0)σ
2
E +

∑
n

pnrn + · · · . (31)

要从它得到有用的误差界，必须把求和分成“窗口部分”和“尾部部分”分别处理。

选定一个以 E0 为中心的能量窗

W = [E0 − δ, E0 + δ] (32)

定义尾部

T = {En : En /∈ W} (33)

长期平均可以拆为

O =
∑

En∈W
pnOnn︸ ︷︷ ︸

窗口部分

+
∑

En∈T
pnOnn︸ ︷︷ ︸

尾部部分

(34)

相应误差拆为

∆ = O −Oth(E0) = ∆W +∆T . (35)

把 Onn = Oth(En) + rn 代入窗口部分：

∆W =
∑

En∈W
pnOth(En) +

∑
En∈W

pnrn −Oth(E0). (36)

在 E0 附近泰勒展开 Oth(En)，利用
∑

En∈W
pn ≃ 1、

∑
pn(En − E0) ≃ 0、

∑
pn(En − E0)

2 ≃ σ2
E，得到

∆W ≃ 1

2
O′′

th(E0)σ
2
E +

∑
En∈W

pnrn + · · · . (37)

假设在窗W 内
|rn| ≤ ϵETH, |O′′

th(E)| ≤ K (38)

就得到窗口部分的误差界

|∆W | ≤ ϵETH +
K

2
σ2
E (39)

它由两个来源组成，本征态本身不够热（ϵETH），以及初态能量分布不够窄（
K

2
σ2
E）。

尾部部分为

∆T =
∑

En∈T
pnOnn. (40)

即使 En 在窗口之外，rn 按定义仍是 En 处微正则平均的残差，与 E0 无关。但如果假设 ETH只在靠近 E0

区域成立，那么尾部区域可能 ETH本身不成立，rn 不再小。此外，En 远离 E0 时，泰勒展开也失效。因此
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不能把尾部并入窗口误差，必须单独用算符范数来控制，若 Ô有界，则 |Onn| ≤ ∥Ô∥。于是

|∆T | ≤ ∥Ô∥
∑

En∈T
pn = ∥Ô∥Ptail, (41)

其中

Ptail =
∑

En /∈W

pn (42)

是尾部总概率。

把式 (39)与式 (41)合并，得到

|O −Oth(E0)| ≤ ϵETH +
K

2
σ2
E + ∥Ô∥Ptail. (43)

假设初态在两个相隔宏观能量的窗口中各有一半权重，p(E) ≃ 1

2
p1(E) +

1

2
p2(E)。即使每个窗口内都

满足 ETH，也只会得到 O ≃ 1

2
Oth(E1) +

1

2
Oth(E2)。对非线性热力学函数，一般有

Oth(E1) +Oth(E2)

2
̸=

Oth

(
E1 + E2

2

)
。所以 ETH不保证任意初态都能用一个温度描述，窄能量密度分布不可省略。

7 时间涨落

平均值正确不代表已经平衡。例如，取二能级系统 Ĥ =
∆

2
σ̂z，Ô = σ̂x，|ψ(0)⟩ = |+⟩+ |−⟩√

2
。演化得到

O(t) = cos(∆t/ℏ)，O = 0，σ2
O,time =

1

2
。长期平均为零，但系统仍持续大幅振荡。因此要计算

σ2
O,time = |O(t)−O|2. (44)

由式 (14)，
O(t)−O =

∑
m ̸=n

c∗mcnOmne
i(Em−En)t/ℏ. (45)

平方后时间积分含有 ei[(Em−En)−(Ep−Eq)]t/ℏ。要求非零能隙没有简并，即不存在两对不同的能级，恰好给出

相同的能量差：

Em − En = Ep − Eq ̸= 0 =⇒ m = p, n = q. (46)

于是得到

σ2
O,time =

∑
m ̸=n

pmpn|Omn|2. (47)

若被占据的能量区域较窄，即有显著贡献的m,n都满足 Em ≈ En ≈ E0，代入 |Omn|2 = e−s(Ē)|fO|2|Rmn|2，
则

σ2
O,time ≈ e−s(E0)

∑
m ̸=n

pmpn|fO|2|Rmn|2 (48)

在正常统计行为下

σ2
O,time ∼ e−s(E0) ×非指数前因子. (49)

定义有效参与态数 deff =
1∑
n p

2
n

。对有界厄米算符，利用 pmpn ≤ p2m + p2n
2

及 |Omn|2 = |Onm|2，得到

σ2
O,time ≤

∥Ô∥2

deff
. (50)
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这说明在非简并能隙条件下，如果初态是许多本征态的叠加，deff 很大，时间涨落的上界就很小，O(t)在绝

大多数时间内非常接近它的长期平均 O. 但 O =
∑
n

pnOnn依赖于 {pn}，它要成为热平均 Oth(E0)还依赖于

ETH条件。
取偏离阈值 η > 0，由切比雪夫不等式，长期时间测度满足

Frac{t : |O(t)−O| ≥ η} ≤
σ2
O,time

η2
(51)

这里的 Frac表示满足条件的时间集合占总时间的比例，也就是归一化时间测度。小时间方差意味着显著偏

离的时间比例小，但这不提供首次到达平衡的时间，也不排除罕见复现。

8 随机矩阵

8.1 能级排斥的物理来源

先看一个最简单的二能级系统。设两个“原始”态 |1⟩和 |2⟩的能量为 E
(0)
1 和 E

(0)
2 ，它们之间没有耦合

时，哈密顿量是对角的：

H0 =

(
E

(0)
1 0

0 E
(0)
2

)
. (52)

此时本征态就是 |1⟩和 |2⟩本身，互不混合。
现在加入一个非零耦合 V12 ̸= 0：

H =

(
E

(0)
1 V12

V21 E
(0)
2

)
, V21 = V ∗

12. (53)

这个非对角元就是两个态之间的耦合强度或跃迁振幅。它使原来的态不再独立，真正的本征态变成它们的线

性组合：

|±⟩ = 1√
2

(
|1⟩ ± eiφ|2⟩

)
, φ = arg V12. (54)

这就是“混合”，非零矩阵元把两个态耦合起来，本征态不再是原来的基态。

两个本征值之差为

E+ − E− =

√(
E

(0)
1 − E

(0)
2

)2
+ 4|V12|2. (55)

只要 V12 ̸= 0，这个间距就永远大于零，不可能变为零。也就是说，非零耦合把两个能级推开，使它们不能交

叉，这就是能级排斥。

能级排斥是同一对称性扇区内部的现象。如果两个态具有相同的守恒量本征值（例如相同的粒子数、动

量、宇称），它们之间没有对称性禁止耦合，矩阵元一般非零，因此会混合并排斥。如果两个态属于不同扇

区，对称性要求它们之间的矩阵元严格为零：

⟨ψ1|Ĥ|ψ2⟩ = 0, q1 ̸= q2. (56)

没有耦合，就没有混合，也没有排斥。不同扇区的能级可以任意靠近甚至简并，这种简并是对称性保护的。

因此，做能级统计前必须先分离粒子数、动量、宇称等对称性扇区，再在每个扇区内部独立对角化。混

合不同扇区会人为地引入大量小间距，破坏能级排斥的诊断。
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8.2 高斯正交系综与能级排斥

在量子混沌系统中，同一扇区内的能级统计可以用高斯正交系综（GOE）描述。GOE是由实对称随机矩
阵组成的系综，矩阵元服从高斯分布，并且在正交变换下保持不变。它适用于具有时间反演对称性和自旋旋

转对称性的复杂系统。

考虑一个 2× 2实对称矩阵

H =

(
a b

b d

)
. (57)

本征值之差为

δ =
√

(a− d)2 + 4b2 = 2
√
x2 + y2, x =

a− d

2
, y = b. (58)

在 GOE中，(x, y)的联合分布是旋转对称的高斯分布：

P (x, y) ∝ e−α(x2+y2). (59)

令 x = r cos θ，y = r sin θ，面积元为 dx dy = r dr dθ。积分掉角度后得到

P (δ) ∝ δ e−Bδ2 . (60)

小间距概率正比于 δ，说明两个能级恰好靠得很近的概率为零。这就是能级排斥。

将间距除以平均间距，记

u =
δ

⟨δ⟩
, ⟨u⟩ = 1. (61)

设 P (u) = Aue−Bu2

，归一化给出 A = 2B；平均间距为一则给出 B =
π

4
。最终得到Wigner近似：

PGOE(u) =
π

2
ue−

πu2

4 . (62)

当 u→ 0时，PGOE(u) ∝ u→ 0，能级排斥表现得很明显。

8.3 泊松模型：可积系统的能级统计

与 GOE形成鲜明对比的是泊松模型。它描述的是可积系统的能级统计，能级之间没有关联，像随机撒
在能量轴上的点，可以任意靠近，甚至简并。在泊松模型中，最近邻能级间距的归一化分布为

PP(u) = e−u. (63)

它在 u = 0处取最大值：

PP(0) = 1. (64)

这意味着小间距出现的概率最大，能级之间没有排斥。

可积系统有大量守恒量，希尔伯特空间被分成许多对称性扇区。不同扇区之间的矩阵元严格为零，能级

可以自由交叉。即使在同一扇区内，由于系统的特殊结构，能级之间也可能没有有效的耦合，因此不会相互

排斥。结果是能级像独立随机变量一样分布，间距服从泊松统计。例如互不耦合的谐振子、一维自由费米气

体等。

混沌系统没有额外守恒量，能级相互排斥，统计接近 GOE（或 GUE、GSE，取决于对称性）。

8.4 Haar随机向量模型与 ETH

矩阵元完全随机的矩阵会把整个希尔伯特空间中的态无差别地混合。合理的随机描述应为：

|n⟩ =
∑
k

Cnk|k(0)⟩, (65)
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其中 |Cnk|2的显著部分应集中在适当的能量区域中。下面选用一个简化而可精确计算的模型，本征向量在某
个能量壳内均匀随机取向。能量壳的维数为 D，对应态数满足 D ∼ es(E)。

设能量壳维数为 D，写

|ϕ⟩ =
D∑

k=1

zk|k⟩,
∑
k

|zk|2 = 1. (66)

假设 |ϕ⟩在复单位球面上按酉不变测度均匀分布，即 Haar随机纯态。
幺正不变性要求

Er[z
∗
kzl] = Cδkl. (67)

对 k = l求和，利用归一化：

1 = Er

∑
k

|zk|2 = CD. (68)

所以

Er[z
∗
kzl] =

δkl
D
. (69)

由幺正不变性，四阶矩必须具有形式

Er[z
∗
kzlz

∗
pzq] = C4 (δklδpq + δkqδpl) . (70)

利用

Er

(∑
k

|zk|2
)2

= 1, (71)

有

1 = C4(D2 +D). (72)

所以

Er[z
∗
kzlz

∗
pzq] =

δklδpq + δkqδpl
D(D + 1)

. (73)

记能量壳内的算符为

A = P̂WÔP̂W , (74)

并令

X = ⟨ϕ|A|ϕ⟩ =
∑
k,l

z∗kAklzl. (75)

由二阶矩，

ErX =
TrA

D
= Omc. (76)

因为 A厄米，X 为实数。由四阶矩，

ErX
2 =

∑
k,l,p,q

AklApqEr[z
∗
kzlz

∗
pzq]

=
(TrA)2 +TrA2

D(D + 1)
. (77)

减去均值平方，得到

Varr(X) =
TrA2

D −
(
TrA
D
)2

D + 1
. (78)

定义能量壳内的谱方差

vmc(A) =
TrA2

D
−
(
TrA

D

)2

. (79)
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于是

Varr(X) =
vmc(A)

D + 1
. (80)

若 vmc(A)不随系统大小指数增长，且 D ∼ es，则

Varr(X) ∼ e−s, Stdr(X) ∼ e−
s
2 . (81)

这就解释了 ETH中的指数因子。指数小的涨落来源于指数大的有效态数。
若采用实球面上的随机向量，并取实对称 A，相应方差为

Varrealr (X) =
2vmc(A)

D + 2
. (82)

常数因子不同，但指数标度相同。

取两个均匀随机且正交的单位向量 |u⟩, |v⟩。固定 |u⟩后，|v⟩在其正交补中均匀分布，因此

Er

[
|⟨u|A|v⟩|2

∣∣u] = ⟨u|A2|u⟩ − |⟨u|A|u⟩|2

D − 1
. (83)

再对 |u⟩平均，利用二阶、四阶矩：

Er|⟨u|A|v⟩|2 =
TrA2 − (TrA)2

D
D2 − 1

. (84)

大 D时，
Er|⟨u|A|v⟩|2 ≃ vmc(A)

D
∼ e−s. (85)

因此，非对角矩阵元的平方也具有 e−s 标度，振幅为 e−
s
2。这与 ETH的标准表述一致。

假设 D为偶数，A的一半本征值为零、一半为一。则
TrA

D
=

1

2
, vmc(A) =

1

4
. (86)

式 (78)给出
Stdr(X) =

1

2
√
D + 1

. (87)

当 D = 1024时，标准差约为 0.0156；当 D = 240时，约为 4.77× 10−7。算符本身的测量结果仍可为 0或 1，

但不同随机态给出的期望值几乎都等于
1

2
。这个例子说明在指数大的能量壳内，随机向量的期望值高度集中

在其平均值附近，涨落指数小。

以上计算对 Haar随机向量模型是严格的。真实局部哈密顿量却不是任意随机矩阵。它有对称性（按守恒
量 Q̂的本征值分成几个扇区，导致矩阵块对角化）、空间结构（相互作用的局域性导致每个态只与少数几个

空间邻近态耦合，矩阵是稀疏的）和选择定则（某些量子态之间的跃迁矩阵元严格为零）。我们需要证明相关

能量区域内的真实本征态对所研究的算符具有足够接近这种随机模型的统计性质。所以随机矩阵提供了物理

机制和标度解释，而不是对所有非可积系统的无条件证明。ETH是一个假说，随机矩阵模型只给出了它成立
时矩阵元应具有的典型标度。

8.5 弱的相互作用为什么可能混合很多本征态

在单粒子量子力学中，如果扰动很弱，微扰论通常成立，本征态只会被轻微修正。人们很容易把同样的

直觉带到多体系统，认为弱相互作用不会显著改变本征态，系统应该接近可积模型。但在多体系统中，这个

直觉会失效。原因在于，多体系统的能级间距随系统变大指数减小，而扰动强度不必很大，就能超过能级间

距，使微扰论失效。

从可积模型出发，加入扰动：

Ĥ = Ĥ0 + λV̂ .
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在非简并微扰论的一阶近似下，

|n⟩ ≃ |n(0)⟩+ λ
∑
m ̸=n

V
(0)
mn

E
(0)
n − E

(0)
m

|m(0)⟩. (88)

微扰论成立的条件是修正项足够小： ∣∣∣∣∣λ V
(0)
mn

E
(0)
n − E

(0)
m

∣∣∣∣∣≪ 1.

在单粒子系统中，能级间距 E(0)
n −E(0)

m 通常是 O(1)量级。因此，只要 λ足够小，修正项就小，本征态接近

原本征态。

但在多体系统中，态密度指数增长：

ρdos(E) ∼ es(E),

因此典型能级间距为

δlev ∼ 1

ρdos(E)
∼ e−s(E) ∼ e−O(N).

这个间距随系统变大指数小。例如N ∼ 100时，δlev可能小到 e−100 ∼ 10−44。于是，微扰论失效的条件变成：

λ≫ e−O(N).

在宏观多体系统中，几乎任何非零相互作用都满足这个条件。因此，在多体系统中，“弱的相互作用”是相对

于单粒子能量尺度而言的；但混合程度取决于扰动与能级间距的比值。弱的相互作用可以混合很多本征态，

但混合的具体方式和程度还取决于：

• 选择定则：某些矩阵元可能被对称性严格禁戒；
• 稀疏连接结构：扰动可能只连接少数态；
• 共振是否传播：即使两个态共振，共振能否扩散到整个能量壳，取决于系统的连接结构。
精确本征态不再是某个原本征态的小修正，而是大量原本征态的叠加：

|n⟩ ≃
∑
m

Cnm|m(0)⟩,

其中许多 Cnm 都不可忽略。把原本征态取为能量壳的基底，本征态不是定域在少数基附近，而是铺满整个

能量壳。每个基的权重 |Cnm|2大致相当，没有哪个基占据绝对主导。这使我们可以像(65)那样用随机矩阵描
述系统。

9 量子测量涨落

在能量本征态 |m⟩中，
Varm(Ô) = ⟨m|Ô2|m⟩ −O2

mm =
∑
n ̸=m

|Omn|2. (89)

我们假设 ÔN 是局部、固定支撑且有界的，即每个 ÔN 的范数都是有界的，且 ÔN 不涉及整个系统的精细信

息，作用范围不随 N 增长，则左边是 O(1)。若有效参与求和的态数约为 es，每项典型大小约 e−s，右边也

是 es × e−s = O(1)的，这就要求 Omn ∼ e−s/2，从而得到(25)中的指数因子。对能量本征态，O(t) = Omm

完全不变，时间方差为零，但量子测量方差可以不为零。

为了描述本征态中的动力学，需要引入连通关联函数。先定义涨落算符

δÔ = Ô −OmmÎ , Ô(t) = eiĤt/ℏÔe−iĤt/ℏ. (90)
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本征态中的连通关联函数为

Cm(t) = ⟨m|δÔ(t)δÔ(0)|m⟩ =
∑
n ̸=m

e−i(En−Em)t/ℏ|Omn|2. (91)

“连通”指已经减去平均值。如果不减去，直接算 ⟨m|Ô(t)Ô(0)|m⟩，会得到一个常数背景 O2
mm，即使系

统完全没有动力学关联，这个背景也存在。减去平均值后，剩下的才是真正反映涨落之间关联的部分。

在本征态 |m⟩中测量 Ô，在时刻 0测得涨落 δO(0)，在时刻 t再测得涨落 δO(t)。连通关联函数就是这

两个涨落乘积的平均。若 Cm(t)大，两次测量的涨落高度相关，系统还记得之前的涨落；若 Cm(t) → 0：两

次测量的涨落不再相关，系统已经“忘记”了之前的涨落。这是弛豫的微观图像，连通关联函数随时间衰减，

说明系统在丢失对初始涨落的记忆。

若定义傅里叶变换

C̃m(ν) =

∫ ∞

−∞
eiνtCm(t) dt (92)

则

C̃m(ν) = 2π
∑
n ̸=m

|Omn|2δ
(
ν − En − Em

ℏ

)
(93)

这个谱函数告诉我们系统在哪些频率上能吸收或发射能量，每个频率的权重由 |Omn|2 决定。它直接联系到
线性响应理论中的响应函数、光谱学中的吸收谱、输运系数等。

把 ETH标度
|Omn|2 = e−s(Ē)|fO(Ē, ω)|2|Rmn|2, ω = En − Em (94)

代入谱函数，就得到

C̃m(ν) = 2π
∑
n ̸=m

e−s(Ē)|fO(Ē, ω)|2|Rmn|2δ
(
ν − ω

ℏ

)
. (95)

若把 fO 拿掉或假设它是常数，谱函数的频率依赖就只剩下态密度和随机因子的统计，结果几乎是“无结构”

的。但真实的动态谱是有结构的，低频区域和高频区域的权重不同，某些频率响应强，某些响应弱，弛豫时

间由低频结构决定。这些结构正是由 fO(Ē, ω)描述的。

式 (91)是有限个频率
ωn =

En − Em

ℏ
(96)

的叠加。有限个频率的叠加是准周期函数，它会持续振荡，不会真正衰减到零，甚至会在长时间后近似回到

初始值（庞加莱回归）。所以对有限孤立系统，严格关联函数不衰减。但实际物理中，我们从来不是在看严格

的 Cm(t)，而是在看某种粗粒化后的结果。实验测量有时间分辨率 ∆t，测到的是

C̄m(t) =
1

∆t

∫ t+∆t

t

Cm(t′) dt′. (97)

每个频率为 ωn的振荡项在时间窗∆t内平均后，会被一个因子
sin
(
ω∆t
2

)
ω∆t
2

压低。当 ωn∆t≪ 1时，这个因子

趋于零，高频振荡被平均掉；只有低频项存活。求和结果只剩下平滑的低频包络

C̄m(t) ≈
∑

ωn≪1

e−iωnt|Omn|2 (98)

低频部分的频率相对集中，设 ωn = ω0 + nδω，则求和后会出现 S(t) =

∣∣∣∣∣ sin
(
Nδωt

2

)
δωt
2

∣∣∣∣∣因子，t = 0时 S(t)最

大，t ∼ 2π

Nδω
≫ ∆t时第一次下降到最小值，在测量时间内表现为有效衰减。
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在正则系综中，忽略零频率处的对角贡献，谱函数为

C̃β(ν) =
2π

Z

∑
m,n

e−βEm |Omn|2δ
(
ν − En − Em

ℏ

)
(99)

在 C̃β(−ν)中交换m,n，并利用厄米性。在 δ函数的支撑上，En − Em = ℏν，因此

e−βEn = e−βEme−βℏν . (100)

得到

C̃β(−ν) = e−βℏνC̃β(ν). (101)

这是由谱展开直接得到的细致平衡关系。ETH的非对角结构使单个典型本征态的局部动态性质也能够接近相
应热谱。

要注意，弛豫时间不是最小能级间距的简单倒数。能量-时间不确定性原理告诉我们，分辨一个能量差
δlev 需要时间尺度

tH ∼ ℏ
δlev

, (102)

它通常随系统大小指数增长。但宏观局部观测量不必等到每一个相位都被完全分辨后才接近平衡。其弛豫时

间还由有效能量差、守恒量输运以及 fO 的低频结构决定。所以不能把 tH直接解释成实际热化时间。另一方

面，ETH的静态矩阵元假说也不自动给出首次弛豫的时间上界。

10 正则分布

把完整系统分为小子系统 A和较大的 B：

Ĥ = ĤA + ĤB + Ĥ∂ (103)

设总能量为 E，A 的状态 |a⟩ 能量为 εa，则相容浴态数近似为 ΩB(E − εa)，因此 Pa ∝ ΩB(E − εa)。令

sB(EB) = lnΩB(EB)，展开

sB(E − εa) = sB(E)− εa
∂sB
∂E

+
ε2a
2

∂2sB
∂E2

+ · · · . (104)

热力学给出
∂sB
∂E

=
1

kBT
≡ β。定义浴热容 CB =

∂EB

∂T
，则

∂2sB
∂E2

= − 1

kBT 2CB
。因此

Pa ∝ e−βεa exp

[
− ε2a
2kBT 2CB

+ · · ·
]
. (105)

在浴足够大、相关能量变化相对较小时，二阶修正可忽略，得到

ρ̂A ≃ e−βĤA

ZA
, ZA = TrA e

−βĤA . (106)

更准确的展开可以围绕浴的平衡能量进行。若 A占完整系统有限比例，有限浴修正可能重要；若边界耦合对

小系统非常显著，约化态也不一定等于裸哈密顿量 ĤA 的 Gibbs态。
若A的某状态同时具有能量 εa和粒子数 qa，浴态数为ΩB(E−εa,M−qa)。利用 dsB = βdEB−βµdMB，

得到 Pa ∝ e−β(εa−µqa)，因此

ρ̂A ≃ e−β(ĤA−µM̂A)

ZA
. (107)

选择热系综时必须保留物理上相关的守恒量。

正则系综能量概率密度为 Pβ(E) ∝ ρdos(E)e−βE ∝ es(E)−βE。设 Φ(E) = s(E) − βE，峰值 Eβ 满足
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Φ′(Eβ) = 0 ⇒ s′(Eβ) = β。若热容为正，峰附近展开 Φ(E) ≃ Φ(Eβ)−
(E − Eβ)

2

2kBT 2C
，因此

σ2
E,can = kBT

2C. (108)

当 C = O(N)时 σE = O(
√
N)，能量密度涨落为 O(N−1/2)。对平滑局部观测量，正则系综与窄能量密度的

微正则系综给出相同主导结果。这个论证针对常规稳定热力学区域；相变、长程相互作用和某些全局测量需

要更谨慎处理。

11 纯态、纠缠与热力学熵

纯态密度矩阵满足 ρ̂2 = ρ̂，非零本征值只有一个一，因此 SvN(ρ̂) = −Tr(ρ̂ ln ρ̂) = 0。幺正演化不改

变密度矩阵本征值，完整系统的冯·诺依曼熵不会增加，但这不妨碍子系统的熵增加。任意二分纯态可写为

|ψ⟩AB =
∑
α

√
λα|α⟩A|α⟩B，

∑
α

λα = 1。对B偏迹得 ρ̂A =
∑
α

λα|α⟩A⟨α|A，纠缠熵 Sent(A) = −
∑
α

λα lnλα。

同样的 λα 也是 ρ̂B 的非零本征值，因此

Sent(A) = Sent(B). (109)

令 A为二能级系统，ĤA = ε|1⟩⟨1|，Gibbs概率 p0 =
1

1 + e−βε
，p1 =

e−βε

1 + e−βε
。取正交浴态 |b0⟩和 |b1⟩，

构造 |Ψ⟩ = √
p0|0⟩|b0⟩+

√
p1|1⟩|b1⟩，偏迹给出

ρ̂A = p0|0⟩⟨0|+ p1|1⟩⟨1| =
e−βĤA

ZA
(110)

取 βε = ln 3，则 p0 =
3

4
，p1 =

1

4
，完整系统仍是纯态，而

Sent(A) = −3

4
ln

3

4
− 1

4
ln

1

4
≃ 0.562335. (111)

物理熵为 kB 乘此数。这个例子只展示纯态与局部热态在数学上完全相容，本身没有证明给定哈密顿量的本

征态一定具有这种结构。

若式 (106)成立，则 ln ρ̂A = −βĤA−lnZA，因此SvN(ρ̂A) = βUA+lnZA，物理熵Sth,A = kB(βUA+lnZA)，

正是正则系综热力学熵公式。在热化有限能量密度态中，较小子系统的纠缠熵可以具有热力学体积律主导项，

但当子系统占完整系统有限比例时，能量约束和有限尺寸修正不能总是忽略。由式 (109)，不能让任意大小
子系统的纠缠熵都独立按自身体积无限增长。对局部维数 d的格点系统，Sent(A) ≤ min(LA, LB) ln d。此外，

熵是约化密度矩阵的非线性函数，不是某个固定单副本算符的期望值，从少数算符的 ETH直接推断熵需要
额外子系统状态信息。

第二 Rényi熵 S2(A) = − lnTr(ρ̂2A)。设 ŜA 交换两个副本的 A自由度，则

Tr
[
(ρ̂A ⊗ ρ̂A)ŜA

]
= Tr(ρ̂2A). (112)

这给出了通过双副本干涉测量纯度的原理。对前面的二能级例子，Tr ρ2A =
9

16
+

1

16
=

5

8
，S2 = − ln

5

8
≃

0.470004，与冯·诺依曼熵 0.562335不同。
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12 硬核玻色子模型：ETH的数值检验

我们考虑一维周期格点链，格点数 L，粒子数M。哈密顿量为

Ĥ =

L∑
i=1

[
− J(b̂†i b̂i+1 + b̂†i+1b̂i) + V n̂in̂i+1

− J ′(b̂†i b̂i+2 + b̂†i+2b̂i) + V ′n̂in̂i+2

]
. (113)

其中−J(b̂†i b̂i+1 + h.c.)是最近邻跃迁，强度 J；V n̂in̂i+1是最近邻密度相互作用，强度 V；−J ′(b̂†i b̂i+2 + h.c.)
是次近邻跃迁，强度 J ′；V ′n̂in̂i+2 是次近邻密度相互作用，强度 V ′。我们施加硬核条件，即每个格点最多

一个粒子：

ni = 0, 1, n̂i = b̂†i b̂i. (114)

相当于给每个格点加了一个无穷大的排斥势：

Uni(ni − 1) → ∞, (115)

所以 ni 只能取 0或 1。但不同格点之间没有交换反对称性，这是它与费米子的区别。
我们取参数

L = 17, M = 6, J = V = 1, (116)

以及

(J ′, V ′) = (0, 0), (J ′, V ′) = (0.96, 0.96). (117)

(J ′, V ′) = (0, 0)只有最近邻项，是可积的；(J ′, V ′) = (0.96, 0.96)加入次近邻项，破坏可积性，系统进入量

子混沌区域。选择 L = 17的一个技术原因是它是素数，粒子数M = 6与 L互素，这使得平移轨道的长度恰

好为 L，便于分块。

总粒子数守恒 [
Ĥ,
∑
i

n̂i

]
= 0. (118)

固定M 后，基底取占据数态

|n⟩ = |n1, n2, . . . , nL⟩,
∑
i

ni =M. (119)

每个态对应在 L个位置中选出M 个占据位置，所以维数为

DM =

(
L

M

)
. (120)

代入参数：

DM =

(
17

6

)
= 12376. (121)

这个维数足够大，可以显示统计行为；又足够小，可以用计算机实现精确对角化。

相互作用项在占据数基底中是对角的：

⟨n|Ĥint|n⟩ = V
∑
i

nini+1 + V ′
∑
i

nini+2. (122)

对每个基底态，只需计算相邻和次近邻的占据乘积，填入对角元。跃迁项的规则是：若源格点被占据、目标

格点为空，则把粒子移过去，并加入相应矩阵元。例如，对最近邻跃迁：

|. . . , 1, 0, . . .⟩ −→ |. . . , 0, 1, . . .⟩, (123)
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矩阵元为 −J。如果目标格点已经占据，该跃迁为零（硬核条件禁止双占）。次近邻跃迁同理，矩阵元为 −J ′。

因此，完整矩阵由稀疏的非对角跃迁项和对角相互作用项构成。

在周期边界条件下，定义平移算符 T̂，它把整个格点上的粒子构型整体向右移动一格：

T̂ |n1, n2, . . . , nL⟩ = |nL, n1, n2, . . . , nL−1⟩. (124)

显然 T̂L = Î，且 [T̂ , Ĥ] = 0。

从一个具体的占据数构型 |n⟩出发，不断作用平移算符，得到一系列态：

|n⟩, T̂ |n⟩, T̂ 2|n⟩, . . . (125)

这些态构成的集合称为一条平移轨道。轨道长度 p定义为最小的正整数，使得

T̂ p|n⟩ = |n⟩. (126)

也就是说，平移 p次后回到原来的构型。轨道中恰好有 p个不同的态。

因为 T̂L = Î，所以 p一定整除 L。若 p < L，说明构型具有更短的平移周期。例如 L = 6时，构型

|1, 0, 1, 0, 1, 0⟩ (127)

的周期是 2，因为每两格重复一次，T̂ 2|n⟩ = |n⟩，轨道长度就是 2。
我们取的 L = 17是素数，则 p只能是 1或 L。p = 1意味着平移一次就回到自身，即所有格点占据数相

同。要么全为 1，要么全为 0。但总粒子数M = 6，既不是 0也不是 17，构型中既有 0又有 1，不可能具有
周期 1。因此 p = 1被排除，只能是 p = 17。所以，对 L = 17,M = 6，每条平移轨道恰好包含 L = 17个不

同的态。

为了利用平移对称性，对每条长度为 L的轨道构造动量本征态：

|n; k⟩ = 1√
L

L−1∑
r=0

e−ikrT̂ r|n⟩, (128)

其中

k =
2πκ

L
, κ = 0, 1, . . . , L− 1. (129)

可以直接验证

T̂ |n; k⟩ = eik|n; k⟩. (130)

因此 |n; k⟩具有确定的晶格动量 k。

因为 [T̂ , Ĥ] = 0，哈密顿量不会混合不同动量 k的态。于是可以按 k把希尔伯特空间分成 L = 17个独立

的扇区，在每个扇区内部分别对角化。总维数为

DM =

(
17

6

)
= 12376. (131)

每条轨道有 17个态，所以轨道数为
12376

17
= 728. (132)

每个动量扇区的维数正好是 728。对角化问题从 12376维降到 728维，计算量大幅减少。

解本征值问题：

H(k)vα = Eαvα. (133)

我们研究可观测量是

Ô = n̂1n̂2. (134)

如果把本征态写回占据数基底：

|α⟩ =
∑
n

vα,n|n⟩, (135)
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则

Oαα =
∑
n

|vα,n|2n1n2. (136)

由于 n1n2 只能为零或一，这个值就是相邻两个指定格点同时被占据的概率。

在无限温等权系综（注意与微正则系综的不同，微正则系综是定义在等能面附近的）中，要求第 1、2格
点都被占据，剩下M − 2个粒子放在 L− 2个格点中。因此

⟨n̂1n̂2⟩β=0,M =

(
L−2
M−2

)(
L
M

)
=
M(M − 1)

L(L− 1)
. (137)

对 L = 17,M = 6：

⟨n̂1n̂2⟩β=0,M =
30

272
=

15

136
≃ 0.110294. (138)

图 1: 硬核玻色子模型的数值结果

首先绘制

(Eα, Oαα) (139)

图(1)中，非可积参数的点在谱内部更接近平滑曲线；可积参数的点具有更明显的离散。
为了定量研究系统大小效应，可在窄能量窗中拟合平滑函数 Osmooth(E)，再定义残差

rα = Oαα −Osmooth(Eα). (140)

计算

σ2
ETH =

1

D
∑
α∈W

r2α, rmax = max
α∈W

|rα|. (141)
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