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1 共形群

1.1 共形不变性

考虑平坦度规 gµν = ηµν，号差为 (p, q)的空间 Rd，其线元为 ds2 = gµνdx
µdxν . 在坐标变换 x → x′ 下，

我们有

gµν → g′µν(x
′) =

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν gαβ(x) (1)

共形群是坐标变换群的一个子群，它使度规在标度变换下保持不变，即

gµν(x) → g′µν(x
′) = Ω(x)gµν(x) (2)

因此，这些坐标变换保持两个向量 v, w之间的夹角 v·w
(v2w2)1/2

不变，其中 v ·w = gµνv
µwν . Poincaré群是共形

群的子群，因为它使得度规保持不变（g′µν = gµν）.
考虑无穷小坐标变换 xµ → xµ + ϵµ，则

ηµν → ηµν + (∂µϵν + ∂νϵµ) (3)

我们需要 ∂µϵν + ∂νϵµ 正比于 ηµν，通过用 ηµν 缩并两边来确定比例常数，得到

∂µϵν + ∂νϵµ =
2

d
(∂ · ϵ)ηµν (4)

及 Ω(x) = 1 + 2
d (∂ · ϵ).

现在我们来推导两个稍后会用到的方程. 首先，我们对式 (4)作用 ∂ν 得到

∂ν (∂µϵν + ∂νϵµ) =
2

d
∂ν(∂ · ϵ)ηµν

∂µ(∂ · ϵ) +□ϵµ =
2

d
∂µ(∂ · ϵ)

(5)

进一步，我们对上式作用 ∂ν 得到

∂µ∂ν(∂ · ϵ) +□∂νϵµ =
2

d
∂µ∂ν(∂ · ϵ). (6)

交换 µ ↔ ν 后，将所得表达式加到式 (6)中并使用式 (4)，我们得到

2∂µ∂ν(∂ · ϵ) +□
(
2

d
(∂ · ϵ)ηµν

)
=

4

d
∂µ∂ν(∂ · ϵ),

=⇒ (ηµν□+ (d− 2)∂µ∂ν) (∂ · ϵ) = 0.

(7)

最后，用 ηµν 缩并该方程给出

(d− 1)□(∂ · ϵ) = 0. (8)
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对式 (4)求导数 ∂ρ 并置换指标，得到

∂ρ∂µϵν + ∂ρ∂νϵµ =
2

d
ηµν∂ρ(∂ · ϵ),

∂ν∂ρϵµ + ∂µ∂ρϵν =
2

d
ηρµ∂ν(∂ · ϵ),

∂µ∂νϵρ + ∂ν∂µϵρ =
2

d
ηνρ∂µ(∂ · ϵ).

(9)

从后两行之和中减去第一行，得

2∂µ∂νϵρ =
2

d
(−ηµν∂ρ + ηρµ∂ν + ηνρ∂µ) (∂ · ϵ). (10)

1.2 d ≥ 3的共形变换与生成元

我们注意到，式 (8)意味着 ∂ · ϵ至多是 xµ 的线性函数，即 ∂ · ϵ = A+ Bµx
µ，其中 A和 Bµ 为常数. 由

此可推出 ϵµ 至多是 xν 的二次函数，因此我们可以假设

ϵµ = aµ + bµνx
ν + cµνρx

νxρ, (11)

其中 aµ, bµν , cµνρ � 1为常数，且 cµνρ = cµρν . 我们独立研究 (11)中的各项.
• 式 (11)中的常数项 aµ 不受式 (4)的限制. 它描述无穷小平移 x′µ = xµ + aµ，对应的生成元为动量算符

Pµ = −i∂µ.
• 为了研究式 (11)中关于 x线性的项，我们将其代入 (4)中得到：

bνµ + bµν =
2

d
(ηρσbρσ)ηµν (12)

从这个表达式可以看出，bµν 的对称部分是正比于 ηµν 的，即

bµν = αηµν +mµν (13)

其中mµν = −mνµ. 对称部分 αηµν描述无穷小标度变换 x′µ = (1+α)xµ，对应的生成元为D = −ixµ∂µ.
反对称部分mµν 对应于无穷小旋转 x′µ = (δµν +mµ

ν)x
ν，其生成元为角动量算符 Lµν = i(xµ∂ν −xν∂µ)

• 式 (11)中关于 x二次的项可以通过将式 (11)代入表达式 (10)来研究. 计算得到

∂ν(∂ · ϵ) = 2cµµν (14)

由此我们得到

cµνρ = ηµρbν + ηµνbρ − ηνρbµ 其中 bµ =
1

d
cρρµ (15)

由此产生的变换被称为特殊共形变换 (SCT)，其无穷小形式为

x′µ = xµ + 2(x · b)xµ − (x · x)bµ. (16)

对应的生成元写为Kµ = −i (2xµx
ν∂ν − (x · x)∂µ).

至此我们已经确定了无穷小共形变换. 有限共形变换连同相应的生成元总结在(1)中. 对于(1)中显示的有
限特殊共形变换，我们可以通过对分母关于小量 bµ 展开来验证表达式 (16)是其无穷小版本. SCT的标度因
子为

Λ(x) = [1− 2(b · x) + (b · b)(x · x)]2 (17)

对于有限特殊共形变换，可以重写为
x′µ

x′ · x′ =
xµ

x · x
− bµ (18)

由此看出，SCT可以理解为先做一次 xµ 的反演，随后进行 bµ 的平移，然后再进行一次反演. 最后，我们观
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表 1: 有限共形变换及对应的生成元

变换 生成元

平移 x′µ = xµ + aµ Pµ = −i∂µ

标度变换 x′µ = αxµ D = −ixµ∂µ

旋转 x′µ = Mµ
νx

ν Lµν = i(xµ∂ν − xν∂µ)

特殊共形变换 (SCT) x′µ =
xµ − (x · x)bµ

1− 2(b · x) + (b · b)(x · x) Kµ = −i(2xµx
ν∂ν − (x · x)∂µ)

察到有限特殊共形变换并非全局定义的. 特别地，对于给定的非零矢量 bµ，存在一个点 xµ = 1
b·bb

µ，使得

1− 2(b · x) + (b · b)(x · x) = 0. (19)

xµ 被映射到无穷远. 因此，为了全局定义有限共形变换，我们还需要考虑共形紧化.
让我们来确定维度 d ≥ 3的共形代数. 可以通过计算生成元的总数来确定代数的维度. 考虑到 Lµν 是反

对称的，生成元数目为 N = d+ 1 + d(d−1)
2 + d = (d+2)(d+1)

2 . 定义

Jµ,ν = Lµν , J−1,µ =
1

2
(Pµ −Kµ),

J−1,0 = D, J0,µ =
1

2
(Pµ +Kµ).

(20)

其中 µ, ν = 1, · · · , d为空间指标，0,−1为额外指标. 可以验证，指标m,n = −1, 0, 1, . . . , d的 Jm,n满足以下

对易关系

[Jmn, Jrs] = i(ηmsJnr + ηnrJms − ηmrJns − ηnsJmr). (21)

对不同号差的空间，度规 ηµν 是不同的，对应的 Lie代数也不同. 对于 d维 Eculid空间 Rd,0，度规为 ηmn =

diag(−1, 1, . . . , 1)，因此我们将式 (21)对应 Lie代数 so(d+ 1, 1) . 同样地，对Minkowski空间 Rd−1,1 ，度规

为 ηmn = diag(−1,−1, 1, . . . , 1)，(21)对应 Lie代数 so(d, 2) . 普遍地

对于 d = p+ q ≥ 3的情况，Rp,q 的共形群是 SO(p+ 1, q + 1)

2 二维共形变换

在二维情况下，无穷小共形变换下不变性的条件 (4)可写为

∂0ϵ0 = +∂1ϵ1, ∂0ϵ1 = −∂1ϵ0 (22)

这就是复分析中的 Cauchy-Riemann方程. 引入复变量

z = x0 + ix1, ϵ = ϵ0 + iϵ1, ∂z =
1

2
(∂0 − i∂1),

z = x0 − ix1, ϵ = ϵ0 − iϵ1, ∂z =
1

2
(∂0 + i∂1).

(23)

则 ϵ(z)是（某个开集内的）全纯函数，进而全纯函数 f(z) = z + ϵ(z)给出二维无穷小共形变换 z 7→ f(z). 度
规张量在 z 7→ f(z)下的变换如下

ds2 = dzdz 7→ ∂f

∂z

∂f

∂z
dzdz (24)

标度因子为
∣∣∣∂f∂z ∣∣∣2.
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2.1 Witt代数

假设 ϵ(z)是有孤立奇点的亚纯函数，在某个包含 0的开集内解析，在 z = 0附近对 ϵ(z)进行 Laurent展
开. 一般的无穷小共形变换可以写成

z′ = z + ϵ(z) = z +
∑
n∈Z

ϵn(−zn+1),

z′ = z + ϵ(z) = z +
∑
n∈Z

ϵn(−zn+1)
(25)

其中无穷小参数 ϵn 和 ϵn 是常数. 对应于特定 n的变换的生成元为

ln = −zn+1∂z and ln = −zn+1∂z. (26)

计算得到
[lm, ln] = zm+1∂z(z

n+1∂z)− zn+1∂z(z
m+1∂z)

= (n+ 1)zm+n+1∂z − (m+ 1)zm+n+1∂z

= (m− n)lm+n,

[lm, ln] = (m− n)lm+n,

[lm, ln] = 0

(27)

我们称 [lm, ln] = (m− n)lm+n 为Witt代数，则二维 Eculid空间中无穷小共形变换的代数是两个彼此对易的
Witt代数，因而是无限维的.

2.2 共形群

在 Riemann球面 S2 ' C ∪ {∞}上，并非所有生成元 (26)都是良定义的. 对于 z = 0，有

ln = −zn+1∂z 仅在n ≥ −1时在 z = 0 处非奇异 (28)

对 z = ∞，进行变量代换 z = −1/w并研究 w → 0. 然后我们观察到

ln = −
(
− 1

w

)n−1

∂w 仅在n ≤ 1 时在w = 0处非奇异 (29)

这里我们利用了 ∂z = (−w)2∂w. 因此，Riemann球面 S2 = C ∪ {∞}上的全局定义共形变换由 {l−1, l0, l+1}
生成.

现在来确定共形群.从定义可以清楚地看出，算符 l−1生成平移变换 z 7→ z + b. 因为 l0 = −z∂z，所以 l0

生成变换 z 7→ az，其中 a ∈ C. 为了获得此类变换的几何直观，我们作变量代换 z = reiϕ，得到

l0 = −1

2
r∂r +

i

2
∂ϕ l0 = −1

2
r∂r −

i

2
∂ϕ (30)

由此，我们可以构造线性组合

l0 + l0 = −r∂r 以及 i(l0 − l0) = −∂ϕ (31)

因此我们可以看到 l0 + l0 是二维标度变换的生成元，而 i(l0 − l0)是旋转的生成元. 最后，算符 l+1 对应于特

殊共形变换（SCT），即关于变量 w = 1
z 的平移. 事实上，cl1z = −cz2是变换 z 7→ z

cz+1 的无穷小版本，它对

应于 w 7→ w − c.
总之，我们已经论证了算符 {l−1, l0, l+1}生成形式如下的变换

z 7→ az + b

cz + d
其中 a, b, c, d ∈ C (32)

为了使这个变换可逆，必须有 ad − bc 6= 0. 我们可以缩放常数 a, b, c, d使得 ad − bc = 1. 此外，注意到该表
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达式在变换 (a, b, c, d) 7→ (−a,−b,−c,−d)下是不变的. 故，Riemann球面 S2 = C ∪∞的共形群是Möbius群
SL(2,C)/Z2.

2.3 Virasoro代数

我们定义 Lie代数 g的中心扩展 ĝ为 Lie代数 g⊕ C. 取 C的基为 c，对 x̃ ∈ ĝ，有 x̃ = x+ αc. 定义 ĝ上

的 Lie括号
[x̃, ỹ]ĝ = [x, y]g + cp(x, y) (33)

其中 p : g× g → C是双线性的. 由此可得
[x̃, c]ĝ = 0 (34)

[c, c]ĝ = 0 (35)

我们将Witt代数的中心扩展的元素记为 Ln，其中 n ∈ Z，对易关系为

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + cp(m,n) (36)

当然，对于生成元 ln ↔ Ln 也可以进行类似的分析.
p(m,n)的具体形式可以通过以下方式确定. 首先，从式 (36)可以看出，为了使 p(m,n)与 Lie括号的反

对称性相容，必须有 p(m,n) = −p(n,m).令

L̃n = Ln +
cp(n, 0)

n
对于n 6= 0

L̃0 = L0 +
cp(1,−1)

2

(37)

则

[L̃n, L̃0] = nLn + cp(n, 0) = nL̃n (38)

[L̃1, L̃−1] = 2L0 + cp(1,−1) = 2L̃0 (39)

重定义 Ln → L̃n，则 p(n, 0) = p(1,−1) = 0. 接下来，由 Jacobi恒等式

0 = [[Lm, Ln], L0] + [[Ln, L0], Lm] + [[L0, Lm], Ln]

= (m− n)cp(m+ n, 0) + ncp(n,m)−mcp(m,n)

= (m+ n)p(n,m)

(40)

可知，在 n 6= −m时，有 p(n,m) = 0. 因此，唯一非零的中心扩展为 p(n,−n)对 |n| ≥ 2. 最后，由 Jacobi恒
等式

0 = [[Ln−1, Ln+1], L1] + [[Ln+1, L1], Ln−1] + [[L1, Ln−1], Ln+1]

= (−2n+ 2)cp(1,−1) + (n+ 1)cp(n− 1,−n+ 1) + (n− 2)cp(−n, n)
(41)

得到递推关系

p(n,−n) =
n+ 1

n− 2
p(n− 1,−n+ 1)

=
1

2

(
n+ 1

3

)
=

1

12
(n+ 1)n(n− 1)

(42)

这里我们取归一化 p(2,−2) = 1
2 . Witt代数的中心扩展称为 Virasoro代数，常数 c称为中心荷. 中心荷为 c的

Virasoro代数 Vir具有以下对易关系

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
(m3 −m)δm+n,0 (43)
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3 初级场

先前我们考虑的都是时空变换，下面我们引入场.

3.1 初级场及其无穷小共形变换

我们先前引入了复变量 z = x0 + ix1 和 z = x0 − ix1，场的自变量也要随之变化

ϕ(x0, x1) −→ ϕ(z, z) (44)

一般我们视 z和 z为独立变量，但有些时候我们把 z看作 z的复共轭.
仅依赖于 z的场，即 ϕ(z)，被称为手征场；仅依赖于 z的场 ϕ(z)被称为反手征场.
如果场 ϕ(z, z)在缩放变换 z 7→ λz下按以下方式变换

ϕ(z, z) 7→ ϕ′(z, z) = λhλ
h
ϕ(λz, λz) (45)

则称其具有共形维度 (h, h).
如果场在共形变换 z 7→ f(z)下按以下方式变换

ϕ(z, z) 7→ ϕ′(z, z) =

(
∂f

∂z

)h (
∂f

∂z

)h

ϕ(f(z), f(z)) (46)

则称其为共形维度为 (h, h)的初级场. 如果式 (46)仅对 f ∈ SL(2,C)成立，即仅对全局共形变换成立，那么
ϕ被称为准初级场. 初级场总是准初级场，但反之则不然. 共形场论还有不是初级场或准初级场的场，称为次
级场.

现在让我们研究初级场 ϕ(z, z)在无穷小共形变换下的行为. 为此，我们考虑映射 f(z) = z + ϵ(z)，其中

ϵ(z) � 1，并在 ϵ(z)的一阶近似下计算以下量(
∂f

∂z

)h

= 1 + h∂zϵ(z) +O(ϵ2) (47)

ϕ(z + ϵ(z), z) = ϕ(z, z) + ϵ(z)∂zϕ(z, z) +O(ϵ2) (48)

共轭变换对应的量类似. 代入 (46)，我们得到

ϕ(z, z) 7→ ϕ′(z, z) =
(
h∂zϵ+ ϵ∂z + h∂zϵ+ ϵ∂z

)
ϕ(z, z) (49)

因此，初级场在无穷小共形变换下的变换为

δϵ,ϵϕ(z, z) =
(
h∂zϵ+ ϵ∂z + h∂zϵ+ ϵ∂z

)
ϕ(z, z) (50)

3.2 能量动量张量

通常，场论是通过 Lagrange量来定义的，从中可以推导出理论的各种对象和性质. 特别地，能量-动量张
量可以从作用量对度规的变分中推导出来，因此它描述了理论在无穷小变换 gµν → gµν + δgµν 下的行为. 二
维空间中无穷小共形变换的代数是无限维的，这对共形场论施加了极强的约束. 特别地，我们可以在不知道
作用量显式形式的情况下研究这样的理论. 唯一需要的信息是其在共形变换下的行为，而这已编码在能量-动
量张量中.

根据 Noether定理，对于共形对称性 xµ 7→ xµ + ϵµ(x)，我们有守恒流

jµ = Tµνϵ
ν (51)

其中能量-动量张量 Tµν 是对称的. 取 ϵµ = const，我们得到

0 = ∂µjµ = ∂µ (Tµνϵ
ν) = (∂µTµν) ϵ

ν =⇒ ∂µTµν = 0 (52)
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对于一般的变换 ϵµ(x)，流 (51)的守恒意味着

0 = ∂µjµ = ∂µ(Tµνϵ
ν) + Tµν(∂

µϵν)

= 0 +
1

2
Tµν(∂

µϵν + ∂νϵµ) =
1

2
Tµνη

µν(∂ · ϵ)2
d
=

1

d
Tµ

µ(∂ · ϵ)
(53)

这里我们使用了式 (4)以及 Tµν 对称这一事实. 由于该方程必须对任意的无穷小变换 ϵ(z)成立，在共形场论

中，能量-动量张量 Tµν 是无迹的，即 Tµ
µ = 0.

取 ηµν = diag(+1,+1)，从而 T00 + T11 = Tµ
µ = 0. 利用张量的变换法则 Tµν = ∂x′α

∂xµ
∂x′β

∂xν Tαβ，对于

x′0 = 1
2 (z + z)和 x′1 = 1

2i (z − z)，我们得到

Tzz =
1

4
(T00 − 2iT10 − T11) =

1

2
(T00 − iT10)

Tzz =
1

4
(T00 + 2iT10 − T11) =

1

2
(T00 + iT10)

Tzz = Tzz =
1

4
(T00 + T11) = 0

(54)

利用平移不变性的条件 (52)，我们得到

∂0T00 + ∂1T10 = 0, ∂0T01 + ∂1T11 = 0 (55)

由此可得

∂zTzz =
1

4
(∂0 + i∂1)(T00 − iT10) =

1

4

[
∂0T00 + ∂1T10︸ ︷︷ ︸

=0

+i(∂1T00 − ∂0T10︸ ︷︷ ︸
=0

)
]
= 0 (56)

类似地，可以证明 ∂zTzz = 0. 由此可知能量-动量张量的两个非零分量分别是一个手征场和一个反手征场，即

Tzz(z, z) =: T (z) Tzz(z, z) =: T (z) (57)

4 径向量子化

4.1 定义与模式展开

将 Eculid时间方向记为 x0，空间方向记为 x1. 具有 Lorentz号差的理论可以通过Wick旋转 x0 → ix0 得

到. 我们将 Eculid空间方向 x1 紧致化在一个半径为 R = 1的圆上. 以这种方式得到的 CFT定义在一个无限
长的圆柱面上，为此我们引入复坐标 w，定义为

w = x0 + ix1 w ∼ w + 2πi (58)

然后，我们将圆柱面映射到复平面，取变量代换

z = ew = ex
0

· eix
1

(59)

时间平移 x0 7→ x0 + a被映射为复伸缩 z 7→ eaz，而空间平移 x1 7→ x1 + b被映射为旋转 z 7→ eibz. 时间平移
的生成元是哈密顿量，在当前情况下对应于伸缩算符. 类似地，空间平移的生成元是动量算符，对应于旋转.
回顾式 (31)以及 L0 和 L0 的中心扩展，我们发现

H = L0 + L0 P = i(L0 − L0) (60)

在二维平面上，共形权重为 (h, h)的初级场 ϕ(z, z)的 Laurent展开式为

ϕ(z, z) =
∑

n,m∈Z

z−n−hz−m−hϕn,m (61)

当我们通过共形映射 (59)进行坐标变换时，场会按照张量密度的规则发生改变. Jacobi因子
(
dz
dw

)h ( dz
dw

)h
=
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zhzh 恰好与展开式中指数上的 −h和 −h相互抵消. 于是，在柱坐标下，场变成了 Fourier级数展开

ϕcyl(w,w) =
∑
n,m

e−nwe−mwϕn,m =
∑
n,m

e−nτe−inσe−mτeimσϕn,m (62)

时间演化由 e−nτ 决定，模式的指标 n和 m直接对应了能量本征值. 场的量子化通过提升 Laurent模式 ϕn,m

为算符来实现.
通过式 (59)，圆柱面上的过去无穷远点 x0 = −∞被映射到 z = z = 0. 这促使我们定义渐近 in-态 |ϕ〉的

形式如下：

|ϕ〉 = lim
z,z→0

ϕ(z, z)|0〉 (63)

然而，为了使式 (63)在 z = 0处非奇异，即成为一个良定义的渐近 in-态，我们要求

ϕn,m|0〉 = 0 对于 n > −h, m > −h (64)

从而

|ϕ〉 = lim
z,z→0

ϕ(z, z)|0〉 = ϕ−h,−h|0〉 (65)

在 Eculid空间中，为了保持时间 t不变，考虑到 x0 = it，复共轭必须将 x0 7→ −x0，而 Eculid空间坐标
x1保持不变. 对于复坐标 z = exp(x0 + ix1)，厄米共轭将其转换为 z 7→ 1

z∗ . 所以，在曲面 z = z∗上，场 ϕ的

厄米共轭场定义为

ϕ†(z, z) = z−2hz−2hϕ

(
1

z
,
1

z

)
(66)

对厄米共轭场 ϕ† 进行 Laurent展开得到

ϕ†(z, z) = z−2hz−2h
∑

n,m∈Z

z−n+hz−m+hϕn,m =
∑

n,m∈Z

z−n−hz−m−hϕ†
n,m (67)

将此表达式与式 (61)的厄米共轭进行比较，我们发现

(ϕn,m)† = ϕ−n,−m (68)

最后，让我们定义与式 (63)类似的渐近 out-态

〈ϕ| = lim
z,z→0

〈0|ϕ†(z, z) = lim
w,w→∞

w2hw2h〈0|ϕ(w,w) (69)

这里我们使用了式 (66)以及 z = w−1 和 z = w−1. 同理，为了使渐近 out-态良定义，我们需要

〈0|ϕn,m = 0 对于 n < h, m < h (70)

故

〈ϕ| = lim
w,w→∞

w2hw2h〈0|ϕ(w,w) = 〈0|ϕh,h (71)

4.2 径向排序

对守恒流 jµ = Tµνϵ
ν ，存在如下的守恒荷

Q =

∫
dx1j0 at x0 = const (72)

因为 Q守恒，在任意等时面上计算的积分结果都是一样的，const有相当的任意性. Q是算符 A的对称变换

生成元，即

δA = [Q,A] (73)

由坐标变换 (58)可知 x0 = const.对应于 |z| = const.，因此式 (72)中的积分
∫
dx1 转化为围道积分

Q =
1

2πi

∮
C

(
dz T (z)ϵ(z) + dz T (z)ϵ(z)

)
(74)
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这个表达式允许我们确定由守恒荷 Q生成的场 ϕ(z, z)的无穷小变换. 为此，我们使用 (74)计算 δϕ = [Q,ϕ]，

得到

δϵ,ϵϕ(w,w) =
1

2πi

∮
C

dz[T (z)ϵ(z), ϕ(w,w)] +
1

2πi

∮
C

dz[T (z)ϵ(z), ϕ(w,w)] (75)

考虑到 C 选择的任意性，在 (75)中，我们不知道 w和 w是在围道 C 内部还是外部. 此外我们知道，在
量子场论中，算符乘积必须指定时序，在共形场论中时序变为径向排序，我们将两个算符的径向排序定义为

R(A(z)B(w)) :=

A(z)B(w) for |z| > |w|

B(w)A(z) for |w| > |z|
(76)

我们定义 (75)为

图 1: 围道相减

∮
C

dz[A(z), B(w)] =

∮
|z|=|w|+ε

dzA(z)B(w)−
∮
|z|=|w|−ε

dzB(w)A(z)

=

∮
C(w)

dzR(A(z)B(w))

(77)

其中我们使用了图 (1)所示的围道关系. 我们可以将式 (75)表示为

δϵ,ϵϕ(w,w) =
1

2πi

∮
C(w)

dz ϵ(z)R
(
T (z)ϕ(w,w)

)
+ anti-chiral (78)

先前我们得到过(50)，即

δϵ,ϵϕ(w,w) = h
(
∂wϵ(w)

)
ϕ(w,w) + ϵ(w)

(
∂wϕ(w,w)

)
+ anti-chiral

由此可以推导出能量-动量张量与初级场径向排序之间的关系. 对双全纯场 ϕ(w,w) 应用高阶导数公式和

Cauchy公式

h
(
∂wϵ(w)

)
ϕ(w,w) =

1

2πi

∮
C(w)

dz h
ϵ(z)

(z − w)2
ϕ(w,w)

ϵ(w)
(
∂wϕ(w,w)

)
=

1

2πi

∮
C(w)

dz
ϵ(z)

z − w
∂wϕ(w,w)

(79)

我们得到

R
(
T (z)ϕ(w,w)

)
=

h

(z − w)2
ϕ(w,w) +

1

z − w
∂wϕ(w,w) + . . . (80)

其中省略号表示非奇异项. 像 (80)这样的表达式被称为算符乘积展开（OPE），它定义了量子场空间上的代数
乘积结构.

为简化记号，在下文中，我们将始终假定场的乘积采用径向排序，略去记号 R. 此外，借助式 (80)，我
们可以给出初级场的另一种定义. 一个场 ϕ(z, z)被称为具有共形维度 (h, h)的初级场，如果能量-动量张量与

9



ϕ(z, z)之间的算符乘积展开采取以下形式

T (z)ϕ(w,w) =
h

(z − w)2
ϕ(w,w) +

1

z − w
∂wϕ(w,w) + . . .

T (z)ϕ(w,w) =
h

(z − w)2
ϕ(w,w) +

1

z − w
∂wϕ(w,w) + . . .

(81)

其中省略号表示非奇异项.
在定义了算符乘积展开（OPE）之后，我们现在来考虑能量-动量张量的例子. 我们首先陈述

T (z)T (w) =
c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+

∂wT (w)

z − w
+ . . . (82)

其中 c表示中心荷，且 |z| > |w|. 反手征部分 T (z)有类似的结果，而 T (z)T (w)的 OPE仅包含非奇异项. 下
面我们给出证明. 为此，我们对 T (z)进行 Laurent展开

T (z) =
∑
n∈Z

z−n−2Ln 其中 Ln =
1

2πi

∮
dz zn+1T (z) (83)

考虑共形变换 ϵ(z) = −ϵnz
n+1，我们发现

Qn =

∮
dz

2πi
T (z)(−ϵnz

n+1) = −ϵn
∑
m∈Z

∮
dz

2πi
Lmzn−m−1 = −ϵnLn (84)

故 Ln 即为无穷小共形变换的生成元. 因此，它们必须满足 Virasoro代数. 我们验证

[Lm, Ln] =

∮
dz

2πi

∮
dw

2πi
zm+1wn+1[T (z), T (w)]

=

∮
C(0)

dw

2πi
wn+1

∮
C(w)

dz

2πi
zm+1

[
T (z)T (w)

]
=

∮
C(0)

dw

2πi
wn+1

∮
C(w)

dz

2πi
zm+1

(
c/2

(z − w)4
+

2T (w)

(z − w)2
+

∂wT (w)

z − w
+ . . .

)
=

∮
C(0)

dw

2πi
wn+1

(
(m+ 1)m(m− 1)wm−2 c

2 · 3!

+ 2(m+ 1)wmT (w) + wm+1∂wT (w)
)

=

∮
dw

2πi

( c

12
(m3 −m)wm+n−1

+ 2(m+ 1)wm+n+1T (w) + wm+n+2∂wT (w)
)

=
c

12
(m3 −m)δm,−n + 2(m+ 1)Lm+n

+ 0−
∮

dw

2πi
(m+ n+ 2)T (w)wm+n+1

= (m− n)Lm+n +
c

12
(m3 −m)δm,−n

(85)

即证.
下面我们将研究能量-动量张量在共形变换下的行为. 特别地，通过比较 OPE (82)与定义 (81)，我们看到

对于非零中心荷，T (z)不是一个初级场. 可以证明在共形变换 f(z)下，能量-动量张量的变换如下

T ′(z) =

(
∂f

∂z

)2

T (f(z)) +
c

12
S(f(z), z) (86)

其中 S(w, z)表示 Schwarzian导数

S(w, z) =
1

(∂zw)2

(
(∂zw)(∂

3
zw)−

3

2
(∂2

zw)
2

)
(87)

我们不详细证明式 (86)，只在无穷小共形变换 f(z) = z + ϵ(z)的层面上验证它. 为此，我们首先使用式 (78)
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和 OPE (82)发现

δϵT (z) =
1

2πi

∮
C(z)

dw ϵ(w)T (w)T (z)

=
1

2πi

∮
C(z)

dw ϵ(w)

(
c/2

(w − z)4
+

2T (z)

(w − z)2
+

∂zT (z)

w − z
+ . . .

)
=

c

12
∂3
z ϵ(z) + 2T (z)∂zϵ(z) + ϵ(z)∂zT (z)

(88)

与式 (86)进行比较. 对于无穷小变换 f(z) = z + ϵ(z)，Schwarzian导数的主导阶贡献为

S(z + ϵ(z), z) =
1

(1 + ∂zϵ)2

(
(1 + ∂zϵ)∂

3
z ϵ−

3

2
(∂2

z ϵ)
2

)
' ∂3

z ϵ(z) (89)

能量-动量张量的变分于是可以计算为

δϵT (z) = T ′(z)− T (z)

= (1 + ∂zϵ(z))
2
(T (z) + ϵ(z)∂zT (z)) +

c

12
∂3
z ϵ(z)− T (z)

=
c

12
∂3
z ϵ(z) + 2T (z)∂zϵ(z) + ϵ(z)∂zT (z)

(90)

这与式 (88)相同. 因此我们在无穷小共形变换的层面上验证了式 (86).
沿与(85)相同的思路进行计算，可以发现对于手征初级场 ϕ(z)，OPE的全纯部分等价于

[Lm, ϕn] = ((h− 1)m− n)ϕm+n (91)

对于所有m,n ∈ Z. 如果关系 (81)和 (91)仅对m = −1, 0,+1成立，则 ϕ(z)被称为准初级场. 将关系 (91)应
用于 Virasoro代数 (43)中m = −1, 0,+1的值，我们看到手征能量-动量张量是一个共形维度为 (h, h) = (2, 0)

的准初级场. 考虑到式 (61)，这一观察也解释了 Laurent展开 (83)的形式. 值得注意的是，对于 SL(2,C)变换
w = f(z)，Schwarzian导数 S(w, z)消失，这与 T (z)是准初级场的事实一致.
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