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1 非简并定态微扰论

设未加微扰时，系统的 Hamilton量为 H0，其本征方程为

H0|ψ0
n⟩ = E0

n|ψ0
n⟩ (1)

加微扰后，Hamilton量变为
H = H0 + λV (2)

原先的第 n能级将发生偏移，本征方程变为

H|ψn⟩ = En|ψn⟩ (3)

联立得

(E0
n −H0)|ψ0

n⟩ = (λV −∆n)|ψ0
n⟩ (4)

其中 ∆n 是能级偏移的大小.两边左乘 ⟨ψ0
n|可得

⟨ψ0
n| (λV −∆n) |ψn⟩ = 0 (5)

我们可以把 |ψn⟩按
{
|ψ0⟩

}
展开

|ψn⟩ = cn(λ)|ψ0
n⟩+

∑
m ̸=n

|ψ0
m⟩⟨ψ0

m|
E0

n − E0
m

(λV −∆n)|ψn⟩ (6)

取归一化条件

⟨ψ0
n|ψn⟩ = 1 (7)

左乘 ⟨ψ0
n|得 cn(λ) = 1，同时

∆n = λ⟨ψ0
n|V |ψn⟩ (8)

这时

|ψn⟩ = |ψ0
n⟩+

∑
m ̸=n

|ψ0
m⟩⟨ψ0

m|
E0

n − E0
m

(λV −∆n)|ψn⟩ (9)

把 |ψn⟩及 En 按 λ的幂次逐阶展开

|ψn⟩ = |ψ0
n⟩+ λ|ψ(1)

n ⟩+ λ2|ψ(2)
n ⟩+ · · · (10)

∆n = λ∆(1)
n + λ2∆(2)

n + · · · (11)
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则

λ|ψ(1)
n ⟩+ λ2|ψ(2)

n ⟩+ · · · = λ
∑
m ̸=n

|ψ0
m⟩⟨ψ0

m|V |ψ0
n⟩

E0
n − E0

m

+ λ2
∑
m ̸=n

|ψ0
m⟩⟨ψ0

m|V |ψ1
n⟩

E0
n − E0

m

− λ2
∑
m ̸=n

|ψ0
m⟩⟨ψ0

m|∆(1)
n |ψ1

n⟩
E0

n − E0
m

(12)

其中由 {|ψ0⟩}的正交性，出现 ⟨ψm|ψn⟩的项皆为 0.由

∆n = λ⟨ψ0
n|V |ψn⟩ = λ⟨ψ0

n|V |ψ0
n⟩+ λ2⟨ψ0

n|V |ψn⟩+ · · · (13)

可得能量的第 N 阶修正

∆N
n = ⟨ψ0

n|V |ψN−1
n ⟩ (14)

完全由波函数的 N − 1阶修正决定.
一阶能量修正

∆1
n = ⟨ψ0

n|V |ψ0
n⟩ (15)

比对系数可得一阶波函数修正

|ψ1
n⟩ =

∑
m ̸=n

|ψ0
m⟩⟨ψ0

m|V |ψ0
n⟩

E0
n − E0

m

=
∑
m ̸=n

Vmn

E0
n − E0

m

|ψ0
m⟩ (16)

其中 Vmn = ⟨ψ0
m|V |ψ0

n⟩.二阶能量修正为

∆2
n = ⟨ψ0

n|V |ψ1
n⟩ =

∑
m ̸=n

|Vmn|2

E0
n − E0

m

(17)

二阶波函数修正

|ψ2
n⟩ =

∑
m ̸=n

|ψ0
m⟩ ⟨ψ0

m|V |ψ1
n⟩

E0
n − E0

m

−
∑
m ̸=n

|ψ0
m⟩ ⟨ψ0

m|∆1
n |ψ1

n⟩
E0

n − E0
m

=
∑
k ̸=n

∑
l ̸=n

VklVln |ψ0
k⟩

(E0
n − E0

k)(E
0
n − E0

l )
−
∑
k ̸=n

VnnVkn |ψ0
k⟩

(E0
n − E0

k)
2

(18)

我们来考察二阶能量修正，第 i能级和第 j 能级通过 Vij 联系起来，假设其中第 i能级较低而第 j 能级较高，

则微扰后第 i能级下降
|Vij |2

E0
j − E0

i

而第 j能级上升.这说明微扰后的能级永不交叉，无论扰动的幅度有多大.对

于基态，由于它已经是最低的能级，所有与它关联的能级 j都会使它下降
|V0j |2

E0
j − E0

0

，故微扰后基态能级必定

下降.
最后，我们来说明简并微扰论适用的范围，首先微扰前的各能级不能有简并.齐次，

|Vij |
E0

i − E0
j

必须足够

小，否则修正项将发散.

2 Stack效应与简并定态微扰论

氢原子的核外电子的 Hamiltonian为

H0 =
P 2

2m
− e2

4πε0r
(19)
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现在我们在 z方向上加上一个微弱电场，则

V = −e|E|z (20)

对基态 1s，n = 1, l = 0,m = 0，态的宇称为偶，故

⟨ψ0
k|z|ψ0

k⟩ = 0 (21)

无一阶能量修正项，称为二次 Stack效应. 且对 (n, l,m) ̸= (1, 0, 0)有 E0
100 ̸= E0

nlm，能量的二阶修正项中不

会出现分母为 0的问题.
下面我们研究 n = 2的态，对 (2, l,m) ̸= (2, l′,m′)，有 E2lm − E2l′m′ = 0而 z2lm,2l′m′ ̸= 0，即分母为

0而分子不为 0，出现发散问题，非简并微扰论失效.必须选取一组能量本征矢，使得有相同能量的 |φ0
m⟩与

|φ0
n⟩有

⟨ψ0
m|V |ψ0

n⟩ = 0 (22)

即我们需要使 V 对角化.
由选择定则

⟨α′, l′,m′|z|α, l,m⟩ = 0 unless M = m

可知 |2, 1, 1⟩ , |2, 1,−1⟩ 与其它所有 n = 2 态都不通过 z 关联，故它们没有能量修正. 只考虑 |2, 0, 0⟩ 以及
|2, 1, 0⟩，在这组基底下

H0=̇− mα2

8

(
1 0

0 1

)
V =̇− e|E|

(
0 zsp

zps 0

)
(23)

其本征值为 ±⟨2p|z|2s⟩，对应的本征矢为

|ψ±⟩ =
|2, 1, 0⟩ ± |2, 0, 0⟩√

2
(24)

在 {|ψ±⟩}下，V 是对角化的，可以应用非简并微扰论.对 |ψ±⟩，能量的一阶修正项为

⟨ψ±|V |ψ±⟩ = ∓eE ⟨2, 1, 0|z|2, 0, 0⟩ = ±3
√
3e|E|a ≡ ∓∆ (25)

这称为氢原子的线性 Stack效应.可见，能级发生劈裂，间隙为 2∆.

3 精细结构与 Zeeman效应

3.1 氢原子的精细结构

考虑相对论效应，氢原子核外电子的动能实际上应该为

T =
√
p2c2 +m2

ec
4 −mec

2 ≈ p2

2me
− p4

8m3
ec

2
(26)

可以看作电子的 Hamilton量有微扰

V = − p4

8m3
ec

2
(27)
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因为 [L,p2] = [L, V ] = 0，V 在 {|n, l,m⟩}基底下已经对角化，可以用非简并微扰论.一阶能量修正

∆
(1)
nl = ⟨n, l,m|V |n, l,m⟩ = −⟨n, l,m| p4

8m3
ec

2
|n, l,m⟩

=
E0

nα
2

n2

(
−3

4
+

n

l + 1
2

)
= −1

2
mec

2α4

[
− 3

4n4
+

1

n3
(
n+ 1

2

)]
(28)

再考虑自旋-轨道角动量的耦合效应.电子的自旋会使其具有磁矩

µ =
eS

m
(29)

磁偶极子在外电场中无附加能量，但在外磁场中有附加能量 −µ ·B.取电子的随动坐标系，则质子以 −v的

速度运动，其磁场
B = −ev × r

r3

= −v ×E

= v ×∇ϕ(r)

= v × r

r

∂ϕ

∂r

= − L

mr

∂ϕ

∂r

(30)

故附加能量

VLS = −µ ·B =
1

m2r
L · S dV

dr
(31)

但这并不正确，实际上应当是

VLS =
1

2m2r
L · S dV

dr
(32)

具体原因在相对论性量子力学中才能得到解释.对氢原子，
dV

dr
=

α

r2
，故

VLS =
α

2m2r3
L · S (33)

因为 L · S因子，VLS 在耦合表象中是对角化的，而在非耦合表象中不是，我们选用耦合表象.则一阶能
级修正

∆1
|n,l,j,m⟩ = ⟨n, l, j,m|VLS |n, l, j,m⟩

=
α

2m2

〈
n, l, j,m

∣∣∣∣L · S
r3

∣∣∣∣n, l, j,m〉
=

α

2m2
⟨n, l, j,m|L · S|n, l, j,m⟩

〈
n, l, j,m

∣∣∣∣ 1r3
∣∣∣∣n, l, j,m〉

=
α4m

4n3l(l + 1)
(
l + 1

2

)

l, j = l +

1

2

−l − 1, j = l − 1

2

(34)

综合考虑相对论修正与自旋-轨道角动量耦合修正，总的能级偏移为

∆ =
α4m

2n4

[
n

2l(l + 1)
(
l + 1

2

)( l

−l − 1

)
+

3

4
− n

l + 1
2

]
=
α4m

2n4

(
3

4
− 2n

2j + 1

)
(35)

可见，氢原子的能量修正 ∆只与 n和 j 有关，而与 l无关.如图(1)所示，2P 1
2
与 2P 3

2
能级劈裂，但 2P 1

2
与

2S 1
2
能级依然简并.
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图 1: 氢原子能级的精细结构

3.2 碱金属原子

对碱金属原子，其内部有一个完整而稳固的结构，称为原子实，原子实外有一个价电子.原子实本身由带
Ze正电荷的原子核以及 Z 个电子构成，价电子受到的作用类似于单位正电荷 Coulomb场的作用.但是，价
电子会使原子实中的电荷发生微小位移，形成一个电偶极子，这一过程称为原子实的极化，它会使得价电子

受到的作用偏离 Coulomb势，引起能量的降低.同一 n值中 l越小的价电子，其轨道偏心率越大，近日点离

原子实更近，受原子实极化越显著.另一方面，价电子并不总是在原子实外部运动，可能会发生贯穿，这时
原子实对它的有效电荷数 Z∗ 将不再是 1，这一过程的影响比原子实极化的影响更为显著.同样地，轨道贯穿
只能发生在 l较小的价电子.由于原子实极化和轨道贯穿效应的存在，相对论效应的影响已经极微弱，我们只
考虑自旋-轨道角动量耦合带来的修正.这时，(32)仍成立，只是 V 不再是 Coulomb势.同样的计算给出

∆1
|n,l,j⟩ =

1

2m2
ec

2

〈
1

r

dV

dr

〉
nl

ℏ2

2


l, j = l +

1

2

−l − 1, j = l − 1

2

(36)

碱金属元素锂的能级如图(2)所示.

3.3 Zeeman效应

设我们在 z方向上加一个弱的外磁场

B = Bez (37)

其满足 Coulomb规范的矢势
A =

1

2
B(xey − yex) (38)
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图 2: 锂的能级图

磁场中电子的 Hamilton量

H =
1

2m

(
p− e

c
A
)2

+ V (r) =
p2

2m
+ V (r)− e

2mc
(p ·A+A · p) + e2A2

2mc2
(39)

Coulomb规范下

p ·A = A · p = |B|
(
−1

2
ypx +

1

2
xpy

)
=

1

2
|B|Lz (40)

略去矢势的二次项，并考虑自旋磁矩与外磁场的相互作用

−µ ·B = − e

mc
S ·B = − e

mc
|B|Sz (41)

可得外磁场带来的 Hamilton量修正

VB = −e|B|
2mc

(Lz + 2Sz) = −e|B|
2mc

(Jz + Sz) (42)

3.4 Van der Waals力

我们考虑两个氢原子之间的相互作用，设两个质子都在 z 轴上，距离为 r，z 轴正方向从质子 1指向质

子 2.用 r1 和 r2 分别表示两个电子相对各质子的位矢，则系统的 Hamilton量为

H = H0 + V

H0 =
ℏ2

2m
(∇2

1 +∇2
2)−

e2

r1
− e2

r2

V =
e2

r
+

e2

|r+ r2 − r1|
− e2

|r+ r2|
− e2

|r− r1|

(43)
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H0 对应的基态波函数显然是两个氢原子基态波函数的乘积

ψ0
0(r1, r2) = ψ0

100(r1)ψ
0
100(r2) (44)

当距离 r很大时，电动力学的知识告诉我们，两原子之间的相互作用可以看成两个偶极子之间的相互作用

V = p2 · ∇
(p1 · r

r3

)
=

(p1 · p2)r
2 − 3(p1 · r1)(p2 · r2)

r5

=
e2(x1x2 + y1y2 + z1z2)r

2 − 3e2(z1r)(z2r)

r5

=
e2(x1x2 + y1y2 − 2z1z2)

r3

(45)

显然，由于基态的宇称为偶，一阶能量修正全部为 0.二阶能量修正

E2(r) =
e4

r6

∑
k ̸=0

| ⟨k0|x1x2 + y1y2 − 2z1z2|00⟩ |2

E0
0 − E0

k

(46)

显然相互作用势按
1

r6
变化，且为负，即氢原子之间有长程的 r−6吸引力，这种力称为 Van der Waals力.它普

遍存在于各种原子和分子之间.

4 变分法，氦原子

如果我们无法事先得到一个精确解，则我们之前发展起来的微扰论将毫无用处.我们可以通过变分法给
出基态能量 E0 的上限，这个上限可以足够地接近基态能量的精确值.任取试右矢 |0̃⟩，定义

H =
⟨0̃|H|0̃⟩
⟨0̃|0̃⟩

(47)

则

H ≥ E0 (48)

要证明这一点，我们把 |0⟩在能量表象下展开

|0̃⟩ =
∞∑
k=0

|k⟩ ⟨k|0̃⟩ (49)

则

H =

∑∞
k=0 | ⟨k|0̃⟩ |2Ek∑∞
k=0 | ⟨k|0̃⟩ |2

=

∑∞
k=1 | ⟨k|0̃⟩ |2(Ek − E0)∑∞

k=0 | ⟨k|0̃⟩ |2
+ E0

≥ E0

(50)

最后一步是因为 Ek − E0 必然是正的.我们还能看到，若 ⟨k|0̃⟩ ∼ O(ε)，则

H − E0 =

∑∞
k=1 | ⟨k|0̃⟩ |2(Ek − E0)

| ⟨0̃|0̃⟩ |2
∼ O(ε2) (51)

可见即使偏差较大的 |0̃⟩对基态能量的估计也是很精确的.现在我们假定 H 对变分

|0̃⟩ → |0̃⟩+ δ |0̃⟩ (52)

是稳定的，也即
δH

δ |0̃⟩
= 0 (53)
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则用 |0̃⟩+ δ |0̃⟩代替 |0̃⟩计算 H 的误差在 (δ |0̃⟩)2 量级，说明计算方法是稳定的.
一般而言，我们的试探态矢量依赖于若干参数 λ1, · · · , λn，则 H 是这些参数的函数.我们要求泛函导数

为 0，即要求 H 对各参数的偏导数为 0，相当于找到 H 的极小值点.比如，我们考虑一维无限深方势阱中粒
子的基态，取试探解为

⟨x|0̃⟩ = |a|λ − |x|λ (54)

其中 λ为参数.可以算出近似基态能量

H =

[
(λ+ 1)(2λ+ 1)

2λ− 1

](
ℏ2

4ma2

)
(55)

其极小值在 λ =
1 +

√
6

2
≈ 1.76处取得，对应近似能量

Hmin ≈ 1.00298E0 (56)

与精确能量相差很小.
氦原子的 Hamilton量为

H = − ℏ2

2m
(∇2

1 +∇2
2)−

e2

4πε0

(
2

r1
+

2

r2
− 1

|r1 − r2|

)
(57)

视 Vee =
e2

4πε0|r1 − r2|
为微扰，去掉这部分影响时，系统的精确解就是氢原子波函数的乘积

ψ0(r1, r2) =
8

πa3
e−

2(r1+r2)
a (58)

取 |ψ0⟩为试探解，则基态能量

H = 8E1 +
e2

4πε0

(
8

πa3

)2 ∫
e−

4(r1+r2)
a

|r1 − r2|
d3r1d

3r2

= 8E1 −
5

2
E1

= −75 eV

(59)

与实验值有偏差，因为每个电子都会被另一个电子所干扰，所以原子核的等效电荷量应该是一个小于 2的常

数 Z，则试探波函数为

ψ1(r1, r2) =
Z3

πa3
e−

Z(r1+r2)
a (60)

计算得

H =

(
−2Z3 +

27

4
Z

)
E1 (61)

当 Z =
27

16
时，Hmin =

729

128
E1 ≈ −77.5 eV，与实验数据几乎一致.

5 含时 Hamilton量

5.1 相互作用绘景

设系统的 Hamilton量为
H = H0 + V (t) (62)

且 H0 对应的本征值问题已全部解出.我们假设系统初始状态为

|α⟩ =
∑
n

cn(0) |n⟩ (63)
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要找到 t > 0时刻的 cn(t)使得

|α, t0 = 0; t⟩ =
∑
n

cn(t)e
− iEnt

ℏ |n⟩ (64)

这里因子 e−
iEnt

ℏ 反映定态的相位演化，而 cn(t)的出现则完全是因为 V (t).我们定义相互作用绘景或 Dirac绘
景下的态矢以及力学量算子

|α, t0 = 0; t⟩I = e
iH0t

ℏ |α, t0 = 0; t⟩S (65)

AI = e
iH0t

ℏ ASe
− iH0t

ℏ (66)

则态矢量的时间演化

iℏ
∂

∂t
|α, t0 = 0; t⟩ = iℏ

∂

∂t

(
e

iH0t
ℏ |α, t0 = 0; t⟩S

)
= −H0e

iH0
ℏ |α, t0 = 0; t⟩S + e

iH0t
ℏ (H0 + V ) |α, t0 = 0; t⟩S

= e
iH0t

ℏ V e−
iH0t

ℏ e
iH0t

ℏ |α, t0 = 0; t⟩S
= VI |α, t0 = 0; t⟩I

(67)

同理可以得到
dAI

dt
=

1

iℏ
[AI ,H0] (68)

在相互作用绘景下

|α, t0 = 0; t⟩I = e
iH0t

ℏ |α, t0; t⟩S =
∑
n

cn(t) |n⟩ (69)

故

cn = ⟨n|α, t0 = 0; t⟩ (70)

从而得到 cn(t)的演化方程

iℏ
d

dt
cn(t) = iℏ

∂

∂t
⟨n|α, t0 = 0; t⟩

= ⟨n|VI |α, t0 = 0; t⟩I

=
∑
m

⟨n|VI |m⟩ ⟨m|α, t⟩

=
∑
m

Vnme
iωnmtcm(t)

(71)

其中 Vnm = ⟨n|V (t)|m⟩ , ωnm =
En − Em

ℏ
.这是个齐次线性常微分方程组，即

iℏ
d

dt


c1

c2
...

 =


V11 V12e

iω12t · · ·
V21e

iω21t V22 · · ·
...

...
. . .



c1

c2
...

 (72)

5.2 含时双态问题

我们考虑具有正弦振动势的双态问题，即

H0 = E1 |1⟩ ⟨1|+ E2 |2⟩ ⟨2| E2 > E1 (73)

V (t) = γeiωt |1⟩ ⟨2|+ γe−iωt |2⟩ ⟨1| (74)

对(72)，此即
V12 = V ∗

21 = γeiωt V11 = V22 = 0 (75)
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假设初始时系统处在 |1⟩态，即 c1(0) = 1, c2(0) = 0，则解(72)得

|c1(t)|2 = 1− 4γ2

4γ2 + (ω − ω21)2ℏ2
sin2

{[
γ2

ℏ2
+

(ω − ω21)
2

4

] 1
2

t

}

|c2(t)|2 =
4γ2

4γ2 + (ω − ω21)2ℏ2
sin2

{[
γ2

ℏ2
+

(ω − ω21)
2

4

] 1
2

t

} (76)

我们看到，观测到系统处在较高能态的概率的振荡频率为

Ω =

√
γ2

ℏ2
+

(ω − ω21)2

4
(77)

振幅在

ω ≈ ω21 =
E2 − E1

ℏ
(78)

时极大，这称为共振条件.这时 Ω =
γ

ℏ
，我们可以作出 |c1(t)|2 与 |c2(t)|2 关于 t的图像 |c1(t)|2 与 |c2(t)|2 关

于 t的图像，如图(3)所示.可见，|c1(t)|2与 |c2(t)|2是此消彼长的关系，这称为吸收-辐射循环.V (t)可以看作

能量的源与漏，它可以引起低能态到高能态的跃迁（吸收）或高能态到低能态的跃迁.

图 3: |c1(t)|2 与 |c2(t)|2 关于 t的图像

即使在偏离共振点的位置吸收-辐射循环也能发生，但是这时 |c2(t)|2 无法上升到 1，|c1(t)|2 亦无法下降
到 0.作出 |c2(t)|2max-t图像，可见 ω = ω21 附近有一个共振峰，且半高全宽为

4γ

ℏ
.

5.3 绝热近似

系统的 Hamilton量依赖于某些参数 λ，对每个参数，系统都会有一些能级，这些能级的能量依赖于参数，

比如无限深方势阱基态能量依赖于阱宽 d.绝热近似适用于这样的情形，参数随时间的变化极其缓慢，使得系
统一直处在某个能级，其能量的改变只是因为参数的变化，比如，系统一直处在势阱基态，但是由于阱宽的

变化，其能量发生变化.这要求参数变化的时标远长于系统在不同能级间振动的周期（如果系统参数变化太
快，则系统状态来不及改变）.

若系统的 Hamilton量含时，则系统的能量本征值和本征矢也随时间变化.用 |n; t⟩表示 t时刻系统的能量

本征矢，则

H(t) |n; t⟩ = En(t) |n; t⟩ (79)
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图 4: |c2(t)|2max-t图像

系统的 Schödinger方程为
iℏ
∂

∂t
|α, t0 = 0; t⟩ = H(t) |α, t0 = 0; t⟩ (80)

设

|α, t0 = 0; t⟩ =
∑
n

cn(t)e
iθn(t) |n; t⟩ (81)

其中

θn(t) ≡ − i

ℏ

∫ t

0

En(t
′)dt′ (82)

反映能量随时间的累积效应，称为动力学项.把(81)代入(80)得∑
n

eiθn(t)
[
ċn(t) |n; t⟩+ cn(t)

∂

∂t
|n; t⟩

]
= 0 (83)

这里我们应当注意，
∂

∂t
|n; t⟩反映的是不同时刻能量本征矢的变化，而 Schödinger方程反映的是态矢量的演

化，我们没有理由认为态矢量的时间演化和能量本征矢的变化（即 Hamilton量的时间演化）是一致的，因此

不能把
∂

∂t
|n; t⟩化简成 1

iℏ
En(t

′) ⟨n; t′|n; t′⟩ = En(t
′)

iℏ
.在等式两侧左乘 ⟨m; t|得

ċm(t) = −
∑
n

cn(t)e
i[θn(t)−θm(t)]

〈
m; t

∣∣∣∣ ∂∂t
∣∣∣∣n; t〉 (84)

通过对(79)两边求导再左乘 ⟨m; t|可得

⟨m; t|Ḣ|n; t⟩ = [En(t)− Em(t)]

〈
m; t

∣∣∣∣ ∂∂t
∣∣∣∣n; t〉 (85)

则(84)可化为

ċm(t) = −cm(t)

〈
m; t

∣∣∣∣ ∂∂t
∣∣∣∣m; t

〉
−
∑
n

cn(t)e
i(θn−θm) ⟨m; t|Ḣ|n; t⟩

En − Em
(86)

从第二项可以看出，因为 Ḣ ̸= 0，导致 cm 的演化与 n ̸= m耦合.
若系统的 Hamilton量变化极为缓慢，即

⟨m; t|Ḣ|n; t⟩
En − Em

≡ 1

τ
≪
〈
m; t

∣∣∣∣ ∂∂t
∣∣∣∣m; t

〉
∼ Em

ℏ
(87)
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即 Hamilton量变化的时标远长于定态相因子振动的周期.这时，我们可以略去(86)中的第二项，得到

cn(t) = eiγn(t)cn(0) (88)

其中

γn ≡ i

∫ t

0

〈
n; t′

∣∣∣∣ ∂∂t
∣∣∣∣n; t′〉 dt′

= i

∫ λ(t)

λ(0)

〈
n;λ(t′)

∣∣∣∣ ∂∂λ
∣∣∣∣n;λ(t′)〉 dλ

(89)

可见，这一项只与系统在参数空间中的轨迹有关，而与系统变化的迅缓无关，因此称为几何相因子.容易证
明，几何相因子是实数.

假设系统一开始处在H(0)的本征态 |n⟩，则它将一直保持在H(t)的本征态 |n; t⟩，因为 cm(0) = δmn.具
体地

|n, t0 = 0; t⟩ = eiγn(t)eiθn(t) |n; t⟩ (90)

5.4 Berry相，AB效应

假设 Hamilton量不显含时间，仅依赖于向量值参数R，而R是随时间变化的.则〈
n; t

∣∣∣∣ ∂∂t
∣∣∣∣n; t〉 = ⟨n(R)|∇R|n(R)⟩ · dR

dt
(91)

其中 ∇R 是相空间中R方向的梯度算子.则几何相

γn(T ) = i

∫ R(T )

R(0)

⟨n(R)|∇R|n(R)⟩ · dR (92)

若R(0) = R(T )，则为

γn(C) = i

∮
C

⟨n(R)|∇R|n(R)⟩ dR (93)

记

An(R) = i ⟨n(R)|∇R|n(R)⟩ (94)

则由 Stokes公式得

γn(C) = i

∮
C

An(R) · dR =

∫
S

[∇R ×An(R)] · dR ≡
∫
S

Bn(R) · dR (95)

其中 S 是 C 在相空间中包围的一条曲线.
我们可以给能量本征矢乘一个任意的相因子

|n(R)⟩ → eiδ(R) |n(R)⟩ (96)

则对应地

An(R) → An(R)−∇Rδ(R) (97)

而几何相(95)是不变的.可见几何相与能量本征矢的相位也无关，而只与相空间中的轨迹有关. (97)与规范变
换的形式是一致的.
下面我们算出 γn(C).首先

Bn(R) = ∇R ×An(R)

= i∇R × ⟨n(R)|∇R|n(R)⟩

= i∇R ⟨n(R)| × ∇R |n(R)⟩

= i
∑
m

[∇R ⟨n(R)|] · |m(R)⟩ × ⟨m(R)|∇R|n(R)⟩

(98)
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对 ⟨n(R)|n(R)⟩ = 1求梯度得 [∇R ⟨n(R)|] · |n(R)⟩ = −⟨n(R)|∇R|n(R)⟩，从而(98)中 |n(R)⟩项为 0.另一方
面，对(79)两边求梯度并左乘 ⟨m(R)|得

⟨m(R)|∇R|n(R)⟩ = ⟨m(R)|∇RH|n(R)⟩
En − Em

(99)

从而

Bn(R) = i
∑
m ̸=n

⟨n(R)|∇RH|m(R)⟩ × ⟨m(R)|∇RH|n(R)⟩
(Em − En)2

(100)

(95)和(100)合起来便给出了 Berry相位.
Aharonov-Bohm效应表明，即使电子在磁场为零的区域运动，电磁矢势A仍可通过量子力学相位影响其

干涉行为. 该相位差可表示为
∆ϕAB =

e

ℏ

∮
A · dl = e

ℏ
ΦB (101)

其中 ΦB 是闭合路径包围的磁通量.
从 Berry相位的视角，系统在绝热循环演化中获得的几何相位为

γn(C) =

∮
C

An(λ) · dλ (102)

这里An = i⟨n|∇λ|n⟩是 Berry联络，λ为参数空间中的缓慢变化参数.
AB效应可视为 Berry相位的特例.将电子实空间路径映射到参数空间，磁矢势 A对应 Berry联络 An，

磁通量 ΦB 则对应参数空间中的通量积分. 当电子环绕磁通管一周时，其波函数积累的 Berry相位与 AB相位
完全一致

γAB =
e

ℏ
ΦB = ∆ϕAB (103)

5.5 Born-Oppenheimer近似

Born-Oppenheimer近似的核心思想是基于原子核与电子质量的巨大差异（mn ≫ me），将分子系统的波

函数分离为电子部分和核运动部分

Ψ(r,R) = ψe(r;R) · χn(R) (104)

其中 r为电子坐标，R为核坐标. 近似步骤如下
固定核坐标R，电子在静态核势场中的 Schödinger方程

Heψe =

(
− ℏ2

2me

∑
i

∇2
i + Vn-e + Ve-e

)
ψe = Ee(R)ψe (105)

其中 Ee(R)为电子能量，随核位形R变化. 核的波函数 χn(R)满足(
− ℏ2

2M

∑
α

∇2
α + Ee(R)

)
χn(R) = E总χn(R) (106)

其中M 为核质量，E总为分子总能量.
氢分子离子是最简单的双原子分子，仅含两个质子和一个电子. 固定两质子间距 R，电子 Hamilton量为

He = − ℏ2

2me
∇2 − e2

4πε0

(
1

|r−R/2|
+

1

|r+R/2|

)
(107)

通过线性组合原子轨道（LCAO）方法，电子波函数可近似为

ψe =
1√

2(1 + S)

[
ϕ1s

(
r− R

2

)
+ ϕ1s

(
r+

R

2

)]
(108)

其中

Sab =

∫
ϕ∗a(r−Ra)ϕb(r−Rb)dr (109)
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为重叠积分，对应的电子能量为

Ee(R) =
⟨ψe|Ĥe|ψe⟩
⟨ψe|ψe⟩

(110)

平衡核间距 Re由势能极小值确定
dEe(R)

dR

∣∣∣∣
R=Re

= 0 (111)

核振动可通过在 Re附近展开势能为谐振子形式

Ee(R) ≈ Ee(Re) +
1

2
k(R−Re)

2 (112)

其中 k为力常数，振动能级为

Evib = ℏω
(
n+

1

2

)
, ω =

√
k

µ
(113)

µ为约化质量.

6 含时微扰论

6.1 Dyson级数

定义相互作用绘景下的时间演化算符

|α, t0; t⟩ = UI(t, t0) |α, t0⟩ (114)

则

iℏ
d

dt
UI(t, t0) = VI(t)UI(t, t0) UI(t0, t0) = 1 (115)

此方程可改写为积分方程

UI(t, t0) = 1 +

∫ t

t0

dUI

dt
= 1 +

1

iℏ

∫ t

t0

VI(t
′)UI(t

′, t0)dt
′ (116)

迭代得

UI(t, t0) = 1− 1

iℏ

∫ t

t0

VI(t
′)

[
1− 1

iℏ

∫ t′

t0

VI(t
′)UI(t

′, t0)dt
′

]
dt′

= 1− 1

iℏ

∫ t

t0

VI(t
′)dt′ +

(
− 1

iℏ

)2 ∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′VI(t
′)VI(t

′′) + · · ·

(117)

称为 Dyson级数.

6.2 跃迁概率

假设初始时刻系统处在 |i⟩态，在相互作用绘景中

|i, t0 = 0; t⟩I = UI(t, t0) |i⟩ =
∑
n

|n⟩ ⟨n|UI(t, 0)|i⟩ (118)

由

UI(t, t0) = e
iH0t

ℏ U(t, t0)e
− iH0t

ℏ (119)

可得

⟨n|UI(t, t0)|i⟩ = e
i(Ent−Eit0)

ℏ ⟨n|U(t, t0)|i⟩ (120)
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与跃迁振幅

⟨n|U(t, t0)|i⟩ (121)

不一致，但模平方一致.
取相位因子：

|i, t0; t0⟩S = e−
iEit0

ℏ |i⟩ (122)

则 |i, t0; t0⟩I = |i⟩，从而
|i, t0; t⟩I = UI(t, t0) |i⟩ (123)

用 {|n⟩}展开，得到系数
cn(t) = ⟨n|UI(t, t0)|i⟩ (124)

由 Dyson级数得
c(0)n (t) = δni (125)

c1(t) = − i

ℏ

∫ t

t0

⟨n|VI(t′)|i⟩dt′ = − i

ℏ

∫ t

0

eiωnit
′
Vni(t

′)dt′ (126)

c(2)n (t) =

(
− i

ℏ

)2∑
m

∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′eiωnmt′Vnm(t′)eiωmit
′′
Vmi(t

′′) (127)

从初态 |i⟩到 |n⟩的跃迁概率
P (i→ n) =

∣∣c1n(t) + c2n(t) + · · ·
∣∣2 (128)

6.3 常微扰近似

V (t) =

0 t < 0

V (independent of t) t ≥ 0
(129)

设 t = t0 = 0系统时刻处于 |i⟩，则

c0n = δni

c1n = − i

ℏ
Vni

∫ t

0

eiωnit
′
dt′ =

Vni
En − Ei

(
1− eiωnit

) (130)

得

|c1n|2 =
4|Vni|2

|En − Ei|2
sin2

[
(En − Ei)t

2ℏ

]
(131)

实践中，可以认为能谱是连续的.定义 ω =
En − Ei

ℏ
并视为连续变量，绘制

4 sin2
(
ωt
2

)
ω2

在 t固定时的图像，

如图(5)所示中间峰 w = 0，最高度为 t2，展宽 ∼ 1

t
. 只有满足

t ∼ 2πℏ
|En − Ei|

(132)

的跃迁，其概率才是可观的.假定微扰持续时间为 ∆t，则能够发生的跃迁应当满足

∆E∆t ∼ ℏ (133)

考虑能量守恒的跃迁，在(131)中取 En → Ei 得

|c1n|2 =
|Vni|2t2

ℏ2
(134)
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图 5:
4 sin2

(
ωt
2

)
ω2

-ω图像

正比于时间 t的平方，这不符合我们的直觉.不过，考虑的不是单个末态，而是 Ei附近的连续能量谱.我们在
乎的是末态能量满足 En ≈ Ei 的跃迁的总概率 ∑

n,En≈Ei

|c1n|2 (135)

定义末态的态密度，E ∼ E + dE 中的态数目为 ρ(E)dE.则∑
n,En≈Ei

|c1n|2 =

∫
dEn ρ(En)|c1n|2 = 4

∫
sin2

[
(En − Ei)t

2ℏ

]
|Vni|2

|En − Ei|2
ρ(En)dEn (136)

对于 t→ ∞，由

lim
α→∞

1

π

sin2 αx

αx2
= δ(x) (137)

得 ∫
dEn ρ(En)|c1n|2 =

(
2π

ℏ

)
|Vni|2ρ(En)t

∣∣∣∣
En≈Ei

(138)

总跃迁概率正比于 t，这就合理了.这可以从图像上解释为总跃迁概率是(5)中峰下面的面积，其高度正比于 t2

而半全高宽正比于
1

t
.

我们考虑单位时间内发生跃迁的概率，即跃迁率.得

ωi→[n] =
2π

ℏ
|Vni|2ρ(En)En≈Ei

(139)

其中 [n]具有与 i相近能量的能量本征态.这称为 Fermi黄金定则.
现在我们来考虑二阶项.可得

c2n =

(
− i

ℏ

)2∑
m

VnmVni

∫ t

0

dt′eiωnmt′
∫ t′

0

dt′′eiωmit
′′

=
i

ℏ
∑
m

VnmVmi

Em − Ei

∫ t

0

(eiωnit
′
− eiωnmt′)dt′

(140)
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第二项在 n = m时为 0，在 n ̸= m时快速振荡，也不会对跃迁概率作出显著贡献.而第一项对 t的依赖关系

与 c1n 一致，在 t→ ∞时只有 En ≈ Ei 的跃迁才有较大概率发生.综合一阶和二阶近似，得

ωt→[n] =
2π

ℏ

∣∣∣∣∣Vni +∑
m

VnmVmi

Ei − Em

∣∣∣∣∣
2

ρ(En)

∣∣∣∣
En≈Ei

(141)

可以设想跃迁分两步发生，态 |i⟩先发生能量不守恒的跃迁到达 |m⟩态，再先发生能量不守恒的跃迁到达 |n⟩
态，而整个过程中能量是守恒的.

6.4 谐波近似

考虑一个按正弦规律变化的时间相关势

V (t) = φeiωt + φ†e−iωt, (142)

其中 φ依赖于 x, p, S 等变量. 初始时 H0 本征态中仅有一个被占据，在 t = 0时刻微扰开启，一阶系数为

c(1)n = − i

ℏ

∫ t

0

(
φnie

iωt′ + φ′
nie

−iωt′
)
eiωnit

′
dt′

==
1

ℏ

[
1− ei(ω+ωni)t

ω + ωni
φni +

1− ei(ωni−ω)t

ωni − ω
φ′
ni

] (143)

其中 ωni =
En − Ei

ℏ
. 当 t→ ∞时，仅当满足

ωni + ω ≈ 0 或 En ≈ Ei − ℏω (144)

ωni − ω ≈ 0 或 En ≈ Ei + ℏω (145)

跃迁概率 |c(1)n |2 才显著，区别于常微扰的 En ≈ Ei 条件. 能量守恒通过外部势 V (t)补偿实现.
跃迁概率由 Fermi黄金规则给出

wi→[n] =
2π

ℏ
|φni|2 ρ(En)

∣∣∣∣
En≈Ei−ℏω

(146)

wi→[n] =
2π

ℏ

∣∣∣φ†
ni

∣∣∣2 ρ(En)

∣∣∣∣
En≈Ei+ℏω

(147)

根据矩阵元的厄米性

|φni|2 =
∣∣∣φ†

in

∣∣∣2 , (148)

可得发射率与吸收率的细致平衡关系

发射率 (i→ [n]) =吸收率 (n→ [i]) · ρ([n])
ρ([i])

. (149)
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