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1 角动量的一般理论

1.1 转动算符与角动量算符

假设我们对系统进行一个旋转操作，系统的状态将由 |α⟩变为 D |α⟩.我们先考虑绕 x轴的无穷小转动，

它必然满足以下要求：

1. D†
x(dθ)Dx(dθ) = 1;

2. Dx(dθ
′′)Dx(dθ

′) = Dx(dθ
′′ + dθ′);

3. D−1
x (dθ) = Dx(−dθ);

4. lim
dθ→0

Dx(dθ) = 1.
存在一个幺正算符 Jx，使得

Dx(dθ) = 1− idθ

ℏ
Jx (1)

这个 Jx 就是 x方向上的角动量算符，J = Jxex + Jyey + Jzez .注意，我们这里没有对 J具体是什么做任何

说明！请不要认为 J = x× p，只有对轨道角动量才是如此，而自旋角动量与 x和 p没有任何关系.
对三维空间中的转动是有

Rx(ε)Ry(ε)−Ry(ε)Rx(ε) = Rz(ε
2) (2)

我们把这个当成一切转动所共有的性质，即

Dx(ε)Dy(ε)−Dy(ε)Dx(ε) = Dz(ε
2) (3)

把式(1)代入，可以求出
[Jx, Jy] = iℏJz

对其它的转轴也是如此，于是我们得出量子力学中角动量的对易关系

[Ji, Jy] = iℏεijkJk (4)

1.2 角动量算符的本征值，矩阵表示

引入角动量平方算符 J2 = J2
x + J2

y + J2
z，则

[J2, Ji] = 0 (5)

于是 J2 和 Ji 有共同的完备本征矢量组.我们引入升降算符

J± = Jx ± iJy (6)
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可以证明

[J+, J−] = 2ℏJz (7)

[Jz, J±] = ±ℏJ± (8)

我们可以证明

JzJ± |a, b⟩ = (b± ℏ)J± |a, b⟩ (9)

J2J± |a, b⟩ = aJ± |a, b⟩ (10)

可见，J± 作用于本征矢 |a, b⟩上时，不改变角动量的平方，只使得角动量的 z 分量上升或下降 ℏ.J± |a, b⟩是
Jz 的本征值为 b ± ℏ 的本征矢量，而 Jz 非简并，故 J± |a, b⟩ = c± |a, b± ℏ⟩，用内积可以求出归一化系数
c± =

√
a− b2 ∓ bℏ，故

J± |a, b⟩ =
√

a− b2 ∓ bℏ |a, b± ℏ⟩ (11)

首先，显然 J2 的本征值都是正数，故 a > 0.其次

a− b2 = ⟨a, b|(J2 − J2
z )|a, b⟩

=
1

2
⟨a, b|(J+J− + J−J+)|a, b⟩

≥ 0

可得 a ≥ b2.这意味着对某个 a，b存在上限 bmax和下限 bmin，应当有 J+ |a, bmax⟩ = 0以及 J− |a, bmin⟩ = 0.
由(11)得 a = bmax(bmax+ℏ) = bmin(bmin−ℏ)，从而 bmin = −bmax.通过上升算符逐次移动必然能够从 bmin上升到

bmax.设 bmax = bmin+nℏ，则应有 bmax =
nℏ
2

.规定 j =
n

2
，b = mℏ，则对给定的 j，m会有−j,−j+1, · · · , j−1, j

共 2j + 1种取值.综上，角动量算符的本征方程为

J2 |j,m⟩ = j(j + 1)ℏ2 |j,m⟩ (12)

Jz |j,m⟩ = mℏ |j,m⟩ (13)

下面我们考虑角动量算符的矩阵元.首先，显然有

⟨j′,m′| J2 |j,m⟩ = j(j + 1)ℏ2δjj′δmm′ (14)

⟨j′,m′| Jz |j,m⟩ = mℏδjj′δmm′ (15)

其次，(11)可以写为 J± |j,m⟩ =
√
(j ∓m)(j ±m+ 1)ℏ |j,m± 1⟩，从而

⟨j′,m′|J±|j,m⟩ =
√

(j ∓m)(j ±m+ 1)ℏδj′jδm′,m±1 (16)

从而可以导出 Jx 和 Jy 的矩阵元

⟨j′,m′| Jx |j,m⟩ = ℏ
2

[√
(j −m)(j +m+ 1)δm′,m+1 +

√
(j +m)(j −m+ 1)δm′,m−1

]
(17)

⟨j′,m′| Jy |j,m⟩ = ℏ
2i

[√
(j −m)(j +m+ 1)δm′,m+1 −

√
(j +m)(j −m+ 1)δm′,m−1

]
(18)

1.3 有限转动算符，矩阵表示

有限转动可以通过相继绕一个轴的连续转动得到，例如，对于绕 z轴转 θ的转动，其转动算符

Dz(θ) = lim
n→∞

[
1− i

ℏ
θ

n
Jz

]n
= exp

(
− iθJz

ℏ

)
(19)

一般地，绕 n转动 ϕ的有限转动算符如下，其中 R是该转动对应的正交矩阵

D(R) = exp

(
− iJ · nϕ

ℏ

)
(20)
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J2 与 Jk 可对易，故 J2D(R) |j,m⟩ = D(R)J2 |j,m⟩ = j(j + 1)ℏ2D(R) |j,m⟩，这说明 D(R) |j,m⟩是 J2

的本征值为 j(j + 1)ℏ的本征态.则对于不同的 j′，必有 ⟨j′,m′| D(R) |j,m⟩ = 0.故我们只需要考虑

D(j)
m′,m(R) ≡ ⟨j,m′|D(R)|j,m⟩ =

〈
j,m′

∣∣∣∣exp(−iJ · nϕ
ℏ

)∣∣∣∣ j,m〉 (21)

这些矩阵元称作Winger函数.它的物理意义很明显，设系统初态为 |j,m⟩，做旋转 D(R)，对旋转后的系统进

行观测，则 D(j)
m′,m(R)就是系统坍缩到 |j,m′⟩态的概幅.

由 D(j)
m′,m(R)形成的 2j + 1阶矩阵称为 D(R)的 2j + 1阶不可约矩阵表示.D(R)的作用并不能由单个 j

完全表征，通过选取合适的基底，可以将D(R)写成分块矩阵的形式，不同 j对应的D(j)
m′,m形成不同的 2j+1

阶矩阵块.

2 轨道角动量

轨道角动量的定义为

L = x× p (22)

容易验证它满足

[Li, Lj ] = iεijkℏLk (23)

现在我们把 1− iδϕ

ℏ
Lz 作用在 |x′⟩上，看它是否相当于一个无穷小转动变换.(

1− iδϕ

ℏ
Lz

)
|x′, y′, z′⟩ =

[
1− i

(
δϕ

ℏ

)
(xpy − ypx)

]
|x′, y′, z′⟩

=

[
1− i

(
δϕ

ℏ

)
(pyx− pxy)

]
|x′, y′, z′⟩

=

[
1− i

(
x′δϕ

ℏ

)
py + i

(
y′δϕ

ℏ

)
px

]
|x′, y′, z′⟩

= [1 + Jy(x
′δϕ)− Jx(y

′δϕ)] |x′, y′, z′⟩

= |x′ − y′δϕ, y′ + x′δϕ, z′⟩

如果我们引入球坐标，则 |x′ − y′δϕ, y′ + x′δϕ, z′⟩可以写成 |r, θ, ϕ− δϕ⟩.可见，Lz 正是绕 z轴的无穷小旋转

变换的生成元.
下面我们考虑无穷小转动变换如何影响系统的波函数，计算可得

⟨x′|Lz|α⟩ = −iℏ
∂

∂ϕ
⟨x′|α⟩ (24)

同理

⟨x′|Lx|α⟩ = iℏ
(
sinϕ

∂

∂θ
+ cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)
⟨x′|α⟩ (25)

⟨x′|Ly|α⟩ = −iℏ
(
cosϕ

∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)
⟨x′|α⟩ (26)

由此可导出

⟨x′|L2 |α⟩ = −ℏ2
[

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)]
⟨x′|α⟩ (27)

在(11)和(13)左侧乘 ⟨x′|得

−
[

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
+

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)]
⟨θ′, ϕ′|l,m⟩ = l(l + 1)⟨θ′, ϕ′|l,m⟩ (28)

−i
∂

∂ϕ
⟨θ′, ϕ′|l,m⟩ = m⟨θ′, ϕ′|l,m⟩ (29)
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由数理方程的内容，这个方程的解正是球谐函数

⟨θ′, ϕ′|l,m⟩ = Y m
l (θ, ϕ) (30)

3 中心势场，氢原子

我们可以直截了当地证明

L2 = x2p2 − (x · p)2 + iℏx · p (31)

从而可得

⟨x′|L2 |α⟩ = r2⟨x′|p2|α⟩+ ℏ2
(
r2

∂2

∂r2
⟨x′|α⟩+ 2r

∂

∂r
⟨x′|α⟩

)
(32)

即动能 〈
x′
∣∣∣∣ p2

2m

∣∣∣∣α〉 = − ℏ2

2mr2
∂

∂r

(
r2

∂

∂r

)
⟨x′|α⟩+ 1

2mr2
⟨x′|L2|α⟩ (33)

中心力场的势 V (r)是球对称的，系统的 Hamilton量为

H =
p2

2m
+ V (r) (34)

由(31)可知 [L,p2] = [L,x2] = 0，从而 [L,H] = 0，故 H,L2, Lz 有完备的共同本征矢，记作 |E, l,m⟩，则

H |E, l,m⟩ = E |E, l,m⟩ (35)

L2 |E, l,m⟩ = l(l + 1)ℏ2 |E, l,m⟩ (36)

Lz |E, l,m⟩ = mℏ |E, l,m⟩ (37)

左乘 ⟨x′|，并由(32)可得[
− ℏ2

2mr2
d

dr

(
r2

d

dr

)
+

l(l + 1)ℏ2

2mr2
+ V (r)

]
⟨x′ |E, l,m⟩ = E⟨x′ |E, l,m⟩ (38)

对氢原子 V (r) = − e2

4πε0r
，问题的解为

⟨x′|n, l,m⟩ =

√(
2

na

)3
(n− l − 1)!

2n[(n+ 1)!]3
e−

r
na

(
2r

na

)l

L2l+1
n−l−1

(
2r

na

)
Yl,m(θ, ϕ) (39)

其中 Lp
q−p(x) ≡ ex

dq

dxq
(e−xxq)为关联 Laguerre多项式，a =

4πε0ℏ2

me2
= 0.529fm为 Bohr半径.n为主量子数，

氢原子的能级

En = − m

2ℏ2

(
e2

4πε0

)2
1

n2
(40)

4 自旋角动量

4.1 自旋

Stern-Gerlach实验的大致过程如(1)所示.一束银原子从高温炉中射出，经过一区域，区域内部加有 z 方

向上不均匀的磁场.之后银原子将裂为两束，一束偏上，一束偏下.
银原子可以视为电子，不均匀磁场的作用即相当于对电子 z 方向上的自旋 Sz 进行了测量，上下两束流

分别对应 ±ℏ
2
，它们都是 Sz 的本征值，记对应本征矢为 |Sz;±⟩，简写为 |±⟩，则

Sz |±⟩ = ±ℏ
2
|±⟩ (41)
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图 1: Stern-Gerlach实验

图 2: 序列 Stern-Gerlach实验

且

Sz =
ℏ
2
(|+⟩ ⟨+| − |−⟩ ⟨−|) (42)

如图(2)，进行序列 Stern-Gerlach实验，将 Sz+束流引入另一 x方向上有不均匀磁场的区域，发现银原

子分为均等的两束.
这说明，处于 |Sz; +⟩的系统，对其 x方向上的自旋 Sx 进行测量，则各以 50%的概率测量到 |Sx; +⟩和

|Sx;−⟩.即
|⟨Sx; +|+⟩| = |⟨Sx;−|−⟩| = 1√

2
(43)

对 |−⟩亦是如此.结合 |Sx;±⟩的正交性，我们可以构造

|Sx;±⟩ = 1√
2

(
|+⟩ ± eiδ1 |−⟩

)
(44)

其中 δ1 是相因子.同理会有
|Sy;±⟩ = 1√

2

(
|+⟩ ± eiδ2 |−⟩

)
(45)

再由 |⟨Sy;±|Sx; +⟩| = |⟨Sy;±|Sx;−⟩| = 1√
2
得

1

2

[
1± ei(δ1−δ2)

]
=

1√
2
，即 δ2 − δ1 = ±π

2
.取定 δ1 = 0以及

δ2 =
π

2
得

|Sx;±⟩ = 1√
2
(|+⟩ ± |−⟩) (46)

|Sy;±⟩ = 1√
2
(|+⟩ ± i |−⟩) (47)

从而

Sx =
ℏ
2
(|+⟩ ⟨−|+ |−⟩ ⟨+|) (48)

Sy =
iℏ
2
(− |+⟩ ⟨−|+ |−⟩ ⟨+|) (49)

容易验证

[Si, Sj ] = iεijkℏSk (50)

此外，很容易发现 [S2, Si] = 0，因为

S2 = S2
x + S2

y + S2
z =

3ℏ2

4
(51)
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4.2 自旋 1/2系统的转动算符，自旋进动

考虑把一个自旋 1/2系统绕 z轴旋转一个角度 ϕ，系统的状态由 |α⟩变为 |α⟩R = exp

(
−iϕSz

ℏ

)
|α⟩.现在

对 x方向自旋进行一个测量，期望值

⟨Sx⟩ = R ⟨α|Sx |α⟩R

= ⟨α| exp
(
iϕSz

ℏ

)
Sx exp

(
− iϕSz

ℏ

)
|α⟩

= ⟨α|
[
ℏ
2
exp

(
iϕSz

ℏ

)
(|+⟩ ⟨−|+ |−⟩ ⟨+|) exp

(
− iϕSz

ℏ

)]
|α⟩

= ⟨α|
[
ℏ
2

(
e

iϕ
2 |+⟩ ⟨−| e

iϕ
2 + e−

iϕ
2 |−⟩ ⟨+| e−

iϕ
2

)]
|α⟩

= ⟨Sx⟩ cosϕ− ⟨Sy⟩ sinϕ

即转动对系统 x方向上自旋期望值的影响为

⟨Sx⟩ → ⟨Sx⟩ cosϕ− ⟨Sy⟩ sinϕ (52)

同样计算可知转动对系统 y方向及 z方向上自旋期望值的影响为

⟨Sy⟩ → ⟨Sy⟩ cosϕ+ ⟨Sx⟩ sinϕ (53)

⟨Sz⟩ → ⟨Sz⟩ (54)

另一方面，把 |α⟩傅里叶展开为 |+⟩ ⟨+|α⟩+ |−⟩ ⟨−|α⟩，则对系统的转动还会带来相因子

exp

(
− iϕSz

ℏ

)
|α⟩ = e−

iϕ
2 |+⟩ ⟨+|α⟩+ e

iϕ
2 |−⟩ ⟨−|α⟩ (55)

4.3 Pauli形式

对自旋 1/2系统可引入 Pauli形式

|+⟩ =̇

(
1

0

)
≡ χ+ (56)

|−⟩ =̇

(
0

1

)
≡ χ− (57)

则 ⟨+| =̇
(
1 0

)
= χ†

+，⟨−| =̇
(
0 1

)
= χ†

−.对任意的右矢 |α⟩有

|α⟩ = |+⟩ ⟨+|α⟩+ |−⟩ ⟨−|α⟩=̇

(
⟨+|α⟩
⟨−|α⟩

)
≡ χ (58)

对左矢则有 ⟨α| =̇
(
⟨α|+⟩ ⟨α|−⟩

)
= χ†.

则我们可以用 Pauli矩阵表示自旋角动量算符

S =
ℏ
2
σ (59)

其中

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
(60)

显然，σz 的本征值为 ±1，对应的本征矢量就是 χ+ 和 χ−.且 Pauli矩阵的对易关系为

[σi, σj ] = 2iεijkσk (61)
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设绕 n将系统转动 ϕ，则有限转动算符可以表示为

Dn(ϕ) = e−iϕσ·n =

 cos
ϕ

2
− inz sin

ϕ

2
(−inx − ny) sin

ϕ

2

(−inx + ny) sin
ϕ

2
cos

ϕ

2
+ inz sin

ϕ

2

 (62)

5 角动量的叠加

5.1 耦合表象与非耦合表象

考虑定义在两个互相独立且正交的空间上的角动量算符的叠加.这里稍作解释：态矢量空间是一个无限
维的空间，但我们往往只需要考虑它的有限维子空间，比如研究 z方向的自旋时，只需要考虑二维希尔伯特

空间即可.互相独立且正交的空间是态矢量空间的不同子空间，相互独立是指两个子空间上的算符被各自限
制，不能作用于另一个空间上，正交则是指两个空间中的态矢量相互正交.将两个角动量算符分别记作 J1和

J2，则总角动量算符

J = J1 + J2 ≡ J1 ⊗ 1+ 1⊗ J2 (63)

J1 和 J2 在各自空间满足对易关系

[J1i, J1j ] = iℏεijkJ1k (64)

[J2i, J2j ] = iℏεijkJ2k (65)

而两个空间的角动量算符之间（这里 J1 已经是 J1 ⊗ 1，J2 同理，以后不再说明）总是可对易的

[J1i, J2j ] = 0 (66)

可以验证，总角动量算符 J也是角动量算符，因此，角动量的一般理论对其也适用.对于态矢空间（这
里是两个空间的直积）的基底的选择，有两种方案.
一方面，容易发现 J2

1,J
2
2, J1z, J2z 彼此对易，于是可以选择它们的共同本征矢 |j1, j2;m1,m2⟩作为态空

间的基底，称为无耦合表象.另一方面，可以证明 J2 与 J2
1 和 J2

2 对易，于是可选择 J2,J2
1,J

2
2, Jz 的共同本

征矢 |j1, j2; j,m⟩作为态空间的基底，称为耦合表象.因为 J2 和 J1z, J2z 都不可对易，所以这两种选择都是

CSCO.

5.2 CG系数

考虑两组基底之间的变换关系.

|j1, j2; j,m⟩ =
∑
m1

∑
m2

|j1, j2;m1,m2⟩ ⟨j1, j2;m1,m2|j1, j2; j,m⟩ (67)

其中 ⟨j1, j2;m1,m2|j1, j2; j,m⟩称为 Clebsch-Gordan系数，简称 CG系数.下面我们研究它的性质.
首先，⟨j1, j2;m1,m2| (Jz − J1z − J2z) |j1, j2; j,m⟩ = (m−m1 −m2)⟨j1, j2;m1,

m2|j1, j2; j,m⟩ = 0，故除了m = m1 +m2 以外的所有 CG系数都为 0.
其次，给定 j1, j2，则m1max = j1,m2max = j2，可能最大的mmax = j1+j2，因而可能最大的 jmax = j1+j2.

要使无耦合表象维数

D = (2j1 + 1)(2j2 + 1) (68)

与耦合表象维数

D =

jmax∑
j=jmin

2j + 1 = j2max − j2min + 2jmax + 1 (69)
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相等，必须有 jmin = |j1 − j2|.于是 j1, j2 确定时，j = |j1 − j2|, · · · , j1 + j2 − 1, j1 + j2.
我们要求 CG系数都是实数，故

⟨j1, j2;m1,m2|j1, j2; j,m⟩ = ⟨j1, j2; j,m|j1, j2;m1,m2⟩ (70)

实的幺正矩阵都是正交矩阵，故 CG系数要满足正交归一关系，即∑
j

∑
m

⟨j1, j2;m1,m2|j1, j2; j,m⟩⟨j1, j2;m′
1,m

′
2|j1, j2; j,m⟩ = δm1m′

1
δm2m′

2
(71)

或 ∑
m1

∑
m2

⟨j1, j2;m1,m2|j1, j2; j,m⟩⟨j1, j2;m1,m2|j1, j2; j′,m′⟩ = δj,j′δm,m′ (72)

5.3 CG系数的递推关系

在 j1, j2 和 j 固定的情况下，具有不同m1 和m2 的 CG系数彼此通过递推关系联系.首先

J± |j1, j2; j,m⟩ = (J1± + J2±)
∑
m1

∑
m2

|j1, j2;m1,m2⟩ ⟨j1, j2;m1,m2|j1, j2; j,m⟩ (73)

由(16)可得 √
(j ∓m)(j ±m+ 1) |j1, j2; j,m± 1⟩

=
∑
m1

∑
m2

[√
(j1 ∓m1)(j1 ±m1 + 1) |j1, j2;m1 ± 1,m2⟩

+
√
(j1 ∓m1)(j1 ±m1 + 1) |j1, j2;m1 ± 1,m2⟩

]
× ⟨j1, j2;m1,m2|j1, j2; j,m⟩

(74)

左乘 ⟨j1, j2;m1,m2|即可得到√
(j ∓m)(j ±m+ 1)⟨j1, j2;m1,m2|j1, j2; j,m± 1⟩

=
√

(j1 ∓m1 + 1)(j1 ±m1)⟨j1, j2;m1 ∓ 1,m2|j1, j2; j,m⟩

+
√

(j2 ∓m2 + 1)(j2 ±m2)⟨j1, j2;m1,m2 ∓ 1|j1, j2; j,m⟩

(75)

CG系数的非零条件此时变为
m1 +m2 = m± 1 (76)

6 张量算符

6.1 矢量算符

矢量算符的分量 Vi 在转动后的期望值

⟨α|D†(R)ViD(R)|α⟩ =
∑
j

Rij⟨α|Vj |α⟩ (77)

应当等于转动后矢量算符的分量的期望.故转动变换下矢量算符的分量按

D†(R)ViD(R) =
∑
j

RijVj (78)

变换.考虑无穷小转动 D = 1− i

ℏ
J · nε，则矢量可以等价地定义为

[Vi, Vj ] = iℏεijkVk (79)
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6.2 Descartes张量和不可约球张量

推广(79)可得 Descartes张量的分量在转动下的变换

D†(R)TijD(R) =
∑
i′,j′

Rii′Rjj′Ti′j′ (80)

由

⟨n′|l,m⟩ = ⟨n|D(R−1)|l,m⟩

=
∑
m′

⟨n|l,m′⟩⟨l,m′|D(R−1)|l,m⟩

可知

Y l
m(n′) =

∑
m′

Y l
m′(n)D(l)

m′,m(R−1) (81)

故转动下球谐函数的变换法则为

D†(R)Y l
mD(R) =

∑
m′

Y l
m′D(l)∗

m′,m(R) (82)

T (k)
q = Y m=q

l=k 在转动下的变换法则为

D†(R)T (k)
q D(R) =

k∑
q′=−k

D(k)∗
q,q′ T

(k)
q′ (83)

这给出了 k阶球张量的定义.考虑无穷小转动，可以导出球张量的等价定义

[Jz, T
(k)
q ] = ℏqT (k)

q (84)

[J±, T
(k)
q ] = ℏ

√
(k ∓ q)(k ± q + 1)T

(k)
q±1 (85)

6.3 张量积

我们按

T (k)
q =

∑
q1

∑
q2

⟨k1, k2; q1, q2|k1, k2; k, q⟩X(k1)
q1 Z(k2)

q2 (86)

定义两个张量的积.还需要证明在转动下，T (k)
q 的变换和(83)一致，从略.

6.4 张量的矩阵元以及Wigner-Eckart定理

首先，我们证明m选择定则

⟨α′; j′,m′|T (k)
q |α; j,m⟩ = 0 unless m′ = q +m (87)

证明很简单，由(84)可知 ⟨α′; j′,m′|
(
[Jz, T

(k)
q ]− ℏqT (k)

q

)
|α; j,m⟩ = [(m′−m)ℏ−ℏq]⟨α′; j′,m′|T (k)

q |α; j,m⟩ =
0，故 α′; j′,m′|T (k)

q |α; j,m⟩ =除非m′ = q +m.
下面我们来看量子力学中重要的Wigner-Eckart定理

⟨α′; j′m′|T (k)
q |α; j,m⟩ = ⟨α′; j′||T (k)||α; j⟩√

2j + 1
⟨j, k;m, q|j, k; j′m′⟩ (88)

其中双竖线表示矩阵元完全不依赖于m,m′ 和 q.
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