
量子力学的形式理论

呜哩天才琪露诺

华中科技大学物理学院

日期：2024年 11月 10日

1 希尔伯特空间

在量子力学中，我们用希尔伯特空间中的矢量表征系统的状态，我们称这样的矢量为右矢，记作 |α⟩.可
以对右矢进行加法和数乘运算，并且，我们认为 c |α⟩表征的状态和 |α⟩是相同的，其中 c是任意非零的复常

数.
我们还引入希尔伯特空间的对偶空间，称左矢空间. 与右矢 |α⟩对偶的左矢记作 ⟨α|，我们记 |α⟩ DC←→ ⟨α|.

一般地

c1 |α⟩+ c2 |β⟩
DC←→ c∗1 ⟨α|+ c∗2 ⟨β| (1)

我们定义右矢 |α⟩和左矢 |β⟩的内积为 ⟨β|α⟩（这与代数中的说法是不同的），内积满足以下两条公理：
1. ⟨β|α⟩ = ⟨α|β⟩∗；
2. ⟨α|α⟩ ≥ 0，当且仅当 |α⟩为零向量时取等号.

我们称 |α⟩和 |β⟩正交，若 ⟨α|β⟩ = 0.称
√
⟨α|α⟩为 |α⟩的模长，|α̃⟩ = |α⟩√

⟨α|α⟩
为 |α⟩的归一化矢量，显然

有 ⟨α̃|α̃⟩ = 1.

2 力学量算符

力学量或可观测量由希尔伯特空间上的算符 A代表，A作用在右矢 |α⟩上，得到另一个右矢 A |α⟩.我们
称算符 X = Y，若对任意的右矢 |α⟩都有 X |α⟩ = Y |α⟩.零算符作用在任意的右矢上，得到的都是零矢量.

在初等量子力学中，除了极少数情况，力学量算符都是线性的.
算符除了可以作用在右矢上，还能作用在左矢 ⟨α|上，得到另一个左矢 ⟨α|A.但 ⟨α|A往往不是 A |α⟩的

对偶矢量，定义 A的厄米共轭

A |α⟩ DC←→ ⟨α|A† (2)

称 A是厄米的，若 A = A†.
算符可以相乘，代表两个算符相继作用在矢量上，即

(XY ) |α⟩ ≡ X(Y |α⟩)

⟨α| (XY ) ≡ (⟨α|X)Y
(3)

算符的乘法往往是不可对易的，即 XY ̸= Y X .但算符乘法满足结合律

X(Y Z) = XY (Z) (4)
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(3)和(4)可以一起看作广义的结合律，即 (AB)C = A(BC)，不管 A,B,C 是左矢、右矢或算符，只要它

们是按合理的顺序排列的.
外积 |β⟩ ⟨α|也可以看作一个算符，它作用在右矢 γ 上，得到

(|β⟩ ⟨α|) |γ⟩ = |β⟩ (⟨α|γ⟩) (5)

这里用到了广义的结合律.⟨α|γ⟩只是一个数，即算符 |β⟩ ⟨α|把任意一个右矢投影到 |β⟩方向上.
此外，还能得到 (⟨β|X) |α⟩ = ⟨β| (X |α⟩)，我们记其为 ⟨β|X |α⟩

3 右矢空间的基底，算符的矩阵表示

对力学量 A，存在这样一些特殊的矢量 |a⟩，使得 A |a⟩ = a |a⟩，|a⟩称为 A的本征矢量，a为本征矢量对

应的本征值.
考察厄米算符 A，可以证明，其本征值都是实数，且对应于不同本征值的本征矢量正交. 我们要求力学

量算符的本征值都是实数（其原因在下一节说明），且本征矢构成希尔伯特空间的一组基.于是，力学量算符
都是本征向量组完备的厄米算符.

对力学量算符 A，我们取其归一化的本征矢.对非简并情况，即一个本征值只有一个线性无关的本征矢，
有

⟨a′|a′′⟩ = δa′a′′ (6)

{|a⟩}构成希尔伯特空间的一组正交归一基底，对希尔伯特空间中的任意矢量 α，有傅里叶展开

|α⟩ =
∑
a′

|a′⟩ ⟨a′|α⟩ (7)

因为 α是任意的，也可以写 ∑
a′

|a′⟩ ⟨a′| ≡
∑
a′

Λa′ = 1 (8)

其中 1为单位算符，Λa′ ≡ |a′⟩ ⟨a′|称为投影算符.
对简并情况，我们假设本征值 a′是 n重简并，即 a′有 n个线性无关的本征矢量，它们张成 a′的 n维本

征子空间，我们总可以取本征子空间的一组正交归一化基底 {|a′i⟩}.则

⟨a′i|a′′j ⟩ = δijδa′a′′ (9)

这时，完备性条件为 ∑
a′

∑
i

|a′i⟩ ⟨a′i| = 1 (10)

4 测量，对易，不确定性关系

设系统处于 |α⟩所描述的状态，现在我们对系统的力学量 A进行测量.在非简并情形，按 A的本征矢量

对 |α⟩进行展开，即
|α⟩ =

∑
a′

|a′⟩ ⟨a′|α⟩

通过插入单位算符，我们可以证明

⟨α|α⟩ = ⟨α|

(∑
a′

|a′⟩ ⟨a′|

)
|α⟩

=
∑
a′

|⟨a′|α⟩|2
(11)
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我们通常无法预言测量的结果，而将以一定的概率测到 A的某个本征值（因为力学量的测量值一定为实数，

所以我们要求力学量算符的本征值为实数），测到 a′的概率为 |⟨a′|α⟩|2，则(11)说明测得各态的概率之和为 1，
我们的假设是合理的. 且测量之后，系统的状态发生改变，系统将“坍缩”到 a′ 对应的本征态 |a′⟩上去.
当系统处于 A的本征态 |a′⟩时，对 A进行测量，我们却有把握测得的结果只能是 a′，因为对 A的任意

其它的本征值 a′′，⟨a′′|a′⟩ = 0，测得 a′′的概率为 0.所以，一旦对系统的力学量 A进行了一次测量，得到结

果 a′，再对 A进行测量时，得到的结果仍为 a′.
对简并情形，仍对 |α⟩作傅里叶展开

|α⟩ =
∑
a′

∑
i

|a′i⟩ ⟨a′i|α⟩ (12)

由于
⟨α|α⟩ =

∑
i

∑
j

∑
a′

∑
a′′

⟨α|a′i⟩⟨a′i|a′′j ⟩⟨a′′j |α⟩

=
∑
i

∑
j

∑
a′

∑
a′′

⟨α|a′i⟩δa′a′′δij⟨a′′j |α⟩

=
∑
a′

∑
i

|⟨a′i|α⟩|2

(13)

于是可以假设，测到本征值 a′ 的概率为
∑
i

|⟨a′i|α⟩|2. 本征子空间的正交归一基底是任取的，对另一组基

|b′i⟩ =
∑
j

uij |a′j⟩，有 ∑
i

|⟨a′i|α⟩|2 =
∑
i

⟨α|a′i⟩⟨a′i|α⟩

=
∑
i

∑
j

⟨α|b′j⟩uiju∗ji⟨b′j |α⟩

=
∑
j

⟨α|b′j⟩⟨b′j |α⟩

=
∑
j

|⟨b′j |α⟩|2

概率不依赖于基的选择，我们的假设是合理的.现在，我们取 |a1⟩为 |α⟩在本征子空间上的投影 |a⊥⟩（归一
化），其它基矢都与它正交，则概率变为 ∑

i

|⟨ai|α⟩|2 = |⟨a⊥|α⟩|2 (14)

于是，我们有理由相信测量后系统坍缩到 |a⊥⟩.
对处在 |α⟩的系统，可以定义力学量 A的期望为

⟨A⟩ ≡ ⟨α|A |α⟩ (15)

3



由
⟨α|A |α⟩ =

∑
a′,a′′

⟨α|a′⟩ ⟨a′|A |a′′⟩ ⟨a′′|α⟩

=
∑
a′,a′′

a′′⟨α|a′⟩⟨a′|a′′⟩⟨a′′|α⟩

=
∑
a′,a′′

a′′⟨α|a′⟩δa′a′′⟨a′′|α⟩

=
∑
a′

a′⟨α|a′⟩⟨a′|α⟩

=
∑
a′

a′|⟨a′|α⟩|2

(16)

可知这个定义是符合我们对期望的直观理解的.
算符 A与 B 的对易子及反对易子定义为

[A,B] ≡ AB −BA

{A,B} ≡ AB +BA
(17)

称 A与 B 对易，是指

[A,B] = 0 (18)

可以证明，A和 B 对易等价于它们有相同的完备本征矢量组. A和 B 的本征矢量可记作 |a′i, b′j⟩，使得

A |a′i, b′j⟩ = a′ |a′i, b′j⟩

B |a′i, b′j⟩ = b′ |a′i, b′j⟩
(19)

譬如，设 A和 B是 R3上的算子，A对应于本征值 1的本征矢为 ez，对应于本征值 2的本征子空间为 xy平

面，B对应于本征值 3的本征矢为 ex，对应于本征值 4的本征子空间为 yz平面，则 A和 B的完备本征矢量

组为 {ex, ey, ez}，可以记
ex = |2, 3⟩

ey = |2, 4⟩

ez = |1, 4⟩

现在假设系统处在 |α⟩所表征的态，测量系统的力学量 A，则以一定概率测得 a′，系统落到 |a′⊥⟩态上.
再对系统的力学量 B进行测量，则以一定概率测得 b′，系统落到 |a′, b′⟩态上，这里 |a′⊥, b′i⟩是 a′的本征子空

间上 b′的某个本征矢量.再对 A进行测量，因为系统在 A的本征态上，所以仍旧给出测量结果 a′，这时 A和

B 的测量值同时得到确定.所以，若力学量 A和 B 对易，则可以同时确定它们的测量值.
若 A和 B 不对易，则 A和 B 没有一组完备的共同本征矢量. 但是 A和 B 还是可以有共同的本征矢量

的，但是，这些本征矢量不能张成整个态矢空间，也就是说，在希尔伯特空间的某个子空间上 A和 B 对易.
对 A进行测量后，系统坍缩到 A的某个本征态上，如果这不是 B的本征态，则我们无法断言 B的测量结果，

于是，若力学量 A和 B 不可对易，则绝大多数情况下，不可以同时确定它们的测量值.
定义算符

∆A ≡ A− ⟨A⟩ (20)

并定义 A的方差为

⟨(∆A)2⟩ = ⟨A2⟩ − ⟨A⟩2 (21)
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用内积空间的柯西-施瓦茨不等式可以证明不确定性关系

⟨(∆A)2⟩⟨(∆B)2⟩ ≥ 1

4
|⟨[A,B]⟩|2 (22)

5 力学量的矩阵表示，表象变换

选定了希尔伯特空间的一组基 {|a′⟩}，就确定了一个表象.对任一态矢量 |α⟩，可以把它的傅里叶展开系
数排成列向量，这个列向量就是它在这个表象的表示

|α⟩ =̇α̃ ≡


⟨a(1)|α⟩
⟨a(2)|α⟩
⟨a(3)|α⟩

...

 (23)

这里 =̇是“代表”的意思.对力学量算符 X，有

X =
∑
a′

∑
a′′

|a′′⟩ ⟨a′|X |a′⟩ ⟨a′| (24)

则它可以用一个矩阵代表

X=̇X̃ ≡


⟨a(1)|X|a(1)⟩ ⟨a(1)|X|a(2)⟩ . . .

⟨a(2)|X|a(1)⟩ ⟨a(2)|X|a(2)⟩ . . .
...

...
. . .

 (25)

假设 |γ⟩ = X |α⟩，则
⟨a′|γ⟩ = ⟨a′|X |α⟩ =

∑
a′′

⟨a′|X|a′′⟩⟨a′′|α⟩

这正是

γ̃a′ = X̃a′′

a′ α̃a′′ (26)

符合矩阵乘法的指标缩并规则.
同样地，左矢量可以用行矢量代表

⟨α| =̇α̃ ≡
(
⟨α|a(1)⟩ ⟨α|a(2)⟩ · · ·

)
=
(
⟨a(1)|α⟩∗ ⟨a(1)|α⟩∗ · · ·

)
(27)

矢量的内积

⟨β|α⟩ =
∑
a′

⟨β|a′⟩⟨a′|α⟩

这正是

⟨β|α⟩ =
∑
a′

β̃a′
α̃a′ (28)

也是符合内积的定义的.
我们再导出一个十分有用的式子

A =
∑
a′

∑
a′′

|a′′⟩ ⟨a′′|A |a′⟩ ⟨a′| =
∑
a′

∑
a′′

|a′′⟩ (a′δa′a′′) ⟨a′| =
∑
a′

a′ |a′⟩ ⟨a′| (29)

设 {|b′⟩}和 {|a′⟩}是希尔伯特空间的两组基底，存在这样一个算符 U 使得

|b(l)⟩ = U |a(l)⟩ (30)
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且 U 必须为幺正算符.矩阵

Ũ ≡


⟨a(1)|U |a(1)⟩ ⟨a(1)|U |a(2)⟩ · · ·
⟨a(2)|U |a(1)⟩ ⟨a(2)|U |a(2)⟩ · · ·

...
...

. . .

 (31)

称为两表象之间的过渡矩阵.对一个态矢量 |α⟩，它在两表象中的坐标之间的关系为

α̃b = Ũ†α̃a (32)

某个力学量 X 在两个表象中的矩阵表示之间的关系为

X̃b = Ũ†X̃aŨ (33)

我们还可以通过线性代数中熟知的手续找到某个表象，使得力学量算符 X 在这个表象下的矩阵表示为

对角矩阵.
设力学量算符 A和 B，且存在某个幺正算符 U 使得 B = UAU−1.对 A的某个本征矢量

A |a′i⟩ = a′ |a′i⟩

有

UAU−1U |a′i⟩ = a′U |a′i⟩

即

(UAU−1) |b′i⟩ = a′ |b′i⟩ (34)

说明 A和 B 有完全相同的本征值，且其本征矢一一对应.称 A和 B 为幺正等价算符.

6 连续谱，位置与动量算符

之前我们考虑的力学量的谱都是离散的，即其本征值都是离散的，下面我们研究连续谱的情形. 设力学
量 ξ的本征矢为 |ξ′⟩，对应本征值为 ξ′.本征矢的正交归一关系应为

⟨ξ′|ξ′′⟩ = δ(ξ′ − ξ′′) (35)

完备性条件为 ∫
dξ′ |ξ′⟩ ⟨ξ′| = 1 (36)

设测量前系统处在 |α⟩所表征的态上，则∫
dξ′|⟨ξ′|α⟩|2 =

∫
dξ′⟨α|ξ′⟩⟨ξ′|α⟩

=

∫
dξ′ |ξ′⟩ ⟨ξ′| ⟨α|α⟩

= ⟨α|α⟩

= 1

(37)

于是，我们可以假设测得 ξ′ 的概率为

|⟨ξ′|α⟩|2dξ′ (38)
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一维的位置算符记为 x. 三维的位置算符记为 x，其本征矢是 x, y, z的共同本征矢

|x′⟩ ≡ |x′, y′, z′⟩

x |x′⟩ = x′ |x′⟩

y |x′⟩ = y′ |x′⟩

z |x′⟩ = z′ |x′⟩

(39)

因而必须有

[xi, xj ] = 0 (40)

我们定义无穷小平移算符

J (dx′) |x′⟩ = |x′ + dx′⟩ (41)

我们要求 |x′⟩和 |x′ + dx′⟩都是归一化的，于是 J (dx′)必须是幺正的，即

J †(dx′)J (dx′) = 1 (42)

其次，先平移 dx′，再平移 dx′′，等价于平移 dx′ + dx′′，则

J (dx′)J (dx′′) = J (dx′ + dx′′) (43)

再者，反向平移 dx′，等价于平移 −dx′，于是

J (−dx′) = J−1(dx′) (44)

最后，平移 0的单位即相当于恒等变换，即

lim
dx′→0

J (dx′) = 1 (45)

容易验证下面的算符满足上述各要求

J (dx′) = 1− iK · dx′ (46)

其中K = (Kx,Ky,Kz)的各分量为厄米算符.
略去二阶小量，可算出

[x′,J (dx′)] = dx′ (47)

即

−ixK · dx′ + iK · dx′x = dx′ (48)

即

[xi,Kj ] = iδij (49)

我们按
K =

p

ℏ
p = (px, py, pz)

(50)

定义动量算符，则

J (dx′) = 1− ip · dx′

ℏ
(51)

对易关系(37)可以写为
[xi, pj ] = iℏδij (52)

不确定性关系于是为

⟨(∆x)2⟩⟨(∆px)⟩2 ≥
ℏ2

4
(53)
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有限平移算符

J (∆x′x̂) = lim
n→∞

(
1− ipx∆x

′

nℏ

)n

= exp

(
− ipx∆x

′

ℏ

)
(54)

只保留高阶小量，则

0 = [J (∆x′iei),J (∆x′jej)] = −
∆x′i∆x

′
j [pi, pj ]

ℏ2

于是

[pi, pj ] = 0 (55)

即三个方向上的动量算符彼此对易，它们有共同的完备本征矢

|p′⟩ ≡ |px, py, pz⟩

px |p′⟩ = p′x |p′⟩

py |p′⟩ = p′y |p′⟩

pz |p′⟩ = p′z |p′⟩

(56)

我们考虑无穷小平移变换对动量本征态的影响

J (dx′) |p′⟩ =
(
1− idx′ · p

ℏ

)
|p′⟩ =

(
1− idx′ · p′

ℏ

)
|p′⟩ (57)

变换后本征矢的模为
[
1 +

(p′ · dx′)2

ℏ2

]
，略去二阶小量，则本征矢只有相位变化.

我们总结一下位置算符与动量算符的对易关系

[xi, xj ] = 0

[pi, pj ] = 0

[xi, pj ] = iℏδij
这称为量子力学的正则对易关系或基本对易关系.

7 波函数

我们称

ψα(x
′) ≡ ⟨x′|α⟩ (58)

为位置表象下态 |α⟩对应的波函数，简称波函数.两个态矢量的内积可以写为

⟨β|α⟩ =
∫

dx′⟨β|x′⟩⟨x′|α⟩ =
∫

dx′ψ ∗β (x′)ψα(x
′) (59)

定义力学量算符 A对应于本征值 a′ 的本征函数

ua′(x′) = ⟨x′|a′⟩ (60)

则波函数可以展开为

ψα(x
′) =

∑
a′

⟨a′|α⟩ua′(x′) (61)

我们称

ϕα(p
′) ≡ ⟨p′|α⟩ (62)

为动量表象下态 |α⟩对应的波函数.
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8 位置表象与动量表象的联系

由 (
1− ip∆x′

ℏ

)
|α⟩ =

∫
dx′J (∆x′) |x′⟩ ⟨x′|α⟩

=

∫
dx′ |x′ +∆x′⟩ ⟨x′|α⟩

=

∫
dx′ |x′⟩ ⟨x′ −∆x′|α⟩

=

∫
dx′ |x′⟩ ⟨x′|α⟩ −

∫
dx′ |x′⟩ ⟨∆x′|α⟩

= |α⟩ −
∫

dx′ |x′⟩∆x′ ∂
∂x′
⟨x′|α⟩

可知

p |α⟩ =
∫

dx′ |x′⟩
(
−iℏ ∂

∂x′
⟨x′|α⟩

)
(63)

两边同时左乘 ⟨x′|得

⟨x′| p |α⟩ = −iℏ ∂

∂x′
⟨x′|α⟩ (64)

两边同时左乘 ⟨β|得

⟨β| p |α⟩ =
∫

dx′ψ∗
β(x

′)

(
−iℏ ∂

∂x′

)
ψα(x

′) (65)

下面我们来考虑两个表象的联系，这个问题等价于求 ⟨x′|p′⟩，取(52)中的 |α⟩为 |p′⟩得

⟨x′| p |p′⟩ = −iℏ ∂

∂x′
⟨x′|p′⟩

即

p′⟨x′|p′⟩ = −iℏ ∂

∂x′
⟨x′|p′⟩ (66)

解之，并通过 ⟨x′|x′′⟩ =
∫

dp′⟨x′|p′⟩⟨p′|x′′⟩求出归一化系数，得

⟨x′|p′⟩ = 1√
2πℏ

exp

(
ip′x′

ℏ

)
(67)

则

ψα(x
′) =

1√
2πℏ

∫
dp′ exp

(
ip′x′

ℏ

)
ϕα(p

′)

ϕα(p
′) =

1√
2πℏ

∫
dx′ exp

(
− ip′x′

ℏ

)
ψα(x

′)

(68)

即两个表象中的波函数彼此通过傅里叶变换联系起来.
如果我们定义三维的位置算符以及动量算符，则一维情况的讨论都可沿用，(68)要改写为

ψα(x
′) =

1

(2πℏ) 3
2

∫
dp′ exp

(
ip′ · x′

ℏ

)
ϕα(p

′)

ϕα(p
′) =

1

(2πℏ) 3
2

∫
dx′ exp

(
− ip′ · x′

ℏ

)
ψα(x

′)

(69)
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