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1 Proca场

1.1 经典电磁场

我们回忆电磁场的Maxwell方程组
∇ ·E = ρ,

∇×E = −∂B
∂t
,

∇ ·B = 0,

∇×B =
∂E

∂t
+ J.

(1)

电场和磁场可以用标势 φ和矢势A表示

E = −∇φ− ∂A

∂t
, B = ∇×A. (2)
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引入 4-矢势 Aµ = (φ,A)和场强张量

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (3)

显然这是个反对称张量. 则
Ei = −∂iφ− ∂0A

i = ∂iA0 − ∂0Ai = −F 0i, (4)

以及

Bk = (∇×A)k = εijk(∂iA
j − ∂jA

i) = −εijkF ij . (5)

从而场强张量可以写为

Fµν =


0 −E1 −E2 −E3

0 −B3 B2

0 −B1

0

 . (6)

引入 4-电流矢量 jµ = (ρ, j)，则Maxwell方程组可以写为

∂µF
µν = jν , ∂{µFρσ} = 0. (7)

因为 FµνF
µν = −2(E2 −B2)是 Lorentz标量，且两 4-矢量的缩并 jµA

µ也是 Lorentz标量，可以构造电
磁场的 Lagrange量

LMaxwell = −1

4
FµνF

µν − jµA
µ. (8)

由 ∂L
∂(∂νAµ)

= ∂L
∂Fρσ

∂Fρσ

∂(∂νAµ)
= − 1

2F
ρσ(δνρδ

µ
σ − δµρ δ

ν
σ) = Fµν 及 ∂L

∂Aµ
= −jµ 得

∂νF
µν = jµ. (9)

由 ∂µj
µ = ∂µ∂νF

νµ = 0可见Maxwell方程组自动蕴含 jµ 是守恒流，此处为零是因为 ∂µ∂ν 对两指标对称而

Fµν 对两指标反对称. 另外两个Maxwell方程可由

εµνρσ∂µ∂ρAσ = 0 (10)

导出，此处为零则是因为 ε的反对称性.
我们知道，电磁场的 4-矢势不是固定的，在规范变换

Aµ −→ Aµ + ∂µα (11)

下电磁场不变. 可见电磁场有 4个规范自由度，这就给我们的量子化带来了困难，因为光子是自旋为 1的无

质量粒子，只有两个自由度，无法嵌入电磁场.

1.2 Proca场

于是，我们姑且考虑有质量且自旋为 1的粒子，对应的场为 Proca场. Proca场描述的粒子有 3个自由度，

尽管仍小于 4，但至少比 2要更接近 4一些. 此外，这样的粒子在自然界中也是真实存在的，比如W± 玻色

子、Z0 玻色子、ρ介子、J/ψ等等，所以研究这样的场论是有意义的.
Proca场是一个具有四个分量的矢量场 Aµ. 我们可以合理地猜想它的每一个自由度都表现得像一个 KG

场，也就是说，满足 KG方程 (□ +m2)Aµ = 0. 对应可以写出 Proca场的 Lagrange量 L = − 1
2∂µAν∂

µAν +
1
2m

2A2
µ. 我们考察这个场的能量密度.

πµ =
∂L
∂Ȧµ

= −Ȧµ, (12)
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ε = πµȦµ − L

=
1

2

[
Ȧ2 + (∇Ai)2 +m2AµA

µ
]
.

(13)

包含负定部分，能量不囿于下，这是病态的.
注意到我们只考虑了一种可能的二次型，即两个 ∂ 和两个 A指标分别相同的二次型，或者 Aµ□Aµ 型

（相差一个表面项的二次型可以互相转换）. 另外一种可能的二次型是交叉项，即 (∂ · A)2 = ∂νAν∂
µAµ，与

它只差表面项的二次型有 Aν∂
ν∂µA

µ 和 ∂µAν∂
νAµ（∂ 可以在一切合理的位置，但每穿过一个 A，整体要变

一次符号）. 于是，最一般的 Lagrange量于是为

L =
a

2
Aµ□Aµ − b

2
(∂ ·A)2 + 1

2
m2A2

µ

= −a
2
∂νAµ∂

νAµ − b

2
∂νAµ∂

µAν +
1

2
m2A2

µ.

(14)

由 ∂L
∂Aµ

= m2Aµ 及 ∂L
∂(∂νAµ)

= −a∂νAµ − b∂µAν 得 Euler-Lagrange方程

a□Aµ + b∂µ(∂ ·A) +m2Aµ = 0. (15)

再作用一次 ∂µ 就能看到玄妙之处 [
(a+ b)□+m2

]
(∂µA

µ) = 0. (16)

也就是说，标量场 ∂µA
µ 表现得就像一个质量为 m√

a+b
的无自旋粒子！这个无自旋粒子占据一个自由度，剩

下的 3个自由度正好可以描述一个自旋为 1的有质量粒子. 令 a+ b = 0，则无自旋粒子的质量为∞（需要无
穷大能量才能激发），与自旋为 1的有质量粒子脱耦. 我们得到条件

∂µA
µ = 0. (17)

这一约束移除掉了多余的一个自由度. 这个条件称为 Lorentz规范条件，我们可以发现它是 Lorentz不变的.
令 a = 1, b = −1，则

LProca = −1

2
∂νAµ∂

νAµ +
1

2
∂νAµ∂

µAν +
1

2
m2A2

µ

=
1

2
∂νAµF

µν +
1

2
m2A2

µ

= −1

2
FµνF

µν +
1

2
m2A2

µ.

(18)

最后一步用到了 ∂νAµF
µν = ∂µAνF

νµ = −∂µAνF
µν = 1

2 (∂νAµ − ∂µAν)F
µν = − 1

2FµνF
µν . 对应的 Euler-

Lagrange方程为
(□+m2)Aµ − ∂µ(∂ ·A) = 0. (19)

不要忘记规范条件(17). 仍用 Ei = −F 0i 和 Bk = −εijkF ij 表示电场强度和磁场强度，则由

F0iF
0i + Fi0F

i0 = 2EiE
i = −2E2 (20)

及
FijF

ij = εijkεijlBkBl

=
∑
jkl

(δjjδkl − δjlδjk)BkBl

= 3B2 −B2 = 2B2,

(21)

从而

LProca =
1

2
(E2 −B2) +

1

2
m2φ2 − 1

2
m2A2. (22)
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我们来考察 Proca场的正则动量.

πµ =
∂LProca

∂Ȧµ

= −F 0µ = Fµ0. (23)

注意此处 Ȧµ = ∂0Aµ 是协变分量的时间导数. 由于度规为 (+,−,−,−)，有 Ai = −Ai，故 Ȧi = −Ȧi. 而
F i0 = Ei 为三维电场矢量的逆变分量，因此正则动量的空间分量 πi = Ei. 计算能量密度时，

ε = πµȦµ − L = πiȦi − L = E · (−Ȧ)− L = −E · Ȧ− L. (24)

这正是下文中出现负号的来源. 代入 L并利用 E = −∇φ− Ȧ可得

ε = −E · Ȧ−
[1
2
(E2 −B2) +

1

2
m2φ2 − 1

2
m2A2

]
= E · (E+∇φ)−

[1
2
(E2 −B2) +

1

2
m2φ2 − 1

2
m2A2

]
=

1

2
(E2 +B2) +E · ∇φ+

1

2
m2(φ2 +A2)−m2φ2.

(25)

计算可知

E · ∇φ = ∇ · (Eφ)− φ∇ ·E = ∇ · (Eφ) + φ∇2φ+ φ∇ · ∂0A = ∇ · (Eφ)− φ□φ+ φ∂0(∂0φ+∇ ·A), (26)

第一项为表面项，可略去. 由运动方程 (□ +m2)φ = 0知第二项与 −m2φ2 相消，由 Lorentz条件(17)知第三
项为零. 从而

ε =
1

2
(E2 +B2) +

1

2
m2(φ2 +A2), (27)

这是正定的.

1.3 Proca场的量子化

1.3.1 平面波解

设(19)的平面波解为
Aµ(x) = εµ(p)e

−ipx. (28)

代入可得 p2 = m2，我们取正能解 p0 = Ep = +
√

p2 +m2. 且有

pµε
µ = 0. (29)

有三个彼此独立的极化矢量 εµ(p). 在静止系中 pµ = (m,0)，三个极化矢量为

ε(1) =


0

1

0

0

 , ε(2) =


0

0

1

0

 , ε(3) =


0

0

0

1

 , (30)

称为线偏振. 设 p平行于 z轴方向，pµ = (E, 0, 0, p3)，则

ε(+) =
1√
2


0

1

i

0

 , ε(−) =
1√
2


0

1

−i

0

 , ε(0) =
1

m


p3

0

0

E

 . (31)

第一种极化称右旋圆偏振，对应螺旋度为 +1的粒子；第二种极化称左旋圆偏振，对应螺旋度为 −1的粒子，

两种极化统称横向极化. 第三种极化称纵向极化，对应螺旋度为 0的粒子. 对任意方向的 p，纵向极化的极化

矢量为 ε(0)(p) = 1
m (|p|,pE).
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极化矢量的正交完备关系为

ε(λ)∗(p)ε(λ
′)(p) = gλλ

′
, (32)∑

λ

ε(λ)µ (p)ε(λ)∗ν (p) = −gµν +
pµpν
m2

. (33)

Heisenberg绘景中 Proca场的量子化为

Aµ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
λ

[
aλpε

(λ)
µ (p)e−ipx + aλ†p ε

(λ)∗
µ (p)e+ipx

]
p0=Ep

. (34)

非平庸的对易关系只有

[aλp, a
λ′†
q ] = (2π)3δ(3)(p− q)δλλ

′
. (35)

真空满足 aλp |0⟩ = 0，单粒子态为 |p, λ⟩ =
√
2Epa

λ†
p |0⟩，均和标量场与旋量场一致.

1.3.2 因果性与正则对易关系

我们来考察 Proca理论的因果性. 因为对易子 [Aµ(x), Aν(y)]是 c-数，可以把它夹在真空中间

[Aµ(x), Aν(y)] = ⟨0| [Aµ(x), Aν(y)] |0⟩ = ⟨0|Aµ(x)Aν(y) |0⟩ − ⟨0|Aν(y)Aµ(x) |0⟩ . (36)

利用平面波展开，

⟨0|Aµ(x)Aν(y) |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
λ

ε(λ)µ (p)ε∗(λ)ν (p)e−ip(x−y)
∣∣∣
p0=Ep

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

(
−gµν +

pµpν
m2

)
e−ip(x−y)

∣∣∣
p0=Ep

=
(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)
D(x− y).

(37)

同理 ⟨0|Aν(y)Aµ(x) |0⟩ =
(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)
D(y − x)，故

[Aµ(x), Aν(y)] =
(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)[
D(x− y)−D(y − x)

]
=

(
−gµν − ∂µ∂ν

m2

)
[ϕ(x), ϕ(y)]. (38)

当 (x− y)2 < 0时，[ϕ(x), ϕ(y)] = 0，从而 [Aµ(x), Aν(y)] = 0，因果性满足.
我们来考察等时对易关系是否满足. 首先是

[Aµ(t,x), πν(t,y)] = iδ(3)(x− y)gµν , (39)

但由于 π0 = 0，只需

[Ai(t,x), πj(t,y)] = iδ(3)(x− y)δij . (40)

正则动量用升降算符表示为（取 t = 0）

πi(x) = (−Ȧi − ∂iA0)t=0

= i

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

eip·x
∑
λ

{
Ep

[
aλpε

(λ)i(p)− aλ†−pε
(λ)∗i(p̃)

]
− pi

[
aλpε

(λ)0(p) + aλ†−pε
(λ)∗0(p̃)

]}
p0=Ep

.

(41)

从而

[πi(x), Aj(y)] = i

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
eip·(x−y)

∑
λ

{
Ep

[
ε(λ)iε(λ)∗j + ε(λ)∗i(p̃)ε(λ)j(p̃)

]
− pi

[
ε(λ)0ε(λ)∗j + ε(λ)∗0(p̃)ε(λ)j(p̃)

]}
.

(42)
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利用极化完备关系
∑

λ ε
(λ)
µ ε

(λ)∗
ν = −gµν +

pµpν

m2 ，并注意到 p̃ = (Ep,−p)，求和后可得∑
λ

(· · · ) = 2Ep

(
−gij + pipj

m2

)
− 2pi

(
−g0j + p0pj

m2

)
. (43)

由于 gij = −δij，g0j = 0，p0 = Ep，上式简化为

2Ep

(
δij − pipj

m2

)
− 2pi

(Epp
j

m2

)
= 2Epδ

ij − 2Epp
ipj

m2
− 2Epp

ipj

m2
= 2Epδ

ij . (44)

注意纵向部分的 pipj 项刚好相互抵消，这正是 Lorentz条件带来的约束. 代回对易子得

[πi(x), Aj(y)] = i

∫
d3p

(2π)3
eip·(x−y)δij = iδ(3)(x− y)δij . (45)

满足正则对易关系.
然后需要检验 [Aµ(t,x), Aν(t,y)]. 利用平面波展开，空间分量的等时对易子为

[Ai(t,x), Aj(t,y)] =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
λ

(
ε(λ)iε(λ)∗jeip·(x−y) − ε(λ)jε(λ)∗ie−ip·(x−y)

)
=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

(
−gij + pipj

m2

)(
eip·(x−y) − e−ip·(x−y)

)
= 0,

(46)

因为被积函数对 p是奇函数. 同理可证 [A0(t,x), Ai(t,y)] = 0以及 [A0(t,x), A0(t,y)] = 0. 可见所有等时对
易子均符合正则量子化的要求. 注意到 π0 = 0，A0 不是独立的动力学变量，它可通过约束用其他场量表示，

但这并不破坏理论的自治性.
由平面波展开可直接写出 Proca场的 Feynman传播子（时序乘积的真空期望值）

⟨0|TAµ(x)Aν(0) |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
1

2Ep

(
−gµν +

pµpν
m2

)[
θ(x0)e−ipx + θ(−x0)eipx

]
p0=Ep

=

∫
d4p

(2π)4
−i

p2 −m2 + iϵ

(
gµν − pµpν

m2

)
e−ipx.

(47)

2 Maxwell场的量子化

2.1 光子的小群诱导表示

我们知道，单粒子态定义为

Pµ |p, σ⟩ = pµ |p, σ⟩ , (48)

在 Lorentz变换下的变换为
U(Λ) |p, σ⟩ =

∑
σ′

Cσ′σ |Λp, σ′⟩ . (49)

定义标准动量 kµ，任意动量都可以用对应的 Lorentz变换 Lµ
ν 得到

pµ = Lµ
ν (p)k

ν . (50)

则任意单粒子态

|p, σ⟩ ≡ U [L(p)] |k, σ⟩ . (51)

于是
U(Λ) |p, σ⟩ = U(Λ)U [L(p)] |k, σ⟩

= U [ΛL(p)] |k, σ⟩

= U [L(Λp)]U [L−1(Λp)ΛL(p)] |k, σ⟩ .

(52)
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L(p)先把 k 变成 p，Λ把 p变成 Λp，L−1(Λp)把 Λp变回 k，故 L−1(Λp)ΛL(p)不改变标准动量 k，我们把

它记作W (Λ, p). 这些变换构成一个群，称为小群. 有

Wµ
ν k

ν = kµ, (53)

从而

U(W ) |k, σ⟩ =
∑
σ′

Dσ′σ(W ) |k, σ′⟩ . (54)

Dσ′σ(W )是W 的有限维表示，表示空间为 {|k, σ⟩}. 从而

U(Λ) |p, σ⟩ = U [L(Λp)]U [W (Λ, p)] |k, σ⟩

= U [L(Λp)]
∑
σ′

Dσ′σ(W ) |k, σ′⟩

=
∑
σ′

Dσ′σ[W (Λ, p)] |Λp, σ′⟩ .

(55)

接下来的任务就是研究小群的表示了. 对有质量粒子，其标准动量为 kµ = (m,0)，保持这个动量不变的

变换显然就是旋转变换，对应的群就是 SO(3). 对光子，标准动量为 kµ = (k, 0, 0, k)，对应的小群是什么呢？

我们考虑类时矢量 tµ = (1,0)，看W 作用在 t上得到什么. 一方面，由变换的幺正性

(Wt)µ(Wt)µ = tµtµ = 1, (56)

另一方面

(Wt)µkµ = (Wt)µ(Wk)µ = tµkµ = k. (57)

由这两式解得

(Wt)µ = (1 + ξ, α, β, ξ), ξ =
α2 + β2

2
. (58)

取

S(α, β)µν =


1 + ξ α β −ξ
α 1 0 −α
β 0 1 −β
ξ α β 1− ξ

 , (59)

则 S(α, β)t =Wt, S(α, β)k =Wk，也就是 S−1Wt = t, S−1Wk = k. S−1W 既保持类时矢量 t不变又保持类

光矢量 k不变，它只能是绕 z轴的旋转变换，于是

W (α, β, θ) = S(α, β)Rz(θ). (60)

W (α, β, θ)构成的群为二维 Euclid空间等距群 ISO(2).
我们来考察 ISO(2)群的生成元，即

U [W (α, β, θ)] = 1 + iαA+ iβB + iθJ3, (61)

其中 A = J2 +K1, B = −J1 +K2. 生成元非平庸的对易关系为

[A,B] = 0,

[J3, A] = +iB,

[J3, B] = −iA.

(62)

于是可以引入 A,B的共同本征态 |k, a, b⟩，但连续的本征值 a, b会导致连续的简并单光子态，未被实验发现，

因此必须有 a = b = 0. 还剩 J3，定义 |k, σ⟩满足

J3 |k, σ⟩ = σ |k, σ⟩ , A |k, σ⟩ = B |k, σ⟩ = 0. (63)
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它在小群变换下只差一个相因子

U(W ) |k, σ⟩ = eiσθ |k, σ⟩ . (64)

σ正是螺旋度. 由单粒子态的定义 |p, σ⟩ =
√
2|p|aσ†p |0⟩得

U(Λ)aσ†p U−1(Λ) =

√
|Λp|
|p|

aσ†Λpe
iσθ(Λ,p). (65)

考察矢量场的平面波展开

Aν(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2|p|

∑
σ

[
aσpε

(σ)ν(p)e−ipx + h.c.
]
p0=|p|. (66)

在 Lorentz变换下，要求 U(Λ)Aν(x)U−1(Λ) = (Λ−1)νµA
µ(Λx)，则极化矢量必须满足

Λµ
νε

(σ)ν(p) = eiσθ(Λ,p)ε(σ)µ(Λp). (67)

取 p = k, Λ = L(q)可得 ε(σ)µ(q) = L(q)µνε
(σ)ν(k). 若取 Λ为小群变换 R(θ)或 S(α, β)，则有

ε(σ)µ(k)eiσθ = R(θ)µνε
(σ)ν(k),

ε(σ)µ(k) = S(α, β)µνε
(σ)ν(k).

(68)

代入 ε(±1) = 1√
2
(0, 1,±i, 0)会发现

R(θ)
1√
2


0

1

±i

0

 = e±iθ 1√
2


0

1

±i

0

 , (69)

而

S(α, β)
1√
2


0

1

±i

0

 =
1√
2


α± iβ

1

±i

α± iβ

 =
1√
2




0

1

±i

0

+ (α± iβ)


1

0

0

1


 . (70)

出现了冗余项，且该冗余项正比于 kµ = (1, 0, 0, 1). 一般地，

W (θ, α, β)µνε
(±1)ν(k) = e±iθ

[
ε(±1)µ(k) +

α± iβ√
2|k|

kµ
]
. (71)

上式表明，横向极化矢量在一般 Lorentz变换下会混入一个正比于 kµ 的冗余项. 然而，由于无质量矢量
场具有规范对称性 Aµ → Aµ + ∂µα，在动量空间即 εµ → εµ + c kµ，这样的纵向冗余项不贡献物理可观测量.
因此，我们无法为光子构造一个 Lorentz协变且只含两个横向自由度的极化矢量，为了保持明显的 Lorentz协
变性，必须在量子化时引入非物理的极化自由度，再通过附加条件投影到物理子空间. 这正是 Gupta-Bleuler
量子化的基本思想.

2.2 Maxwell场的协变量子化 Gupta-Bleuler方法

鉴于规范对称性导致拉氏量 L = − 1
4FµνF

µν 奇异，无法直接正则量子化，我们通过添加规范固定项来

打破对称性. 最方便的选择是 Lorenz规范下的 Fermi项，取 Feynman规范（ξ = 1）

L = −1

4
FµνF

µν − 1

2
(∂µA

µ)2. (72)

此时运动方程简化为 □Aµ = 0，四个分量完全解耦. 正则动量

πµ =
∂L
∂Ȧµ

= Fµ0 − gµ0(∂ ·A), (73)
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在 Feynman规范下且使用运动方程可得 πµ = −Ȧµ（对全部分量均成立）. 我们直接假设协变的正则等时对
易关系

[Aµ(t,x), πν(t,y)] = igµνδ
(3)(x− y), (74)

[Aµ(t,x), Aν(t,y)] = [πµ(t,x), πν(t,y)] = 0. (75)

因为 π0 = −Ȧ0，对易子 [A0, Ȧ0]会造成负模，意味着 Fock空间具有不定度规.
将场用平面波展开

Aµ(x) =

∫
d3k

(2π)3
1√
2|k|

3∑
λ=0

[
a
(λ)
k ε(λ)µ (k)e−ikx + a

(λ)†
k ε(λ)∗µ (k)eikx

]
, (76)

其中极化矢量 ε
(λ)
µ 满足 k2 = 0，四个极化矢量连同度规 gλλ′ = diag(1,−1,−1,−1)的完备关系为

3∑
λ=0

gλλε
(λ)
µ ε(λ)∗ν = gµν . (77)

升降算符的对易关系为

[a
(λ)
k , a

(λ′)†
k′ ] = −gλλ

′
(2π)3δ(3)(k− k′). (78)

真空 |0⟩满足 a
(λ)
k |0⟩ = 0. 标量极化（λ = 0）因为负号对易子产生负模 ⟨0|a(0)k a

(0)†
k |0⟩ = −1，态空间内积不是

正定的.
为了消除非物理自由度，Gupta和 Bleuler附加了物理态条件

∂µA(+)
µ |phys⟩ = 0, (79)

其中 A
(+)
µ 是场的正频部分. 在动量空间中，该条件等价于要求物理态中每个光子满足[

a
(0)
k − a

(3)
k

]
|phys⟩ = 0, (80)

这里 ε(3)是纵向极化，ε(0)是标量极化. 可以证明，在此条件下，非物理的标量光子和纵向光子对任意物理态
内积的贡献相互抵消，从而物理子空间具有正定内积，且只包含螺旋度为±1的两个横向光子态. 例如，含有
一个非物理光子的态 a

(0)†
k |0⟩的模方为负，但它与自身的内积被物理态条件排除在外；而在物理态之间的矩

阵元中，非物理部分完全消去.
最后，可以写出光子在 Feynman规范下的传播子

⟨0|TAµ(x)Aν(0)|0⟩ =
∫

d4k

(2π)4
−igµν
k2 + iϵ

e−ikx. (81)

至此，我们完成了无质量矢量场（光子）的协变量子化. Maxwell场的量子化成功保持了 Lorentz协变性，并
通过不定度规和物理态条件自然地挑选出两个物理极化自由度.

3 规范原理与量子电动力学

3.1 整体 U(1)对称性与守恒荷

我们知道，带电粒子（如电子）对应的量子场具有 U(1)整体对称性. 以 Dirac场 ψ为例，其自由拉氏量

为

L0 = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ. (82)

该拉氏量在整体相位变换

ψ(x) −→ ψ̃(x) = eiqεψ(x), ψ̄(x) −→ ¯̃
ψ(x) = e−iqεψ̄(x) (83)
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下保持不变，其中 ε为不依赖于时空坐标的常数. 根据 Noether定理，这一连续对称性对应一个守恒流

jµ = qψ̄γµψ, ∂µj
µ = 0, (84)

相应的守恒荷 Q =
∫
d3x j0 正是电荷.

3.2 局域规范不变性的要求

现在，如果我们要求系统具有更强的对称性. 拉氏量不仅在常数 ε下不变，而且对任意时空依赖的 ε(x)

也不变，这称为局域 U(1)规范不变性. 局域变换为

ψ(x) −→ ψ̃(x) = eiqε(x)ψ(x), ψ̄(x) −→ ¯̃
ψ(x) = e−iqε(x)ψ̄(x). (85)

在量子力学中，波函数的整体相位不可观测，但相对相位是有物理效应的（如 Aharonov‑Bohm效应）；局域
规范不变性则进一步将相位自由度提升为基本的动力学原理.
我们来考察自由 Dirac拉氏量在局域规范变换下的行为. 质量项 ψ̄ψ显然不变，但动能项中的导数变换为

∂µψ −→ ∂µψ̃ = eiqε∂µψ + iqeiqεψ ∂µε. (86)

多出的 ∂µε项使得 ψ̄γµ∂µψ 不再是规范不变的. 为了恢复不变性，必须引入一个矢量场 Aµ(x)，称为规范场

或规范势，并要求它在局域规范变换下按照

Aµ(x) −→ Ãµ(x) = Aµ(x) + ∂µε(x) (87)

的方式变换. 然后，将普通导数替换为协变导数

Dµψ ≡ ∂µψ − iqAµψ. (88)

在规范变换下，协变导数的变换与场本身一致

Dµψ −→ Dµψ̃ = ∂µψ̃ − iqÃµψ̃ = eiqε(∂µψ − iqAµψ) = eiqεDµψ. (89)

于是动能项 ψ̄γµDµψ在局域规范变换下不变，保持了拉氏量的对称性.

3.3 规范场的动力学与 QED拉氏量

到目前为止，Aµ 仅作为一个外场出现. 要使之成为动力学场，还必须为它添加动能项. 在场强张量

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (90)

的构造下，Fµν 在规范变换 Aµ → Aµ + ∂µε下是不变的. 因此，可以构造规范不变的动能项 − 1
4FµνF

µν . 注
意，规范场不能有质量项 1

2m
2AµA

µ，因为它在规范变换下不是不变的，这解释了为什么光子必须是零质量

的.
综合以上，包含 Dirac电子和电磁场的量子电动力学（QED）的拉氏量为

LQED = −1

4
FµνF

µν + ψ̄(iγµDµ −m)ψ. (91)

将协变导数展开，可写为

LQED = −1

4
FµνF

µν + ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ + qψ̄γµψAµ. (92)

最后一项 qψ̄γµψAµ = jµAµ 正是电子与电磁场的相互作用项，耦合常数即为电荷 q.
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