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1 粒子作为群的表示

1.1 Lorentz群的矢量表示

在空间的三维转动下，矢量按如下方式变换

Ai −→ A′i(x) = RijAj(R−1x) (1)

其中 R是幺正矩阵，即 RTR = RRT = I . 我们称 R是 SO(3)群的矢量表示，它可以通过指数映射作用在无

穷小生成元上得到

R = e−iθ·J (2)

生成元满足对易关系

[J i, Jj ] = iεijkJk (3)

对自旋，记

χ+ =

(
1

0

)
, χ− =

(
0

1

)
(4)

任意自旋态可以用旋量标记

χ = c1χ+ + c2χ− =

(
c1

c2

)
(5)

在三维转动变换下，旋量按如下方式变换

χ
R−→ χ′ = Uχ (6)

其中生成元为 Pauli矩阵

σ1 =

(
1

1

)
, σ2 =

(
−i

−i

)
, σ3 =

(
1

−1

)
(7)

满足对易关系

[σi, σj ] = 2iεijkσ
k (8)

假设是绕 z轴旋转角度 θ，则可以作展开

U = exp

(
− iθ

2
σ3

)
= cos

θ

2
− iσ3 sin

θ

2
(9)

可以看到 U(θ + 2π) = U(θ)，即转动两圈系统才回到原来的状态，这是不同于矢量的.
现在我们考虑 Lorentz群的生成元. 类比于三维转动群的生成元 J ij ≡ εijkJk = −i(xi∂j − xj∂i)，可以构

造 Lorentz群的生成元
Jµν = i(xµ∂ν − xν∂µ) (10)

这是一个二阶反对称张量，有 6个独立自由度. 生成元对应的李代数

[Jµν , Jρσ] = −[xµ∂ν − xν∂µ, xρ∂σ − xσ∂ρ]

= −[xµ(gνρ∂σ + xρ∂ν∂σ)− xν(gµρ∂σ + xρ∂µ∂σ)− xµ(gνσ∂ρ

+ xσ∂ν∂ρ) + xν(gµσ∂ρ + xσ∂µ∂ρ)] + [µ↔ ρ, ν ↔ σ]

= −(xµgνρ∂σ − xνxρ∂µ∂σ − xµxσ∂ν∂ρ + xνgµσ∂ρ − xρgσµ∂ν

+ xσxµ∂ρ∂ν + xρxν∂σ∂µ − xσgρν∂µ)

= i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ)

(11)
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这个对易关系应当对 Lorentz群一切表示的生成元都满足. 对矢量表示，其生成元为

(J µν)αβ = i(gµαgνβ − gµβg
να) (12)

Lorentz矩阵（Lorentz群的矢量表示）从而可以表示为

Λαβ =

{
exp

[
− i

2
ωµνJ µν

]}α
β

(13)

1.2 Lorentz群的旋量表示

我们考虑 Lorentz 变换下旋量的行为，这需要把 σi 拓展为四个矩阵 γµ. 令 γi = iσi，则反对易关系

{γi, γj} = −{σi, σj} = −2δij = 2gij，于是可以自然地推广为 γ 矩阵的反对易关系

{γµ, γν} = 2gµνI (14)

三维转动变换生成元的旋量表示 Sk = 1
2σ

k，令 Sij = εijkSk，可推广得到 Lorentz群旋量表示生成元为

Sµν =
i

4
[γµ, γν ] (15)

可验证它满足对易关系. 首先

[Sµν , Sρσ] = − 1

16
[[γµ, γν ], [γρ, γσ]]

= − 1

16
{γµ[γν , [γρ, γσ]] + [γµ, [γρ, γσ]]γν

− [γν , [γρ, γσ]]γµ − γν [γµ, [γρ, γσ]]}

(16)

其中
[γν , [γρ, γσ]] = γσ{γρ, γν}+ {γρ, γν}γσ − {γσ, γν}γρ − γρ{γσ, γν}

= 2(γσgρν + gρνγσ − gσνγρ − γρgσν)

= 4(γσgρν − γρgσν)

(17)

这里 gρν 是度规张量的一个分量，是一个数，当然可以和 γ 交换位置. 从而

[Sµν , Sρσ] = −1

4
{γµ(γσgρν − γρgσν) + (γσgρµ − γρgσµ)γν

− (γσgρν − γρgσν)γµ − γν(γσgρµ − γρgσµ)}

= −i {gνρSµσ − gµρSνσ − gνσSµρ + gµσSνρ}

(18)

可见 Sµν 确实是 Lorentz群的生成元. Sµν 是几维矩阵呢？显然不能是一维矩阵. 假设是二维矩阵，则 γi = iσi，

很自然的想法是取 γ0 = 1，但这会导致 {γ0, γi} = 2γi ̸= 0，矛盾. 可以验证 γ0不可能是任意一个 2× 2矩阵.
容易验证，可以把 γ 取为四维矩阵

γ0 =

(
1

1

)
, γi =

(
σi

−σi

)
(19)

这称为 γ矩阵的手征-Weyl表示，适合于高能物理. 可以通过相似变换得到 γ矩阵的其它表示，比如Dirac-Pauli
表示

γ0 =

(
1

−1

)
, γi =

(
σi

−σi

)
(20)
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它适用于低能粒子；以及Majorana表示

γ0 =

(
σ2

σ2

)
, γ1 =

(
iσ3

iσ3

)

γ2 =

(
−σ2

σ2

)
, γ3 =

(
−iσ1

iσ1

) (21)

它适用于电中性费米子，可以看到四个矩阵都是纯虚的.
可以通过反对易关系考察 γ 矩阵的厄米性质. 显然 (γ0)2 = 1, (γi)2 = −1，从而

(γ0)† = γ0

(γi)† = −γi
(22)

在手征-Weyl表象下，算出转动变换的生成元

Sij =
i

4
[γi, γj ] =

1

2
εijk

(
σk

σk

)
≡ 1

2
εijkΣk (23)

以及 boost的生成元

S0i =
i

4
[γ0, γi] = − i

2

(
σi

−σi

)
(24)

任意 Lorentz变换的旋量表示都可以用生成元表出

Λ 1
2
= exp

(
− i

2
ωµνS

µν

)
(25)

例 1.1. 对绕着 z轴转动 θ角的变换，ω12 = −ω21 = θ，其它分量都为 0. 于是

Λ 1
2
= exp

(
− i

2
ω12S

12 − i

2
ω21S

21

)
= e−iθS12

= exp

[
− iθ

2

(
σ3

σ3

)]

=

(
e−

iθ
2 σ

3

e−
iθ
2 σ

3

)

=


e−

iθ
2

e
iθ
2

e−
iθ
2

e
iθ
2



(26)

可以看到 Λ 1
2
(0) = 1, Λ 1

2
(2π) = −1，即旋量转两圈才回到初始状态.

下面我们引入一条重要的性质

[γµ, Sρσ] = (J ρσ)µνγ
ν (27)

其证明是直截了当的

[γµ, Sρσ] =
i

4
[γµ, [γρ, γσ]]

= i(γσgρµ − γρgσµ)

= i(gρµgσν − gσµgρν)γ
ν

= (J ρσ)µνγ
ν

(28)
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对无穷小的 ω (
1− i

2
ωρσS

ρσ

)
γµ
(
1 +

i

2
ωρσS

ρσ

)
= γµ − i

2
ωρσ[γ

µ, Sρσ]

=

(
1− i

2
ωρσJ ρσ

)µ
ν

γν
(29)

推广到任意的 ω

Λ−1
1
2

γµΛ 1
2
= Λµνγ

µ (30)

这看起来好像是在 Lorentz变换下，γ矩阵作为旋量空间的线性算符按照 Λ−1
1
2

γµΛ 1
2
方式变换，同时像一个四

矢量按 Λµνγ
µ 变换. 但是，γ 矩阵是常量，在 Lorentz变换下是不变的.

2 Dirac场

2.1 Dirac场的 Lagrange量

旋量有四个分量，它在 Lorentz变换下按

ψ(x)
Λ−→ Λ 1

2
ψ(Λ−1x) (31)

方式变换. 首先我们来验证 Dirac方程在 Lorentz变换下是不变的.

(iγµ∂µ −m)Λ 1
2
ψ(Λ−1x) = [iγµ(Λ−1)νµ∂ν −m]Λ 1

2
ψ(Λ−1x)

= Λ 1
2
Λ−1

1
2

[iγµ(Λ−1)νµ∂ν −m]Λ 1
2
ψ(Λ−1x)

= Λ 1
2

[
iΛ−1

1
2

γµΛ 1
2
(Λ−1)νµ∂ν −m

]
ψ(Λ−1x)

= Λ 1
2

[
iγρΛµρ (Λ

−1)νµ∂ν −m
]
ψ(Λ−1x)

= Λ 1
2
(iγρ∂ρ −m)ψ(Λ−1x)

= 0

(32)

第二行到第三行，我们能把 Λ 1
2
挪到前面去，是因为 ∂只作用于 ψ而 (Λ−1)νµ是一个数. 下面我们考虑旋量场

的 Lagrange量应当是什么形式. 第一个猜想是 L ⊃ ψ†ψ. 在 Lorentz变换下 ψ†ψ
Λ−→ ψΛ†

1
2

Λ 1
2
ψ. 如果 Λ 1

2
是幺

正的，Λ†
1
2

Λ 1
2
= 1就万事大吉，但天不遂人意

Λ†
1
2

=

[
exp

(
− i

2
ωµνS

µν

)]†
= exp

[
+

i

2
ωµν(S

µν)†
]

(33)

而

(Sµν)† =

(
i

4
[γµ, γν ]

)†

= − i

4
[(γν)†, (γµ)†]

= +
i

4
[(γµ)†, (γν)†]

(34)

由 (γ0)† = γ0, (γi)† = −γi 可知 (Sij)† = Sij , (S0i)† = −S0i. 即旋转变换的生成元是厄米的，而 boost的
生成元是反厄米的. Lorentz群不存在幺正的有限维表示，这并不带来物理上不可接受的后果. 因为我们还没
有量子化 Dirac场，场没有几率诠释，不会造成几率不守恒的问题.
我们考虑 L ⊃ ψ̄ψ ≡ ψ†γ0ψ. 则在 Lorentz变换下，ψ̄ Λ−→ ψ†Λ†

1
2

γ0 = ψ̄γ0Λ†
1
2

γ0. 我们需要计算 γ0Λ†
1
2

γ0，
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可以从

γ0(Sµν)†γ0 = γ0
i

4
[(γµ)†, (γν)†]γ0

=
i

4
[γ0(γµ)†γ0, γ0(γν)†γ0]

=
i

4
[γµ, γν ]

= Sµν

(35)

其中用到了 γ0(γµ)†γ0 = γµ，对 µ = 0是显然的，对 µ = i可以用 (γi)† = −γi 以及 {γi, γ0} = 0证明. 于是
γ0Λ†

1
2

γ0 = γ0
[
exp

(
− i

2ωµνS
µν
)]†

γ0 = exp
(
+ i

2ωµνS
µν
)
= Λ−1

1
2

，从而 ψ̄
Λ−→ ψ̄Λ−1

1
2

，故 ψ̄ψ
Λ−→ ψ̄Λ−1

1
2

Λ 1
2
ψ =

ψ̄ψ，即 ψ̄ψ是 Lorentz标量. 此外，在 Lorentz变换下

ψ̄γµψ
Λ−→ ψ̄Λ−1

1
2

γµΛ 1
2
ψ = Λµν (ψ̄γ

µψ) (36)

即 ψ̄γµψ和矢量的变换行为一致. 与 ∂µ 缩并可以得到另一个 Lorentz标量 ψ̄γµ∂µψ. 于是，可以构造 Dirac旋
量场的 Lagrange量

LDirac = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ (37)

加了 i是为了保证厄米性.

2.2 Weyl旋量

ψDirac 有四个分量，可以写成两部分的直积

ψDirac =

(
ψL

ψR

)
(38)

ψL 和 ψR 称为左手Weyl旋量. 因为 Sµν 是分块对角的，ψL 和 ψR 分别按照不同方式变换

ψL
Λ−→ ψ′

L =

(
1− i

θ · σ
2

− β · σ
2

)
ψL

ψR
Λ−→ ψ′

R =

(
1− i

θ · σ
2

+
β · σ
2

)
ψR

(39)

其中 θ和 β 分别代表无穷小的旋转和 boost. 用群论的语言表述，Dirac表示是一个可约表示，Weyl旋量填充
了 Dirac表示的两个不等价不可约表示. 可以验证，σ2ψ∗

L 在 Lorentz变换下按照 ψR 变换的方式变换

σ2ψ
∗
L

Λ−→ σ2(ψ
′
L)

∗ = σ2

[
1 +

i

2
(θ1σ1 − θ2σ2 + θ3σ3)− 1

2
(β1σ1 − β2σ2 + β3σ3)

]
ψ∗
L

= σ†
2

[
1− i

2
(θ1σ1 − θ2σ2+)

]
σ2ψ

∗
L

(40)

2.3 Dirac方程的平面波解

在 Dirac方程左边再作用一次 −iγµ∂µ −m

(−iγµ∂µ −m)(iγν∂ν −m)ψ = (γµγν∂µ∂ν +m2)ψ

=

(
1

2
{γµ, γν}∂µ∂ν +m2

)
ψ

= (□+m2)ψ

= 0

(41)
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这正是 KG方程. 任何一个自由场论的分量总是独立地满足 KG方程，即其各个自由度都表现得像一个无自
旋粒子. 于是，我们可以构造 Dirac方程的平面波解

ψ(x) = u(p)e−ipx (42)

KG方程要求 p2 = m2，我们这里取 p0 = Ep = +
√
p2 +m2，即正能解. 将平面波解代入 Dirac方程得

(γµpµ −m)u(p) = 0 (43)

形式化地定义四矢量与 Gamma矩阵缩并，即 /p = pµγ
µ，读作 p-slashed. 则可写成

(/p−m)u(p) = 0 (44)

下面来解这个方程. 首先考虑静止粒子，pµ = (m,0)，则方程变为

(mγ0 −m14×4)u(p) = m

(
−12×2 12×2

12×2 −12×2

)
u(p) = 0 (45)

容易验证解为

u(p) =
√
m

(
ξ

ξ

)
(46)

其中 ξ是一个 2× 1的矢量，可以由基

ξ1 =

(
1

0

)
, ξ2 =

(
0

1

)
(47)

展开. 系数
√
m是习惯取法. 若粒子沿着 z 轴运动，pµ = (E, 0, 0, pz)，其中 E = +

√
p2z +m2. Peskin书上的

处理方法对静止情况作一个 boost. 这里我们采用 Schwartz书上的做法，直接算

/p−m =

(
−m p · σ
p · σ̄ −m

)

=

(
−m p0σ0 − p3σ3

p0σ0 + p3σ3 −m

)

=


−m E − pz

−m E + pz

E + pz −m
E − pz −m



=


−ab a2

−ab b2

b2 −ab
a2 −ab



(48)

其中 a =
√
E − pz, b =

√
E + pz, ab =

√
E2 − p2z = m. 显然方程的基解为

us(p) =


(
a

b

)
ξs(

b

a

)
ξs

 , s = 1, 2 (49)
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或者，具体地写出来

u1(p) =


√
E − pz

0
√
E + pz

0

 , u2(p) =


0

√
E + pz

0
√
E − pz

 (50)

考察静止极限，基解为

u1(p) =
√
m


1

0

1

0

 , u2(p) =
√
m


0

1

0

1

 (51)

而在高能极限下

u1(p) =
√
2E


0

0

1

0

 , u2(p) =
√
2E


0

1

0

0

 (52)

有趣的事发生了. u1 的左手Weyl旋量消失而 u2 的右手Weyl旋量消失.
螺旋度定义为自旋在动量方向的投影

h =
p · s
|p|

(53)

我们还没有具体说明 Dirac场对应的粒子的自旋怎么定义，目前我们只需知道，ξ1 对应 z 方向上自旋为 + 1
2

而 ξ2 对应于 z方向上自旋为 − 1
2 . 在高能极限下，u1(p)对应的 h = + 1

2，u
2(p)对应的 h = − 1

2，这里利用了

动量沿 z 轴方向. 高能极限意味着 m ≪ p，故高能极限同时也是零质量极限. 对有质量的粒子，其螺旋度是
依赖于坐标系的，因为可以重新选择一个坐标系使其动量反向而自旋不变，螺旋度自然随之改变. 对无质量
粒子，其速度为光速，不可能找到一个坐标系使其动量方向改变，从而无质量粒子的螺旋度是坐标系无关的，

是一个好量子数，自旋和螺旋度构成一组 CSCO，能够完全确定粒子的状态. 对自旋为 J 的无质量粒子，只

能有 h = ±J 两个物理态. 而对于有质量粒子，则可以有 2J +1个物理态. 对一般粒子，从低能过渡到高能极
限时，其状态数会发生一个突变. 电子是个例外，因为电子的自旋 J = 1

2，2J + 1 = 2.
我们继续求任意方向的 p对应的平面波解. 我们发现，对 p = pzez 的情况

√
p · σ =

(√
E − p3

√
E + p3

)
,

√
p · σ̄ =

(√
E + p3

√
E − p3

)
(54)

于是我们可以合理地猜测，对任意的 p，平面波解都能写成

us(p) =

(√
p · σ ξs

√
p · σ̄ ξs

)
(55)
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我们来验证其合理性

(/p−m)us(p) =

(
−m p · σ
p · σ̄ −m

)(√
p · σ ξs

√
p · σ̄ ξs

)

=

[
(−m√

p · σ + p · σ
√
p · σ̄)ξs

(p · σ̄√p · σ −m
√
p · σ̄)ξs

]

=

√p · σ (−m+
√
(p · σ)(p · σ̄)

)
√
p · σ̄

(
−m+

√
(p · σ̄)(p · σ)

)
= 0

(56)

其中我们利用了 (p · σ)(p · σ̄) = pµpνσ
µσ̄ν =

pµpν
2 σ{µσ̄ν} = gµνp

µpν = p2 = m2. 这里 σ{µσ̄ν} = 2gµν 可分三

个部分验证，首先 σ{0σ̄0} = 21是显然的，其次 σ{0σ̄j} = σ0(σ̄j + σj) = 0，最后 σ{iσ̄j} = σiσ̄j + σj σ̄i =

−(σiσj + σjσi) = −2δij = 2gij . 这时 u1(p)和 u2(p)就不一定是沿 z轴方向自旋为 ± 1
2 的态了.

2.4 Dirac旋量的归一化和完备关系

之前我们只考虑了正能解，现在我们来考虑负能解. 令

ψ(x) = v(p)e+ipx (57)

仍有 p2 = m2，且我们仍取 p0 = +
√

p2 +m2，即我们选择改变 e指数上的符号而不改变四动量第 0分量的

符号. 代入 Dirac方程得
(/p+m)v(p) = 0 (58)

通过完全相似的步骤，我们可以求得基解

vs(p) =

( √
p · σ ηs

−
√
p · σ̄ ηs

)
, η1 =

(
1

0

)
, η2 =

(
0

1

)
(59)

在静止系中

vs(p) =
√
m

(
ηs

−ηs

)
(60)

动量沿 z轴，写成较为明晰的形式

v1(p) =


√
E − pz

0

−
√
E + pz

0

 , v2(p) =


0

√
E + pz

0

−
√
E − pz

 (61)

下面我们考察基解的正交归一性

u†u =
(
ξ†
√
p · σ ξ†

√
p · σ̄

)(√p · σ ξ
√
p · σ̄ ξ

)
= ξ†(p · σ + p · σ̄)ξ

= ξ†(2p0)1ξ

= 2Epξ
†ξ

(62)
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因为 Ep 是依赖于参考系的，这个关系不是 Lorentz不变的. 考虑 ū = u†γ0，则

ūu =
(
ξ†
√
p · σ ξ†

√
p · σ̄

)( 1

1

)(√
p · σ ξ

√
p · σ̄ ξ

)
= ξ†

[√
(p · σ)(p · σ̄) +

√
(p · σ̄)(p · σ)

]
ξ

= 2mξ†ξ

(63)

这是 Lorentz不变的. 根据 (ξr)†ξs = δrs 可以写出完整的正交归一关系

ūr(p)us(p) = 2mδrs

ur†(p)us(p) = 2Epδ
rs

(64)

对负能部分，正交归一关系为
v̄r(p)vs(p) = −2mδrs

vr†(p)vs(p) = 2Epδ
rs

(65)

另外还有

ur†(p)vs(−p) = vr†(p)us(−p) = 0 (66)

必须注意正能部分和负能部分 p的符号是相反的.
下面我们考虑完备性关系∑

s

us(p)ūs(p) =
∑
s

(√
p · σ ξs

√
p · σ̄ ξs

)(
ξs†

√
p · σ ξs†

√
p · σ̄

)

=
∑
s

(√
p · σ ξsξs†

√
p · σ̄ √

p · σ ξsξs†√p · σ
√
p · σ̄ ξsξs†√p · σ

√
p · σ̄ ξsξs†

√
p · σ̄

)

=

[√
(p · σ)(p · σ̄)

√
(p · σ)(p · σ)√

(p · σ̄)(p · σ̄)
√
(p · σ̄)(p · σ)

]

=

(
m p · σ
p · σ̄ m

)
= /p+m

(67)

同理 ∑
s

vs(p)v̄s(p) = /p−m (68)

2.5 Dirac矩阵和 Dirac场的双线性型

我们已然知道 ψ̄ψ和 ψ̄γµψ在 Lorentz变换下的行为. 我们希望了解 ψ̄Γψ的行为，其中 Γ是任意的 4× 4

矩阵. 自然的想法是找到 4× 4矩阵空间的一组完备基. 4× 4矩阵空间维度为 16，而现在我们有 1个 1、4个

γµ 和 6个 Sµν，还差 5个. 很自然的想法就是考虑三个 γ 矩阵相乘，再对指标全反对称化得到 γ[µγνγρ]，这

相当于从 4个指标中选出 3个，共 4个这样的矩阵. 还差最后一个矩阵自然就是 γ[µγνγργσ].
首先，由 Λ−1

1
2

γµΛ 1
2
= Λµνγ

ν 容易推出

ψ̄Sµνψ
Λ−→ ΛµαΛ

ν
βψ̄S

αβψ (69)

即 ψ̄Sµνψ在 Lorentz变换下表现得像一个张量. 其次，我们考虑 ψ̄γ[µγνγργσ]ψ的变换行为. 记

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = − iεµνρσ
4!

γµγνγργσ (70)
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我们需要说明 −εµνρσγµγνγργσ = γ0γ1γ2γ3 对每一组 µνρσ = τ(1234) 都成立（这里请注意 ε0123 = +1

而 ε0123 = −1）. 因为 {γµ, γν} = 2gµν，γµγν 关于两指标反对称，εµνρσ 也关于两指标反对称，从而

εµνρσγ
µγνγργσ 关于任意一对指标都是对称的. 在手征-Weyl表象下

γ5 =

(
−1

1

)
(71)

显然 γ5 矩阵是幺正的，即 (γ5)† = γ5. 此外，γ5 矩阵和任何一个 γ 矩阵都反对易

{γ5, γµ} = 0 (72)

我们发现，左右手Weyl旋量空间分别是 γ5 的不变子空间，即

γ5

(
ψL

0

)
= −

(
ψL

0

)
, γ5

(
0

ψR

)
= +

(
0

ψR

)
(73)

可以构造左右手投影算子

PL =
1− γ5

2
=

(
1

0

)
, PR =

1 + γ5

2
=

(
0

1

)
(74)

它满足正交性

PLPR = PRPL = 0 (75)

完备性

1 = PL + PR (76)

以及投影算符的普遍性质

P 2
L = PL, P 2

R = PR (77)

投影算符的作用是，当它作用到某个 Dirac旋量上时，得到的旋量只包含左手Weyl旋量或右手Weyl旋量

PLψD =

(
1

0

)(
ψL

ψR

)
=

(
ψL

0

)

PRψD =

(
0

1

)(
ψL

ψR

)
=

(
0

ψR

) (78)

这可以从另一个方面说明. 由 {γ5, γµ} = 0可得 [γ5, Sµν ] = 0. 因为 Sµν 可以分成两个 2 × 2的子块，所以

Sµν 诱导 Lorentz群的可约表示，可以约化为两个不可约表示，分别作用于手征不同的两个不变子空间. 这个
两个不可约表示分别与 γ5 的两个子块对易，从而这两个不变子空间也是 γ5 的两个不变子空间.
考察 ψ̄γ5ψ. 在 Lorentz变换下

ψ̄γ5ψ
Λ−→ ψ̄Λ−1

1
2

εµνρσγ
µγνγργσΛ 1

2
ψ

= εµνρσψ̄
(
Λ−1

1
2

γµΛ 1
2

)
· · ·
(
Λ−1

1
2

γσΛ 1
2

)
= εµνρσψ̄Λ

µ
µ′Λ

ν
ν′Λ

ρ
ρ′Λ

σ
σ′γµ

′
γν

′
γρ

′
γσ

′
ψ

= εµ′ν′ρ′σ′ ψ̄γµ
′
γν

′
γρ

′
γσ

′
ψ detΛ

= ψ̄γ5ψ

(79)

可见，ψ̄γ5ψ表现得像一个标量，我们称之为赝标流.
考察 γλγ5 = γλεµνρσγ

µγνγργσ，其中 λ固定，对 µ, ν, ρ, σ遍历求和. 这可以通过依次令 µ, ν, ρ, σ等于 λ得

到，比如，令 ν = λ，则对应项为 γλ
∑
µρσ εµλρσγ

µγλγργσ，由指标的对称性，这就是 γλ
∑
µρσ ελµρσγ

λγµγργσ，

µ, ρ, σ 遍历的范围是 λ以外的三个指标. 可以看到，最后的结果必然是三个 γ 矩阵相乘，再对三个指标全反
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对称化，即 γ[µγνγρ], µ, ν, ρ ∈ {0, 1, 2, 3}−{λ}，至多差一个系数. 我们只要研究 ψ̄γλγ5ψ在 Lorentz变换下
的行为就可以了.

ψ̄γλγ5ψ
Λ−→ ψ̄Λ−1

1
2

γλΛ 1
2
Λ−1

1
2

γ5Λ 1
2
ψ

= ψ̄Λλνγ
νγ5ψ

= Λλν ψ̄γ
νγ5ψ

(80)

即 ψ̄γλγ5ψ在 Lorentz变换下的像矢量一样变换，我们称之为赝矢流. 至此，我们找到了 4× 4矩阵空间的所

有基，也即找到了 Dirac场所有可能的双线性型. 列表如下

矩阵 1 γµ Sµν γµγ5 γ5

双线性型 标量流 矢量流 张量流 赝矢流 赝标流

独立个数 1 4 6 4 1

表 1: Dirac场所有可能的双线性型

记矢量流 jµ(x) = ψ̄(x)γµψ(x)和赝矢流 jµ5 = ψ̄(x)γµγ5ψ(x). 我们来计算其 4-散度.

∂µj
µ = (∂µψ̄)γ

µψ + ψ̄γµ(∂µψ)

= (imψ̄)ψ + ψ̄(−imψ)

= 0

(81)

说明 jµ 是 Nother流. 因为 ψ̄γµψ = i ∂LDirac
∂(∂µψ)

(−iψ)，这是 U(1)对称性对应的守恒流.

∂µj
µ5 = (∂µψ̄)γ

µγ5ψ + ψ̄γµγ5(∂µψ)

= (imψ̄)γ5ψ − ψ̄γ5(−imψ)

= 2imψ̄γ5ψ

(82)

故赝矢流并不是守恒流. 不过，m = 0时，赝矢流也是守恒流，它对应的对称性是手征转动 ψ −→ ψ′ = eiαγ
5

ψ.
周光召院士曾提出，强相互作用的赝矢流部分守恒，就是因为头几代夸克非常轻，m ≈ 0. m = 0的极限下，

jµ 和 jµ5 的线性组合也是守恒流. 特别地，我们构造

jµL = ψ̄γµPLψ = ψ̄γµ
1− γ5

2
ψ

jµR = ψ̄γµPRψ = ψ̄γµ
1 + γ5

2
ψ

(83)

m = 0的手征极限下，系统的对称性显著增强. 我们从 Lagrange量的形式考察这一点.

LDirac = ψ̄(iγµ∂µψ −mψ̄ψ)

= ψ̄iγµ∂µPLψ + ψ̄iγµ∂µPRψ −mψ̄PLψ −mψ̄PRψ

= ψ̄iγµ∂µP
2
Lψ + ψ̄iγµ∂µP

2
Rψ −mψ̄P 2

Lψ −mψ̄P 2
Rψ

(84)

首先 γµPL = γµ 1−γ5

2 = 1+γ5

2 γµ = PRγ
µ. 其次 ψ̄PR = ψ†γ0PR = ψ†PLγ

0 = ψ†P †
Lγ

0 = (PLψ)
†γ0 = ψ†

Lγ
0 =

ψ̄L. 从而 ψiγµ∂µP
2
Lψ = iψ̄Lγ

µ∂µψL. 同理 ψiγµ∂µP
2
Rψ = iψ̄Rγ

µ∂µψR. 从而

LDirac = ψ̄L(i/∂)ψL + ψ̄R(i/∂)ψR −m(ψ̄RψL + ψ̄LψR) (85)

质量m = 0时，ψL和 ψR是解耦的，系统的对称性是 U(1)L ⊗U(1)R. 但是，若m ̸= 0，则 ψL和 ψR是耦合

的，这就破坏了系统的对称性.
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3 Dirac场的量子化

3.1 失败的尝试

回顾，Dirac场的 Lagrange量
LDirac = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ

其正则动量

π =
∂L
∂ψ̇

= ψ̄iγ0 = iψ† (86)

Hamilton量
H = πψ̇ − L

= iψ̄γ0∂0ψ − ψ̄iγ0∂0ψ − ψ̄iγ · ∇ψ +mψ̄ψ

= ψ̄(−iγ · ∇ψ +m)ψ

(87)

我们还是采用等时对易量子化的方式量子化 Dirac场论. 即

[ψ(x, t), π(y, t)] = iδ(3)(x− y) (88)

即

[ψ(x, t), ψ†(y, t)] = δ(3)(x− y) (89)

仍用产生湮灭算子表示 Dirac场，不同的只是 Dirac旋量会有两个自旋自由度

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
s

[
aspu

s(p)e+ip·x + bspv
s(p)e−ip·x] (90)

或者

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
s

[
aspu

s(p) + bs−pv
s(p̃)

]
eip·x (91)

其中 p = (Ep,p), p̃ = (Ep,−p)对易关系

[arp, a
s†
q ] = (2π)3δ(3)(p− q)δrs

[brp, b
s†
q ] = (2π)3δ(3)(p− q)δrs

(92)

可以验证这与等时量子化条件是相容的

[ψa(x), ψ
†
b(y)] =

∫
d3p

(2π)3

∫
d3q

(2π)3
1√

2Ep2Eq

ei(px−qy)

×
∑
rs

{
[arp, a

s†
q ]ura(p)u

s†
b (q) + [br−p, b

s†
−q]v

r
a(p̃)v

s†
b (q̃)

}
=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
eip(x−y)

∑
r

[ura(p)ū
r
b(p) + vra(p̃)v̄

r
b (p̃)]γ

0

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
eip(x−y)(/p+m+ /p−m)γ0

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
eip(x−y)(2Ep)γ

0γ0

= δ(x− y)

(93)
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考察 Hamilton量

H =

∫
d3xψ†(−iγ0γ⃗ · ∇⃗+mγ0)ψ

=

∫
d3p

(2π)3

∑
s

Ep
(
a†p,sap,s + b†p,sbp,s

)
−
∫

d3p

(2π)3

∑
s

Ep (2π)
3δ(3)(0)

(94)

能量不囿于下，因为 b† 作用可以产生任意多的负能粒子. 没有稳定的基态，这不好.
我们再来考察因果性能否得到满足，即 (x− y)2 < 0时 [ψ(x), ψ̄(y)]，首先需要知道任意时刻 Dirac场的

表达式. 首先看任意时刻的产生湮灭算子

asp(t) = eiHtaspe
−iHt = aspe

−iEpt

bsp(t) = eiHtbspe
−iHt = bspe

+iEpt
(95)

推导方法和 KG场论中的一致. 从而

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
s

[
aspu

s(p)e−ipx + bspv
s(p)e+ipx

]
ψ̄(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
s

[
as†p ū

s(p)e+ipx + bs†p v̄
s(p)e−ipx

] (96)

其中 p = (Ep,p). 从而

[ψa(x), ψ̄b(y)] =

∫
d3p

(2π)3

∫
d3q

(2π)3
1√

2Ep2Eq

×
∑
rs{

[arp, a
s†
q ]ura(p)ū

s
b(q)e

−i(px−qy) + [brp, b
s†
q ]vra(p)v̄

s
b(q)e

+i(px−qy)
}

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
s

[
usa(p)ū

s
b(p)e

−ip(x−y) + vsa(p)v̄
s
b(p)e

+ip(x−y)
]

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

[
(/p+m)abe

−ip(x−y) + (/p−m)abe
+ip(x−y)

]
= (i/∂x +m)ab

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

[
e−ip(x−y) − e+ip(x−y)

]
= (i/∂x +m)ab[ϕ(x), ϕ(y)]

(97)

即Dirac场的传播子正是KG场的传播子左边作用一次 (i/∂x+m)ab. 由KG场论，(x−y)2 < 0时 [ϕ(x), ϕ(y)] =

0，从而 [ψ(x), ψ̄(y)] = 0. 这似乎很好. 但果真好吗？我们看一看因果性是怎么实现的. 因为 [ψa(x), ψ̄b(y)]是

c-数，可以插在真空态中间，即

[ψa(x), ψ̄b(y)] = ⟨0| [ψa(x), ψ̄b(y)] |0⟩ = ⟨0|ψa(x)ψ̄b(y) |0⟩ − ⟨0| ψ̄b(y)ψa(x) |0⟩ (98)

如果假设 asp |0⟩ = bsp |0⟩ = 0，则 ⟨0|ψa(x)ψ̄b(y) |0⟩ ∼ ⟨0| (a+b)(a†+b†) |0⟩中有贡献的项只是 ⟨0| aa†+bb† |0⟩.
而 ⟨0| ψ̄b(y)ψa(x) |0⟩ ∼ ⟨0| (a†+b†)(a+b) |0⟩中无一项有贡献. 我们回忆在复KG理论中，⟨0| [ϕ(x), ϕ†(y)] |0⟩ =
⟨0|ϕ(x)ϕ†(y) |0⟩ − ⟨0|ϕ†(y)ϕ(x) |0⟩ ∼ ⟨0| (a+ b†)(a† + b) |0⟩ − ⟨0| (a† + b)(a+ b†) |0⟩ ∼ ⟨0| aa† |0⟩ − ⟨0| bb† |0⟩，
即 ⟨0|ϕ(x)ϕ†(y) |0⟩和 ⟨0|ϕ†(y)ϕ(x) |0⟩都对传播子有非零贡献而二者互相抵消，物理上就是从 x传播到 y的

正粒子和从 y传播到 x的反粒子相互抵消. 但是现在，只有 ⟨0|ψa(x)ψ̄b(y) |0⟩有贡献，这很奇怪.

3.2 正确的量子化

问题究竟出在哪？我们只作了两个假设

1. 用对易关系实现量子化；
2. 真空定义为 asp |0⟩ = bsp |0⟩ = 0.
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我们仔细思索，第二个条件应该是有问题的. bs†p 作用在真空上可以产生负能粒子，作用无穷次可以得多无穷
多个负能粒子，真空是不稳定的，这当然有问题. 我们何不直接把“有无穷多个负能粒子”的状态定义为基
态，这样就没有能量更低的状态了. 物理图像就是，Dirac系统有无穷多个负能级，对真空态，这些负能级都
被填满了，无法再填充了，称为 Dirac之海. 于是，真空的定义应当修改为

asp |0⟩ = bs†p |0⟩ = 0 (99)

而 bsp |0⟩ ̸= 0. 即，我们不能往 Dirac海中再填充负能粒子，但可以湮灭一个负能粒子，制造出一个正能空穴.
这和半导体物理中，空穴被看作荷正电的载流子是类似的. 现在

⟨0|ψa(x)ψ̄b(y) |0⟩ ∼ ⟨0| (a+ b)(a† + b†) |0⟩ ∼ ⟨0| aa† |0⟩

⟨0| ψ̄b(x)ψa(y) |0⟩ ∼ ⟨0| (a† + b†)(a+ b) |0⟩ ∼ ⟨0| b†b |0⟩
(100)

两个都有非零贡献，这就合理了.
现在，忘掉我们假设的等时对易关系，能否计算出 ⟨0| [ψa(x), ψ̄b(y)] |0⟩呢？先计算 ⟨0|ψa(x)ψ̄b(y) |0⟩，有

贡献的项只是 ⟨0| arpas†q |0⟩. 之前要计算这个，我们都是利用 ⟨0| arpas†q |0⟩ = ⟨0| [arp, as†q ] |0⟩ = [arp, a
s†
q ]⟨0|0⟩，但

是现在我们抛掉了一切关于对易子的知识，该怎么算呢？

我们回忆起产生湮灭算符在空间平移变换下的行为

e−iP·xape
iP·x = ape

ip·x

e−iP·xa†pe
iP·x = a†pe

−ip·x
(101)

其中 P = −
∫
d3xπ∇ϕ是空间平移变换的生成元. 一个相当自然的要求是，真空应该是均匀各相同性的，即

真空在空间平移变换和转动变换下不变. 通过插入平移算子得到

⟨0| arpasq |0⟩ = ⟨0| e−iP·xarpe
+iP·xe−iP·xas†q e

+iP·x |0⟩

= ei(p−q)·x ⟨0| arpas†q |0⟩
(102)

当且仅当 p = q，⟨0| arpasq |0⟩ ̸= 0. 从而

⟨0| arpasq |0⟩ = (2π)3δ(3)(p− q)δrsA(p) (103)

这里的系数 (2π)3 是习惯约定. δrs 可以通过插入空间转动生成元 J得到. 从而

⟨0|ψ(x)ψ̄(y) |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
s

us(p)ūs(p)A(p)e−ip(x−y)

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
(/p+m)A(p)e−ip(x−y)

(104)

因为测度 d3p
(2π)3

1√
2Ep

是 Lorentz 不变的. /p 和 e−ip(x−y) 也是 Lorentz 不变的. 所以要使 ⟨0|ψ(x)ψ̄(y) |0⟩ 是

Lorentz不变的，则应该使 A(p)也是 Lorentz不变的，则 A应当依赖于 p2 = m2，即 A为常数. A的符号如
何？因为 ⟨0| arpas†q |0⟩ ∝ A且 ⟨0| arpas†q |0⟩ ∝ ⟨p, s|p, s⟩ ≥ 0，A > 0. 从而

⟨0|ψ(x)ψ̄(y) |0⟩ = (i/∂x +m)

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
e−ip(x−y)A = (i/∂x +m)D(x− y)A (105)

由同样的逻辑，可以得到

⟨0| ψ̄(y)ψ(x) |0⟩ = −(i/∂x +m)D(y − x)B (106)

其中 B > 0. 取 A = B = 1，当 (x− y)2 < 0时，由 D(x− y) = D(y − x)可知

⟨0|ψ(x)ψ̄(y) |0⟩ = −⟨0| ψ̄(y)ψ(x) |0⟩ (107)

这意味着

{ψ(x), ψ̄(y)} = 0 (108)
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而非 [ψ(x), ψ̄(y)] = 0！这似乎与因果律矛盾，实则不然. ψ和 ψ̄本身并不是可观测量. 像P =
∫
d3xψ†(−i∇ψ)

含有至少一对 ψ/ψ† 的量才构成可观测量.比如，因果律此时可以写为

[ψ̄(x)Γ1ψ(x), ψ̄(y)Γ2ψ(y)] = 0 if (x− y)2 < 0 (109)

新的等时量子化条件为

{ψa(x), ψ†
b(y)} = δ(3)(x− y)δab (110)

其它反对易子都为 0. 产生湮灭算子的反对易条件为

{arp, asq} = {brp, bsq} = (2π)3δ(3)(p− q)δrs (111)

其它反对易子都为 0.
之后我们略去 bs†p 的 †，即用 bp 表示湮灭一个正能空穴，则反对易关系变为

{brp, bsq} = (2π)3δ(3)(p− q)δrs (112)

场量写为

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
s

[
aspu

s(p)e−ipx + bs†p v
s(p)e+ipx

]
ψ̄(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
s

[
as†p ū

s(p)e+ipx + bspv̄
s(p)e−ipx

] (113)

场量的等时反对易关系

{ψ(x), ψ†(y)} = δ(3)(x− y) (114)

真空定义为

asp |0⟩ = bsp |0⟩ = 0 (115)

Hamilton量为
H =

∫
d3x ψ̄(−iγ⃗ · ∇⃗+m)ψ

=

∫
d3p

(2π)3

∑
s

(Epa
s†
p a

s
p − Epb

s
pb
s†
p )

=

∫
d3p

(2π)3

∑
s

[
Ep(a

s†
p a

s
p + bs†p b

s
p)− Ep(2π)

3δ(3)(0)δrs
] (116)

最后正比于 −δ(3)(0) 的项对应着 Dirac 场的真空能，它是负无穷大的，与 Dirac 海的图像一致. 校准之后，
Hamilton量为

H =

∫
d3p

(2π)3

∑
s

Ep(a
s†
p a

s
p + bs†p b

s
p) (117)

其中所有的项都是正能激发，即激发正能电子或激发正能空穴. KG场对应的粒子是玻色子，其真空能为正无
穷，Dirac场对应的粒子是费米子，其真空能为负无穷. 如果宇宙中的费米和玻色子存在着某种超对称性，使
得其真空能可以精确抵消，则宇宙的总真空能为 0.而我们知道，存在一个宇宙学常数 Λ，即暗能量，它可以

解释为宇宙的真空能，这或许说明费米子和玻色子的超对称性存在破缺.
因为 {arp, as†q } = 0，有 ar†q a

s†
p |0⟩ = |q, r;p, s⟩ = −as†p ar†q |0⟩ = − |p, s;q, r⟩，说明对费米子而言，交换

两粒子，对应的状态是不同的，即 Fermi-Dirac统计.还能得到 (as†p )2 = 0，即同一个态上不能占据两个粒子，

这就是 Puali不相容原理.
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3.3 自旋、电荷及动量

首先复述一下单粒子态的定义. |p, s⟩ =
√

2Epa
s†
p |0⟩对应一个动量为 p，自旋为 s的正能粒子，|p, s⟩ =√

2Epb
s†
p |0⟩则对应一个动量为 p，自旋为 s的负能粒子. 单粒子态的归一化条件为

⟨p, r|q, s⟩ = 2Ep(2π)
3δ(3)(p− q)δrs (118)

现在我们来说明为什么 s代表着角动量，并检验电子的角动量确实是 1
2 . 首先需要定义角动量算子，为

此回忆 Nother定理
jµ = Lδxµ +

∂L
∂(∂µϕ)

δ0ϕ

设我们的变换是绕 z轴转动一个无穷小的角度 θ，即 δxµ = ωµνxν , ω12 = −ω21 = θ. 我们要求的是 j0的空

间积分，δx0 = 0，有

j0 =
∂L

∂(∂0ψ)
δ0ψ = iψ†δ0ψ (119)

其中 δ0ψ = ψ′(x′)− ψ(x)而

ψ′(x′) = Λ 1
2
ψ(Λ−1x)

= exp

(
− iθΣ3

2

)
ψ(xµ − ωµν x

ν)

∼
(
1− iθΣ3

2

)
[ψ(x) + θ(y∂xψ − x∂yψ)]

∼ ψ(x) + θ(y∂xψ − x∂yψ)

(120)

从而

δ0ψ = −θ
(
iΣ3

2
+ x∂y − y∂x

)
ψ (121)

j0 = −iθψ†
(
iΣ3

2
+ x∂y − y∂x

)
ψ (122)

从而可以定义 z方向上的角动量

Jz =

∫
j0d3x = −iθ

∫
d3xψ†

(
iΣ3

2
+ x∂y − y∂x

)
ψ (123)

推广到任意方向

J =

∫
d3xψ†

[
x× (−i∇) +

1

2
Σ

]
ψ (124)

那 Jz |p = 0, l⟩等于什么呢？因为 Jz |0⟩ = 0，所以只用计算 [Jz, a
l†
0 ] |0⟩. 因为只有 p = 0的产生湮灭算子与

al†0 的对易子才不为 0，而轨道角动量部分的 ∂ 会从指数上拉下来 p，所以轨道角动量部分对对易子无贡献，

自旋角动量部分为∫
d3xψ†Σ3

2
ψ

=

∫
d3x

∫
d3p

(2π)3

∫
d3q

(2π)3
1√

2Ep2Eq

∑
rs

[ar†p u
r†(p) + br−pv

r†(−p)]e+ip·xΣ3

2

[asqu
s(q) + bs†q v

s(−q)]e+iq·x

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
s

[ar†p u
r†(p) + br−pv

r†(−p)]
Σ3

2
[asqu

s(q) + bs†q v
s(−q)]

(125)

先不要急着往下算. 观察可知展开的项大概会有 a†a, a†a, ba, bb† 四种，因为 [AB,C] = A{B,C} −
{A,C}B 以及非零反对易子只有 {a, a†}这一事实，只有包含 a的项 a†a和 ba对对易子才有非零贡献. 而 ba
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的贡献为 b{a, a†}，b作用在 |0⟩上为 0. 所以非零贡献的项只有 a†a.这样我们的运算就大大简化了.

Jz |0, l⟩ = [Jz, a
l†
0 ] |0⟩

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
rs

ur†(p)
Σ3

2
us(p)[ar†p a

s
q, a

l
0]

=
1

2E0

∑
r

ur†(0)
Σ3

2
ul(0)ar†0 |0⟩

=
∑
r

ξr†
σ3

2
ξlar†0 |0⟩

=
∑
r

ξr†
σ3

2
ξl |0, r⟩

(126)

我们取 l = 1，则

Jz |0, 1⟩ =

(
1

0

)
1

2

(
1

−1

)(
1

0

)
|0, 1⟩+

(
0

1

)
1

2

(
1

−1

)(
1

0

)
|0, 2⟩

= +
1

2
|0, 1⟩

(127)

可见 |0, 1⟩ = a1†0 就是 z方向自旋向上的一个静止粒子，且 Jz 的本征值为 + 1
2 .取 s = 2，则

Jz |0, 2⟩ =

(
1

0

)
1

2

(
1

−1

)(
0

1

)
|0, 1⟩+

(
0

1

)
1

2

(
1

−1

)(
0

1

)
|0, 2⟩

= −1

2
|0, 2⟩

(128)

可见 |0, 2⟩ = a2†0 就是 z方向自旋向下的一个静止粒子，且 Jz 的本征值为 − 1
2 .

对反粒子，通过相似的步骤可以证明

Jz |0, s = 1, 2⟩ = ∓1

2
|0, s = 1, 2⟩ (129)

即 |0, s = 1⟩对应自旋向下的粒子而 |0, s = 2⟩对应自旋向上的粒子. 湮灭了一个自旋向上的负能量粒子，相
当于产生了一个自旋向下的正能量空穴.

我们来考察 U(1)对称性.对应的守恒流为 jµ = ψ̄γµψ，守恒荷为

Q =

∫
d3xψ†ψ

=

∫
d3p

(2π)3

∑
s

(as†p a
s
p + bs−pb

s†
−p)

=

∫
d3p

(2π)3

∑
s

(as†p a
s
p − bs†−pb

s
−p +∞)

(130)

这个 Q的物理意义就是电荷. 如果带上系数 e，则

Q |single electron⟩ = +e |single electron⟩

Q |single positron⟩ = −e |single positron⟩
(131)

对多粒子态，比如

Q |5 electron, 11 positron⟩ = −6e |5 electron, 11 positron⟩ (132)
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我们再来考察动量

P =

∫
d3xψ†(−i∇)ψ

=

∫
d3x

∫
d3p

(2π)3

∫
d3q

(2π)3
1√

2Ep2Eq

ei(p−q)·x
∑
rs

[ar†q u
r†(q) + br†−qv

r†(q̃)]

× p[aspu
s(p) + bs†−pv

s(p̃)]

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
rs

[ar†p u
r†(p) + br−pv

r†(−p)]p[aspus(p) + bs−pv
s(−p)]

=

∫
d3p

(2π)3
p
∑
s

(as†p a
s
p + bs−pb

s†
−p)

=

∫
d3p

(2π)3
p
∑
s

(as†p a
s
p − bspb

s†
p )

=

∫
d3p

(2π)3
p
∑
s

[as†p a
s
p + bs†p b

s
p − 2πδ(3)(0)]

(133)

略去无穷大，则

P =

∫
d3p

(2π)3
p
∑
s

(as†p a
s
p + bs†p b

s
p) (134)

3.4 Dirac场的传播子

费米场的时间序列必须在交换两个费米算符时带负号. 定义 Feynman传播子

SF,αβ(x− y) ≡ ⟨0|T{ψα(x)ψ̄β(y)} |0⟩

= θ(x0 − y0) ⟨0|ψα(x)ψ̄β(y) |0⟩ − θ(y0 − x0) ⟨0| ψ̄β(y)ψα(x) |0⟩ .
(135)

将场展开式和自旋求和公式∑
s

us(p)ūs(p) = /p+m,
∑
s

vs(p)v̄s(p) = /p−m (136)

代入式 (135)，并按标量场传播子的轮廓积分合并正、负频部分，得到

SF (x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i(/p+m)

p2 −m2 + iϵ
e−ip·(x−y). (137)

分子来自完备关系，分母和极点 prescription则与 Klein-Gordon场相同. 利用

(/p−m)(/p+m) = p2 −m2 (138)

可验证

(i/∂x −m)SF (x− y) = iδ(4)(x− y)14. (139)

因此 SF 是 Dirac微分算符带 Feynman边界条件的 Green函数. 在动量空间中常简写为

S̃F (p) =
i(/p+m)

p2 −m2 + iϵ
=

i

/p−m+ iϵ
, (140)

最后一个等号只是在远离极点时表示矩阵逆的常用记号，严格的 iϵ应理解为前一个分式中的极点 prescription.
传播子按

SF (x− y) −→ S(Λ)SF (Λ
−1(x− y))S(Λ)−1 (141)

协变. 传播子不是 Lorentz标量，而是带有一个旋量指标和一个共轭旋量指标的矩阵值分布.
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4 Dirac场论的对称性

4.1 时空反演变换

我们回忆一下，Lorentz变换是保度规保线元的变换，也就是说，在变换 xµ
Λ−→ x′µ = Λµνx

ν 下，有

ds2 = gµνdx
µdxν = gµνdx

′µdx′ν (142)

这要求

ΛgΛT = ΛT gΛ = g (143)

两边取行列式，则 detΛdet g detΛ = det g，从而 detΛ = ±1. 但是，我们熟悉的旋转和 boost的 Lorentz矩
阵，其行列式都是 cos2 θ + sin2 θ = 1或 cosh2 β + sinh2 β = 1.

另外，在即 gρσΛαρΛ
β
σ = gαβ 中取 (α, β) = (0, 0)得 (Λ0

0)
2− (Λi0)

2 = g00 = 1，从而 (Λ0
0)

2 = 1+(Λi0)
2 ≥ 1，

故 Λ0
0 ≥ 1或 Λ0

0 ≤ −1. 但对旋转，其 Λ0
0 = 1，对 boost，其 Λ0

0 = cosh β ≥ 1.所以我们之前考虑的 Lorentz变
换只是 Lorentz群满足 detΛ = 1, Λ0

0 ≥ 1的子群. 我们引入空间反演变换和时间反演变换

Pµν =


1

−1

−1

−1

 , Tµν =


−1

1

1

1

 (144)

即
xµ

P−→ x′µ = Pµν x
ν = (t,−x)

xµ
T−→ x′µ = Tµν x

ν = (−t,x)
(145)

detP = detT = −1，它们作用在通常的 Lorentz矩阵上得到 det = −1的 Lorentz矩阵. P 0
0 = 1而 T 0

0 = −1，故

T 作用在通常的 Lorentz矩阵上得到 Λ0
0 ≤ −1的 Lorentz矩阵. 我们把通常的 Lorentz变换称为恰当（proper）、

且正时 (orthochronous)的，记作 L↑
+. P 作用在恰当正时 Lorentz变换上得到非恰当正时 Lorentz变换，记作

L↑
−. T 作用在恰当正时 Lorentz变换上得到恰当非正时 Lorentz变换，记作 L↓

+. P 和 T 连续作用到恰当正时

Lorentz变换上得到非恰当非正时 Lorentz变换，记作 L↓
−. 如(2)所示. L↑

+是 Lorentz群的指数为 4的正规子群，

L↑
− = PL↑

+, L↓
+ = TL↑

+, L↓
− = PTL↑

+ 都是 L↑
+ 的陪集.

恰当 (detΛ = 1) 非恰当 (detΛ = −1)

正时 (Λ0
0 ≥ 1) L↑

+ L↑
−

非正时 (Λ0
0 ≤ −1) L↓

+ L↓
−

表 2: Lorentz变换

L↑
+和时空平移变换构成的群称为 Póincare群，任何相对论性的量子场论都应该满足 Póincare对称性. 人

们理所当然地觉得物理理论也应该满足时空反演对称性. 但 1957年，杨振宁和李政道提出，弱相互作用是宇
称不守恒的，即不满足空间反演对称性. 1964年，人们又发现，K介子在 CP联合变换下也是不守恒的.

4.2 经典场论视角下的时空反演对称性

对实标量场可取
ϕP (x) = ηPϕ(xP ),

ϕT (x) = ηTϕ(xT ),
ηP , ηT = ±1 (146)
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ηP = +1的场称为标量，ηP = −1的场称为赝标量. 自由 Klein-Gordon Lagrange量

LKG =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 (147)

对两种内禀符号都不变，而且

(□+m2)ϕR(x) = ηR[(□+m2)ϕ](xR) = 0 (148)

对经典复 KG场，时间反演写成
ϕT (x) = ηTϕ

∗(xT ) (149)

其中复共轭是因为量子理论中 T 的反线性.
对 Dirac场，宇称作用取为

ψP (x) = ηP γ
0ψ(xP ), |ηP | = 1 (150)

相应地

ψ̄P (x) = η∗P ψ̄(xP )γ
0 (151)

利用

γ0γµγ0 = Pµνγ
ν (152)

立即得到
ψ̄(i/∂ −m)ψ −→ η∗P ηP ψ̄(xP )γ

0(iγµPµν∂
′
µ −m)γ0ψ(xP )

= ψ̄(xP )(iγ
µ∂′µ −m)ψ(xP )

(153)

因此自由 Dirac理论具有宇称对称性.
时间反演写成反线性形式

ψT (x) = ηTBTψ
∗(xT ), |ηT | = 1 (154)

其中可取 BT = γ1γ3，并有

BT (γ
µ)∗B−1

T = γµ (155)

对 Dirac方程直接复共轭，并注意 ∂tψ
∗(xT ) = −(∂tψ

∗)(xT )，便可验证

(i/∂ −m)ψ = 0 =⇒ (i/∂ −m)ψT = 0 (156)

对实质量和厄米作用量，代回 Lagrange量同样得到

LDirac[ψT ](x) = LDirac[ψ](xT ) (157)

4.3 Póincare群的算符表示

我们先考虑固有正时的 Lorentz变换 L↑
+，两个 Póincare变换的复合仍然是 Póincare变换

x′′µ = Λ̄µν (Λ
ν
ρx

ρ + aν) + āµ = Λ̄µνΛ
ν
ρx

ρ + (Λ̄µνa
ν + āµ) (158)

另外，Póincare变换的逆还是 Póincare变换

xµ = (Λ−1)µνx
′ν − (Λ−1)µνa

ν (159)

故 Póincare变换的全体构成一个群，称为 Póincare群. 我们关心的是 Póincare变换下态如何改变，态的改变需
要通过算符作用于其上实现，所以我们需要给每个 Póincare变换配备一个 Hilbert空间上的算符 U(Λ, a). 算
符的全体也构成一个群，这个群应当与 Póincare群同态. 于是，我们所做的即找到 Póincare群在 Hilbert空间
上的表示，这个表示是无穷维的，称为算符表示或量子表示. 由同态可知算符继承 Póincare群的乘法，即

U(Λ̄, ā)U(Λ, a) = U(Λ̄Λ, Λ̄a+ ā) (160)
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还应有

U−1(Λ, a) = U(Λ−1,−Λ−1a) (161)

在单位元附近

Λµν = δµν + ωµν , aµ = εµ (162)

这也就是无穷小 Póincare变换. 对应地，算符可以展开为

U(Λ, a) = 1 +
i

2
ωµνJ

µν − iεµP
µ (163)

其中 Jµν 和 Pµ 分别是 Lorentz群和时空平移群的算符表示的生成元，它们都是 Hermit的. ωµν 的反对称性
使得 Jµν 的反对称部分才有贡献，我们于是直接把 Jµν 取为反对称的. 由

U(Λ, a)U(1 + ω, ε)U−1(Λ, a) = U(Λ(1 + ω)Λ−1,−ΛεΛωΛ−1a) (164)

可得
U(Λ, a)JρσU−1(Λ, a) = ΛρµΛ

σ
ν (J

µν − aµP ν + aνPµ)

U(Λ, a)P ρU−1(Λ, a) = ΛρµP
µ

(165)

再取 U(Λ, a)为无穷小变换可得对易关系

[Jµν .Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ − gνσJµρ + gµσJνρ)

[Pµ, Jρσ] = i(gµρPσ − gµσP ρ)

[Pµ, P ν ] = 0

(166)

令 P 0 = H, P = (P 1, P 2, P 3), J = (J23, J31, J12), K = (J01, J02, J03). 则对易关系为

[Ji, Jj ] = iεijkJK

[Ji,Kj ] = iεijkKk

[Ki,Kj ] = −iεijkKk

[Ji, Pj ] = iεijkPk

[Ki, Pj ] = −iHδij

[Ki,H] = −iPi

[Ji,H] = 0

[Pi,H] = 0

(167)

现在我们考虑 P 和 T 对应的算符，记 P = U(P, 0), T = U(T, 0)，则

PU(Λ, a)P−1 = U(PΛP−1, Pa)

TU(Λ, a)T−1 = U(TΛT−1, Ta)
(168)

令 Λ = 1 + ω, a = ε，则 U(Λ, a) = 1− i
2ωµνJ

µν − iεµP
µ，代入得

P iJρσ P−1 = iP ρµP
σ
ν J

µν

P iPµ P−1 = iPµν P
ν

T iJρσ T−1 = iT ρµT
σ
ν J

µν

T iPµ T−1 = iTµν P
ν

(169)

因为我们不知道 P和 T是线性的还是反线性的，这里的 i不能贸然提到外面去. Wigner对称性定理告诉我们，
任意一个对称性对应的量子算符只能属于两类

22



• 线性且幺正
⟨Uψ1|Uψ2⟩ = ⟨ψ1|ψ2⟩

U(ξ |ψ1⟩+ η |ψ2⟩) = ξ |Uψ1⟩+ η |Uψ2⟩
(170)

• 反线性且反幺正
⟨Uψ1|Uψ2⟩ = ⟨ψ1|ψ2⟩∗ = ⟨ψ2|ψ1⟩

U(ξ |ψ1⟩+ η |ψ2⟩) = ξ∗ |Uψ1⟩+ η∗ |Uψ2⟩
(171)

对反幺正算符也有 U†U = 1. 单位算符是幺正算符，能从单位算符通过连续变换得到的算符都是幺正的，所
以反幺正算符一定对应着分立对称性.
先考察 P的幺正性，我们有

PiHP−1 = iH (172)

假如 P是反线性反幺正的，则 PHP−1 = −H . 对定态 H |ψ⟩ = E |ψ⟩ , E > 0，考虑 P−1 |ψ⟩. 有

H(P−1 |ψ⟩) = −P−1H |ψ⟩ = −EP−1 |ψ⟩ (173)

P−1 |ψ⟩是定态，其能量为负值 −E，这自然是荒谬的，所以 P只能是线性幺正算符. 从而

PJP−1 = +J

PKP−1 = −K

PPP−1 = −P

(174)

对 T，同样的道理可以推出 T是反线性反幺正的，故

TJT−1 = −J

TPT−1 = −P

TKT−1 = +K

(175)

另一方面，在时间反演变换下，[TJiT−1,TJjT−1] = TJiT−1TJjT−1−TJjT−1TJiT−1 = TJiJjT−1−TJjJiT−1 =

εijkTiJkT−1，若 T不是反线性的，则时间反演下角动量对易关系无法保持.

4.3.1 单粒子态的空间反演

对一个静止的有质量粒子，单粒子态为 |k, σ⟩，其中 kµ = (m, 0)，σ是磁量子数. 在空间反演下粒子质量
和自旋都不变，故

P |k, σ⟩ = η |k, σ⟩ (176)

相因子 |η|2 = 1. 角动量升降算子满足

J± |k, σ⟩ = (J1 + iJ2) |k, σ⟩ =
√
(j ∓ σ)(j ± σ + 1) |k, σ ± 1⟩ (177)

将升降算符作用在空间反演态上，一方面

J±P |k, σ⟩ = ησJ± |k, σ⟩ = ησ
√
(j ∓ σ)(j ± σ + 1) |k, σ ± 1⟩ (178)

另一方面，因为 P是与 J对易的线性算子（穿过 i不带来负号），P与 J± 对易，从而

J±P |k, σ⟩ = PJ± |k, σ⟩ =
√
(k ∓ σ)(k ± σ + 1)P |k, σ ± 1⟩

=
√
(k ∓ σ)(k ± σ + 1)ησ±1 |k, σ ± 1⟩

(179)

从而

ησ±1 = ησ (180)
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所以

P |k, σ⟩ = η |k, σ⟩ (181)

η对所有的 σ都一样，称为内禀宇称. 对一般的单粒子态

P |p, σ⟩ = η |−p, σ⟩ (182)

4.3.2 单粒子态的时间反演

先考虑静止粒子 kµ = (m,0)，由对易关系 TP = −PT, TH = HT, TJ = −JT可得

H(T |k, σ⟩) = m(T |k, σ⟩)

P(T |k, σ⟩) = 0

J3(T |k, σ⟩) = −σ(T |k, σ⟩)

(183)

因此

T |k, σ⟩ = ξσ |k,−σ⟩ , σ = −j,−j + 1, · · · , j − 1, j (184)

因为 T穿过 J和 i都产生负号，有 TJ± = T(J1 ± iJ2) = (−J1 ± iJ2)T = −(J1 ∓ iJ2)T = −J∓T. 把升降算符
作用在时间反演态上得

J±T |k, σ⟩ = −TJ∓ |k, σ⟩

= −
√

(j ± σ)(j ∓ σ + 1)T |k, σ ∓ 1⟩

= −ξσ∓1

√
(j ± σ)(j ∓ σ + 1) |k,−σ ± 1⟩

(185)

另一方面
J±T |k, σ⟩ = ξσJ± |k,−σ⟩

= ξσ
√

(j ± σ)(j ∓ σ + 1) |k,−σ ± 1⟩
(186)

从而

ξσ±1 = −ξσ (187)

则

T |k, σ⟩ = ξ(−)j−σ |k,−σ⟩ (188)

需要提醒的是，这里的 ξ没有物理意义. 和空间反演变换那里不同，ξ不是时间反演变换的本征值.
对运动粒子，则应该是

T |p, σ⟩ = ξ(−)j−σ |−p,−σ⟩ (189)

产生湮灭算符的变换关系应该是
T(as=1

p )†T−1 = ξ(as=2
−p )†

T(as=2
p )†T−1 = −ξ(as=1

−p )†
(190)

连续两次时间反演变换作用于 |p, σ⟩，有

T2 |p, σ⟩ = Tξ(−)j−σ |−p,−σ⟩

= ξ∗(−)j−σT |−p,−σ⟩

= ξ∗(−)j−σξ(−)j+σ |p, σ⟩

= |ξ|2(−)2j |p, σ⟩

(191)
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|p, σ⟩是 T2 的本征态，本征值只与自旋 j 有关. 对无质量粒子，则是

T2 |p, λ⟩ = (−)2|λ| |p, λ⟩ (192)

只与螺旋度 |λ|有关. 若态由奇数个费米子构成，则其自旋 j为半整数，从而 T2 = −1. 我们考虑H 的本征态

|ψ⟩，其能量为 E. 则 T |ψ⟩也是能量为 E 的定态. T |ψ⟩和 |ψ⟩是同一个态吗？如果是，则

T2 |ψ⟩ = T(λ |ψ⟩) = λ∗λ |ψ⟩ = |ψ⟩ (193)

与 T2 = −1矛盾！所以奇数个费米子组成的系统，若具有时间反演对称性，则必然具有二重简并，这称为

Kramers法则.
这在物理上有一个有趣的后果. 外加静电场时，空间转动对称性破坏，时间反演对称性不受破坏，如果

系统具有电偶极子，则自旋向上的态 |↑⟩和自旋向下的态 |↓⟩会有能级劈裂 ∆E = µpℏ|E|. 但是，|↑⟩ = T |↓⟩，
按照 Kramers法则，这两个态应当具有相同的能量. 所以，时间反演不变性禁戒费米子具有非零的电偶极矩.

4.4 场算符的变换

4.4.1 场算符的 Lorentz变换

在经典场论中，Lorentz变换下场量的变换行为为

ϕ(x)
Λ−→ ϕ′(x) =M(Λ)ϕ(Λ−1x) (194)

M(Λ)为 Lorentz变换的表示. 在量子场论水平

U(Λ)ϕ̂(x)U−1(Λ) =M−1(Λ)ϕ̂(Λx) (195)

如何理解这一点呢？在非相对论量子力学中，力学量的经典值就是力学量算符的期望，在量子场论中，设场

算符为 ϕ̂(x)，|φ⟩是 ϕ̂(x)的本征态，φ(x)是场的经典位形，则

φ(x) = ⟨φ| ϕ̂(x) |φ⟩

= ⟨φ|U†Uϕ̂(x)U−1U |φ⟩

= ⟨Uφ|Uϕ̂(x)U−1 |Uφ⟩

= ⟨Uφ|M−1ϕ̂(Λx) |Uφ⟩

=M−1 ⟨Uφ| ϕ̂(Λx) |Uφ⟩

=M−1φ′(Λx)

=M−1Mφ(Λ−1Λx)

= φ(x)

(196)

是自洽的.
回忆起经典 Dirac场的变换为

ψ(x)
Λ−→ ψ′(x) = Λ 1

2
ψ(Λ−1x) (197)

在量子水平，则应当有

U(Λ)ψ̂(x)U−1(Λ) = Λ−1
1
2

ψ̂(Λx) (198)

4.4.2 场算符的空间反演变换

对 KG场
Pϕ̂(x)P−1 = ±ϕ̂(Pµν xν) = ±ϕ̂(xp) (199)
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对 Dirac场，由 P |p, σ⟩ = η |−p, σ⟩得

PaσpP−1 = ηaa
σ
−p

PbσpP−1 = ηbb
σ
−p

(200)

其中宇称 |ηa| = |ηb| = 1. 场算符如何变换？对经典 Dirac 场来说 ψ(x)
P−→ ψ′(x) = γ0ψ(xp)，则应当是

ψ̂(x)
P−→ ψ̂′(x) = γ0ψ̂(xp). 计算

Pψ̂(x)P−1 =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[
PaσpP−1uσ(p)e−ipx + Pbσ†p P−1vσ(p)e+ipx

]
=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[
ηaa

σ
−pu

σ(p)e−ipx + η∗b b
σ†
−pv

σ(p)e+ipx
]

=

∫
d3p̃

(2π)3
1√
2Ep̃

∑
σ

[
ηaa

σ
p̃u

σ(p)e−ip̃xp + η∗b b
σ†
p̃ vσ(p)e+ip̃xp

]
=

∫
d3p̃

(2π)3
1√
2Ep̃

∑
σ

[
ηaa

σ
p̃u

σ(p)e−ip̃xp + η∗b b
σ†
p̃ vσ(p)e+ip̃xp

]
= γ0

∫
d3p̃

(2π)3
1√
2Ep̃

∑
σ

[
ηaa

σ
p̃u

σ(p̃)e−ip̃xp − η∗b b
σ†
p̃ vσ(p̃)e+ip̃xp

]

(201)

其中 p̃ = (Ep,−p), xp = (t,−x), σ = (1, σ⃗), σ̄ = (1,−σ⃗)，并利用了 px = p̃xp 以及

u(p) =

(√
p · σ ξ

√
p · σ̄ ξ

)
=

(√
p̃ · σ̄ ξ

√
p̃ · σ ξ

)
= γ0u(p̃)

v(p) =

( √
p · σ η

−
√
p · σ̄ η

)
=

( √
p̃ · σ̄ η

−
√
p̃ · σ η

)
= −γ0v(p̃)

(202)

若 ηa = −η∗b，或 ηaηb = −|ηa|2 = −1，则

Pψ̂(x)P−1 = −γ0ηaψ̂(xp) (203)

也就是说，费米子和它的反粒子具有相反的内禀宇称. 这带来什么样的物理后果？考虑束缚态，比如正负电
子偶素 |e−e+⟩，或者夸克与反夸克构成的介子 |qq̄⟩，比如 π 介子、ρ介子和 J/ψ. 尽管单个粒子的宇称的约
定存在一定的任意性，但处于基态的束缚粒子总的宇称一定是 −1. 比如，某束缚基态为

|JM⟩ =
∫

d3p

(2π)3
ϕ(|p|)Y00(p̂)

∑
σ1σ2

〈
1

2
σ1

1

2
σ2

∣∣∣∣JM〉 aσ1†
p bσ2

−p |0⟩ (204)

则

P |JM⟩ =
∫

d3p

(2π)3
ϕ(|p|) 1√

4π

∑
σ1σ2

〈
1

2
σ1

1

2
σ2

∣∣∣∣JM〉Paσ1†
p P−1Pbσ2

−pP−1 |0⟩

= η∗aη
∗
b

∫
d3p

(2π)3
ϕ(|p|) 1√

4π

∑
σ1σ2

〈
1

2
σ1

1

2
σ2

∣∣∣∣JM〉 aσ1†
p bσ2

−p |0⟩

= − |JM⟩

(205)
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下面我们再来考虑 Dirac场论双线性型在空间反演下的变换行为，一概省去 ψ̂的 hat. 首先

Pψ̄(x)P−1 = Pψ†(x)P−1γ0

= (P†)†ψ†(x)P†γ0

= (PψP†)†γ0

= (ηaγ
0ψ)†γ0

= η∗aψ
†(xp)(γ

0)†γ0

= η∗aψ̄(xp)γ
0

(206)

从而标量流的变换
Pψ̄ψP = Pψ̄P−1PψP−1

= η∗aψ̄(xp)γ
0ηaγ

0ψ(xp)

= ψ̄(xp)ψ(xp)

(207)

即标量流在空间反演变换下是不变的. 而赝标量流

P(ψ̄iγ5ψ)P−1 = Pψ̄P−1(iγ5)PψP−1

= |ηa|2ψ̄(xp)γ0(iγ5)γ0ψ(xp)

= −iψ̄(xp)γ
5ψ(xp)

(208)

其中，P是量子算符而 γ5是矩阵，所以能互换位置. 还用到了 {γ0, γ5} = 0. 可见，赝标量流在空间反演变换
下差一个负号. 自由 Dirac场的 Lagrange量包含mψ̄ψ 却没有 ∆ψ̄(iγ5)ψ这样的项，因为后者尽管 Lorentz不
变，却不是空间反演不变的. 空间反演下，矢量流

Pψ̄(x)γµψ(x)P−1 = ψ̄(xp)γ
0γµγ0ψ(xp)

= ψ̄(xp)(γ
µ)†ψ(xp)

=

+ψ̄(xp)γ
µψ(xp), µ = 0

−ψ̄(xp)γµψ(xp), µ = 1, 2, 3

(209)

即空间反演下，矢量流的时间分量不变，空间分量变号. 而对于赝矢量流

Pψ̄(x)γµγ5ψ(x)P−1 = −ψ̄(xp)γµγ5ψ(xp) =

−ψ̄(xp)γµγ5ψ(xp), µ = 0

+ψ̄(xp)γ
µγ5ψ(xp), µ = 1, 2, 3

(210)

时间分量变号，而空间分量不变.
之前我们了解到，KG场的宇称选择有一定任意性，取决于具体模型. 比如，在 Yukawa理论中，给标量

流耦合一个 KG场 ϕ，给赝标量流耦合另一个 KG场 ϕ̃

LYukawa = gψ̄ψϕ+ g̃ψ̄(iγ5)ψϕ̃ (211)

我们希望 Yukawa理论是空间反演不变的，即

P(ψ̄ψϕ)(x)P−1 = +(ψ̄ψϕ)(xp)

P(ψ̄iγ5ψϕ̃)(x)P−1 = +(ψ̄iγ5ψϕ̃)(xp)
(212)

这就要求
Pϕ(x)P−1 = +ϕ(xp)

Pϕ̃(x)P−1 = −ϕ̃(xp)
(213)
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接下来我们再来考察空间反演变换下手征的变化.

PψL(x)P−1 =
1− γ5

2
Pψ(x)P−1 =

1− γ5

2
ηaγ

0ψ(xp)

= ηaγ
0 1 + γ5

2
ψ(xp) = ηaγ

0PRψ(xp) = ηaγ
0ψR(xp)

(214)

即空间反演变换下，左手场变成右手场，同理右手场也会变成左手场. 这体现了什么物理图像呢？对无质量
费米子，空间反演下，自旋是不变的，而动量方向相反，故螺旋度会变号. 我们知道，螺旋度 λ = + 1

2 对应右

手Weyl旋量，螺旋度 λ = − 1
2 对应左手Weyl旋量，所以空间反演变换下手征相反. 对 Dirac场论

LDirac = ψ̄Li/∂ψL + ψ̄Ri/∂ψR −m(ψ̄LψR + ψ̄RψL) (215)

左手场和右手场虽然耦合，但地位是相同的，这是一个非手征理论，具有空间反演不变性. 但对于弱相互作
用，作用量为

LWeak = −4GF√
2
(ν̄µγµPLµ)(ēγ

µPLνe)

= −4GF√
2
(ν̄µγµµL)(ēγ

µνeL)

(216)

全是左手场，称为手征理论，所以弱相互作用不具有空间反演对称性.

4.4.3 场算符的时间反演对称性

之前，产生湮灭算符和旋量的基解都是用指标 s = 1, 2表示，而在(190)中，我们看到的是“产生自旋为
σ/−σ的粒子的算符”，这时再用指标 s就不方便，因为对正粒子和反粒子，同一个 s对应的角动量是相反的.
我们考虑沿 n方向自旋为 ± 1

2 的态，算符

n · σ⃗ = sin θ cosϕσ1 + sin θ cosϕσ2 + cos θσ3 =

(
cos θ sin θe−iϕ

sin θe+iϕ − cos θ

)
(217)

的本征值为 ±1，相应的本征矢为

ξ(↑) =

(
cos θ2

eiϕ sin θ
2

)
, ξ(↓) =

(
−e−iϕ sin θ

2

cos θ2

)
(218)

可以定义

ξ−s = −iσ2(ξs)∗ (219)

这个量就是翻转的旋量，一方面可以从

ξ−1 = ξ2, ξ−2 = −ξ1 (220)

看出. 另一方面
(n · σ⃗)(−iσ2ξ∗) = −iσ2(−n · σ⃗)∗ξ∗ = iσ2(ξ∗) = −(−iσ2ξ∗) (221)
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同一个自旋，电子和正电子对应的 s是不同的，我们重新找一组基解

uσ=
1
2 (p) =

(√
p · σ ξ1

√
p · σ̄ ξ1

)

uσ=− 1
2 (p) =

(√
p · σ ξ2

√
p · σ̄ ξ2

)

vσ=
1
2 (p) =

( √
p · σ ξ−1

−
√
p · σ̄ ξ−1

)

vσ=− 1
2 (p) =

( √
p · σ ξ−2

−
√
p · σ̄ ξ−2

)
(222)

可以验证
[uσ(p)]∗ = −T u−σ(p̃)

[vσ(p)]∗ = −T v−σ(p̃)
(223)

其中

T = γ1γ3 =

(
iσ2

iσ2

)
=


1

−1

1

−1

 (224)

它有以下性质

T † = T −1 = T (225)

T (γµ)∗T −1 = γµ (226)

由(220)可知应当定义
a
σ= 1

2
p = −a1p, a

σ=− 1
2

p = a2p

b
σ= 1

2
p = −b1p, a

σ=− 1
2

p = b1p

(227)

则由(190)可知有
TaσpT−1 = ξaa

−σ
−p, TbσpT−1 = ξbb

−σ
−p (228)

于是，Dirac场算符在时间反演变换下（我们直接丢掉了讨厌的相位）

Tψ̂T−1 = T

{∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[aσpu
σ(p)e−ipx + bσ

†

p vσ(p)e+ipx]

}
T−1

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[TaσpT−1u∗σ(p)e
+ipx

+ Tbσ†p T−1v∗σ(p)e−ipx]

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[
a−σ−pu

∗σ(p)e+ipx + b−σ†−p v∗σ(p)e−ipx
]

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[
a−σ−pT u−σ(p̃)e+ipx + b−σ†−p T v−σ(p̃)e−ipx

]
= T

∫
d3p̃

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[
a−σp̃ u−σ(p̃)e−ip̃xt + b−σ†p̃ v−σ(p̃)e+ip̃xt

]

(229)

其中 p̃ = (Ep,−p), xt = (−t,x)，有 p · x = −p̃ · xt. 则

Tψ̂(x)T−1 = T ψ̂(xt) (230)
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下面我们考察双线性型在时间反演变换下的行为. 首先

Tψ̄T† = Tψ†T†(γ0)∗

= (TψT†)†(γ0)∗

= [ξ∗aT ψ(xt)]†(γ0)∗

= ξaψ
†(xt)T †(γ0)∗

= ξaψ
†(xt)T †(γ0)∗T T †

= ξaψ
†(xt)γ0T †

= ξaψ̄(xt)T −1

(231)

于是
Tψ̄ψT−1 = Tψ̄T−1TψT−1

= |ξa|2ψ̄(xt)T −1T ψ(xt)

= +ψ̄(xt)ψ(xt)

(232)

所以标量流在时间反演变换下是不变的. 赝标量流

Tψ̄(iγ5)ψT−1 = Tψ̄T−1Tiγ5ψT−1

= −Tψ̄T−1iγ5TiψT−1

= −|ξa|2ψ̄(xt)T −1iγ∗5T ψ(xt)

= −ψ̄(xt)iγ5ψ(xt)

(233)

即赝标量流在时间反演变换下改变符号. 矢量流

Tψ̄iγµψT−1 = ψ̄(xt)T †(γµ)∗T ψ(xt)

= ψ̄(xt)γµψ(xt)

=

+ψ̄(xt)γ
µψ(xt), µ = 0

−ψ̄(xt)γµψ(xt), µ = 1, 2, 3

(234)

赝矢量流的变换与之相反.
在电磁相互作用理论中 Lint = eψ̄γµψAµ，若它具有时间反演不变性，则必须有 TAµ(x)T−1 = Aµ(xt).

也就是说，流的变换性质也决定了与之耦合的量的变换性质.
时间反演变换下

Tψ̄γµPLψT−1 = ψ̄γµPLψ(xt) (235)

手征是不改变的.

4.5 电荷共轭变换

电荷共轭变换意味着从粒子变成反粒子，这个能量间隔是两倍的粒子静能，达到 c2量级，所以在低能物

理中是无法看到对应现象的.
我们先在相对论性量子力学的范围内考虑. 相对论性量子力学中，电子在经典外电磁场中的运动方程为

(i/∂ + e /A−m)ψ(x) = 0 (236)

和

(∂µψ̄)(iγ
µ) + ψ̄(m− e /Aµ) = 0 (237)
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对这个式子取转置得 [
(iγµ)T∂µ +m− e(γµ)TAµ

]
ψ̄T = 0 (238)

我们考虑幺正矩阵 C 满足
C(γµ)T C† = −γµ (239)

可以验证 C = iγ2γ0 就满足这个要求. 在(238)左边乘上 C，再插入单位算符 C†C. 记 ψc(x) = Cψ̄T (x)，得

(i/∂ −m− e /A)ψc = 0 (240)

与(236)对比可知，ψc(x) = Cψ̄T (x)描述的就是电荷相反的粒子在外电磁场中的运动.
现在我们转换到量子场论的视角. 量子算符

Ĉ |particle,p, σ⟩ = ζ∗a |anti-particle,p, σ⟩

Ĉ |anti-particle,p, σ⟩ = ζ∗b |particle,p, σ⟩
(241)

其中 |ζa| = |ζb| = 1. 并设 Ĉ 是线性幺正算符. 产生湮灭算符的变换

ĈaσpĈ
−1 = ζ∗ab

σ
p

ĈbσpĈ
−1 = ζ∗b a

σ
p

(242)

故场算符的变换（方便起见略去 hat）

Cψ(x)C−1 =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[
CaσpC

†uσ(p)e−ipx + Cbσ†p C†vσ(p)e+ipx
]

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[
ζ∗ab

σ
pu

σ(p)e−ipx + ζ∗b a
σ†
p vσ(p)e+ipx

]
= iγ2

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[
ζ∗av

σ∗(p)bσpe
−ipx + ζ∗b u

σ∗(p)aσ†p e+ipx
]

(243)

受相对论性量子力学的启发，考虑

C ˆ̄ψT (x) = C
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[
aσ†p ūσT (p)e+ipx + bpv̄

σT (p)e−ipx
]

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[
aσ†p CūσT (p)e+ipx + bpCv̄σT (p)e−ipx

]
= −γ0C

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[aσ†p uσ∗(p)e+ipx + bσpv
σ∗(p)e−ipx]

(244)

其中用到了 CūT = C(u†γ0)T = CγT0 u∗ = CγT0 C†Cu∗ = −γ0Cu∗. 使 ζ∗a = ζ∗b，则

Cψ(x)C−1 = iγ2ζ∗a

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∑
σ

[
vσ∗(p)bσpe

−ipx + uσ∗(p)aσ†p e+ipx
]

= −ζ∗aγ0Cψ∗

= −ξ∗ai(ψ̄γ0γ2)T

(245)

首先给出电荷共轭算符 C 对旋量场的变换

Cψ̄(x)C = Cψ†Cγ0 = (−iγ2ψ)T γ0 = (−iγ0γ2ψ)T (246)
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利用旋量指标展开
Cψ̄ψC = (−iγ0γ2ψ)T (−iψ̄γ0γ2)T

= −γ0abγ2bcψd γ0deγ2ea
= +ψ̄dγ

0
deγ

2
eaγ

0
abγ

2
bcψc

= −ψ̄γ2γ0γ0γ2ψ

(247)

其中第三步的负号来自费米子场的反对易. 由于 γ0γ0 = 1，γ2γ2 = −1，最终得到

Cψ̄ψC = +ψ̄ψ (248)

即标量在 C 变换下不变

对赝标量 iψ̄γ5ψ，有

C iψ̄γ5ψC = i(−iγ0γ2ψ)T γ5(−iψ̄γ0γ2)T = iψ̄γ5ψ (249)

故赝标量在 C 下也保持不变.
矢量流 ψ̄γµψ和轴矢量流 ψ̄γµγ5ψ需分别考虑各个分量. 利用 γ0, γ2 对称，γ1, γ3 反对称的性质，可得

Cψ̄γµψC = −ψ̄γµψ

Cψ̄γµγ5ψC = +ψ̄γµγ5ψ
(250)

即矢量流在 C 下改变符号，轴矢量流不变.
表(4.5)汇总了常见费米子双线性量在 C、P、T 及 CPT 下的本征值.

双线性量 P T C CPT

ψ̄ψ +1 +1 +1 +1

iψ̄γ5ψ −1 −1 +1 +1

ψ̄γµψ (−1)µ (−1)µ −1 −1

ψ̄γµγ5ψ −(−1)µ −(−1)µ +1 −1

ψ̄σµνψ (−1)µ(−1)ν −(−1)µ(−1)ν −1 +1

自由 DIrac拉氏量 L0 = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ 分别关于 C、P、T 不变. 更一般的相互作用项 δL可能破坏其
中某个对称性，但所有洛伦兹标量双线性组合在 CPT 联合变换下均为不变. 事实上，在具有厄米哈密顿量
的洛伦兹不变量子场论中，CPT 对称性必然成立.
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