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1 相互作用理论：动机、局域性与典型例子

1.1 从自由场到相互作用场

自由理论的拉氏量对场是二次的，因而运动方程是线性的，Fourier模式彼此独立. 加入三次或更高次的
局域场算符后，不同模式发生耦合，运动方程变为非线性. 典型例子为

Lϕ4 =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4 (1)

LY =
1

2
(∂ϕ)2 − 1

2
m2
ϕϕ

2 + ψ̄(i/∂ −mψ)ψ − gϕψ̄ψ (2)

LQED = −1

4
FµνF

µν + ψ̄(i /D −m)ψ (3)

局域性要求同一相互作用项中的场取在同一时空点，例如 ϕ4(x)，而不是 ϕ2(x)ϕ2(y). 这是微观因果性和局域
场论结构的基础.

以 ϕ4 理论为例，Euler–Lagrange方程逐项给出
∂L
∂ϕ

= −m2ϕ− λ

3!
ϕ3

∂L
∂(∂µϕ)

= ∂µϕ

(4)

从而

(□+m2)ϕ(x) +
λ

3!
ϕ3(x) = 0 (5)

自由方程在 Fourier空间只是 (m2 − k2)ϕ̃(k) = 0，每个动量模独立；而三次项变成卷积

ϕ̃3(k) =

∫
d4p

(2π)4
d4q

(2π)4
ϕ̃(p)ϕ̃(q)ϕ̃(k − p− q) (6)

因此式 (5)中动量为 k的模会与所有满足 p+ q+ r = k的模耦合. 这是“相互作用使自由粒子交换四动量”在
场方程中的直接表现.
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若相互作用拉氏量不含场的时间导数，则共轭动量与自由理论相同，并有

Hint(x) = −Lint(x) ,H = H0 +Hint (7)

含导数耦合时这条等式一般不成立，必须重新做 Legendre变换. 例如，对式 (1)，

π(x) =
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇

H = πϕ̇− L =
1

2
π2 +

1

2
(∇ϕ)2 +

1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4

(8)

所以

H0 =
1

2
π2 +

1

2
(∇ϕ)2 +

1

2
m2ϕ2 Hint =

λ

4!
ϕ4 = −Lint (9)

反之，若取一个简单的导数耦合

L =
1

2
(1 + gϕ)∂µϕ∂

µϕ− V (ϕ) (10)

则

π = (1 + gϕ)ϕ̇ H =
π2

2(1 + gϕ)
+

1

2
(1 + gϕ)(∇ϕ)2 + V (ϕ) (11)

展开 1/(1+ gϕ)后会出现 −gϕπ2/2等项，它显然不是简单地把 Lint变号. 后文把 S写成 exp[i

∫
Lint]时，默

认采用前一种不含时间导数的情形.

1.2 四维量纲分析

作用量无量纲而 [d4x] = −4，所以

[S] = 0 = [d4x] + [L] = −4 + [L] =⇒ [L] = 4 (12)

又因为 [xµ] = −1、[∂µ] = 1，逐个比较动能项便有

[∂µϕ∂
µϕ] = 2 + 2[ϕ] = 4 =⇒ [ϕ] = 1

[ψ̄i/∂ψ] = 1 + 2[ψ] = 4 =⇒ [ψ] =
3

2

[FµνF
µν ] = 2(1 + [Aµ]) = 4 =⇒ [Aµ] = 1

(13)

因此

[ϕ] = 1, [Aµ] = 1, [ψ] =
3

2
(14)

若局域算符 Oi 的质量量纲为 di，耦合常数 ci 的量纲为

[ci] = 4− di (15)

1.3 微扰级数的含义

设小耦合为 g，物理量形式上写成

A(g) ∼
∞∑
n=0

cng
n (16)

量子场论中的微扰级数通常是渐近级数而非收敛级数. 其含义是，在 g ≪ 1时，前若干阶可以逐步改善近似；

阶数无限增加却未必收敛. 非微扰效应常具有 exp(−const/g)或 exp(−const/g2)的形式，任何有限阶 Taylor
展开都看不到它们. 微扰论不是“把相互作用彻底解出”，而是把问题转换为自由场关联函数的系统展开；
Feynman图只是管理这套展开的组合学和动量积分的语言.
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2 物理可观测量：散射截面与衰变宽度

2.1 跃迁概率与散射截面

记

⟨f |iT |i⟩ = i(2π)4δ(4)(Pf − Pi)Mfi S = 1 + iT (17)

暂把系统置于大体积 V、作用时间 T 中. 利用

(2π)3δ(3)(0) = V 2πδ(0) = T (18)

可将 delta函数平方化简为 [
(2π)4δ(4)(Pf − Pi)

]2
= (2π)4δ(4)(Pf − Pi)V T (19)

两个初态粒子的范数给出 (2E1V )(2E2V )；对每个末态动量求和时，态密度与末态范数组合成d3pj/[(2π)
32Ej ].

因此一对指定初态粒子在单位时间内跃迁到 dΦn 的概率为

dR12→f =
1

4E1E2V
|Mfi|2 dΦn (20)

横线表示对未观测末态内部量子数求和，并在初态为非极化混合系综时作平均.
体积中每种初态粒子各有一个时，其数密度为 1/V . 相应的每对粒子入射流是 j12 = vMøller/V，其中

Møller速度定义为

vMøller ≡
√
(p1 · p2)2 −m2

1m
2
2

E1E2
(21)

它的名称中虽有“速度”，但在一般参考系中是构造不变入射流的运动学量，不一定等于某个观察者测得的

相对速率. 写 pi = Ei(1,vi)，可直接验证

(p1 · p2)2 −m2
1m

2
2 = E2

1E
2
2

[
|v1 − v2|2 − |v1 × v2|2

]
vMøller =

√
|v1 − v2|2 − |v1 × v2|2

(22)

在两束流共线或其中一粒子静止时，叉乘项为零，vMøller = |v1 − v2|.
截面定义为单位入射流引起的跃迁率，dσ = dR/j12. 用式 (20)和 (21)消去 V，得到

dσ =
1

Sid

|M|2

4
√
(p1 · p2)2 −m2

1m
2
2

dΦn (23)

分母中的

Fin ≡
√
(p1 · p2)2 −m2

1m
2
2 = E1E2vMøller (24)

是 Lorentz不变量，故入射通量因子是 4Fin. 例如在粒子 1静止的参考系中，Fin = m1 |p2| = E1E2 |v2|，与
通常的束流打靶通量一致.
对 1 + 2→ 3 + 4，在质心系中定义初末态三动量大小

p∗i =
λ1/2(s,m2

1,m
2
2)

2
√
s

p∗f =
λ1/2(s,m2

3,m
2
4)

2
√
s

(25)

由

p1 · p2 =
s−m2

1 −m2
2

2
(26)

可得

F 2
in =

1

4

[
(s−m2

1 −m2
2)

2 − 4m2
1m

2
2

]
=

1

4
λ(s,m2

1,m
2
2)

= (p∗i )
2s Fin = p∗i

√
s

(27)
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把二体相空间 (47)与式 (27)代入一般截面公式，逐项约去
√
s：

dσ

dΩ
=

1

Sid

1

4p∗i
√
s

p∗f
16π2

√
s
|M|2

=
1

Sid

1

64π2s

p∗f
p∗i
|M|2

(28)

若初末态四个粒子质量相同，则 p∗f = p∗i，公式进一步化为

dσ

dΩ
=

1

Sid

|M|2

64π2s
(29)

这里的 1/Sid对应于让一个带标签的末态粒子覆盖完整 4π立体角. 若两个末态粒子全同，也可以只积分一个
不重复半球并令 Sid = 1；两种算法给出相同总截面.

2.2 衰变宽度及其二体特例

对四动量为 P 的单粒子初态重复前面的有限时空归一化. 此时只有一个初态范数 2EPV，而 delta函数
平方仍给出 V T . 所以在所选参考系的单位坐标时间内，跃迁概率为

dΓ(P ) =
1

Sid

1

2EP
|M|2 dΦn(P ) (30)

在母粒子静止系中 P = (M,0)、EP =M，衰变宽度定义为

dΓ =
1

Sid

1

2M
|M|2 dΦn (31)

因为 dΦn 与M Lorentz不变，式 (30)还给出

Γlab =
M

EP
Γrest =

1

γ
Γrest (32)

即运动粒子的寿命按 τlab = γτrest 膨胀.
若每个粒子在单位固有时间内衰变的概率恒为 Γ，以 τp 表示沿粒子世界线测得的固有时间，则

dN

dτp
= −ΓN N(τp) = N(0)e−Γτp (33)

衰变时刻的归一化概率密度和平均寿命为

P (τp) = Γe−Γτp

∫ ∞

0

P (τp)dτp = 1

τrest ≡ ⟨τp⟩ =
∫ ∞

0

τpΓe
−Γτpdτp =

1

Γ

(34)

若有多个互斥末态道，则

Γ =
∑
f

Γf Brf =
Γf
Γ

∑
f

Brf = 1 (35)

对 A(P )→ 1(p1) + 2(p2)，在 A的静止系令 P 2 =M2. 把式 (47)中 s换成M2，得到

p∗ =
λ1/2(M2,m2

1,m
2
2)

2M

dΦ2 =
p∗

16π2M
dΩ

(36)

代入式 (31)：
dΓ1→2

dΩ
=

1

Sid

p∗
32π2M2

|M|2 (37)

若母粒子为标量，或已对非极化母粒子的自旋取平均，使 |M|2 与方向无关，则
∫

dΩ = 4π给出

Γ1→2 =
1

Sid

p∗
8πM2

|M|2 =
1

Sid

λ1/2(M2,m2
1,m

2
2)

16πM3
|M|2 (38)
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运动学要求

M ≥ m1 +m2 (39)

在严格阈值M = m1 +m2 处 p∗ = 0，相空间消失；即使振幅有限，宽度也趋于零.

2.3 Lorentz不变相空间的构造

正能质量壳上的单粒子测度可写成四维形式∫
d4p θ(p0)δ(p2 −m2)f(p) =

∫
d3p

∫
dp0 θ(p0)δ[(p0)2 − E2

p]f(p)

=

∫
d3p

2Ep
f(Ep,p)

(40)

左端由 Lorentz标量和四维不变测度组成，因此 d3p/(2Ep)在正时向 Lorentz变换下不变. 对总四动量 P 产生

n个末态粒子的过程，定义

dΦn(P ; p1, . . . , pn) = (2π)4δ(4)

P − n∑
j=1

pj

 n∏
j=1

d3pj
(2π)3 2Ej

(41)

四维 delta函数保证能量和三动量守恒. 式中每个因子都 Lorentz不变，所以 dΦn 本身 Lorentz不变.
若在整个带标签的末态动量区域积分，而末态第 a种粒子有 na 个全同粒子，同一物理态会被重复计数

na!次，必须除以

Sid =
∏
a

na! (42)

等价地，也可只积分一个不重复的基本区域并不除 Sid. 两种约定不可同时使用.
令 P 2 = s，末态粒子质量为m3,m4. 因为相空间 Lorentz不变，可在质心系 P = (

√
s,0)计算：

dΦ2 = (2π)4δ(4)(P − p3 − p4)
d3p3

(2π)3 2E3

d3p4

(2π)3 2E4

=
d3p3

(2π)2 4E3E4
δ(
√
s− E3 − E4) p4 = −p3

(43)

记 p = |p3| = |p4|，则

E3(p) =
√
p2 +m2

3 E4(p) =
√
p2 +m2

4 d3p3 = p2dp dΩ (44)

式 (43)变为

dΦ2 =
p2dp dΩ

16π2E3E4
δ[f(p)] f(p) =

√
s− E3(p)− E4(p) (45)

能量守恒方程 f(p∗) = 0只有一个非负根. delta函数的 Jacobian为

|f ′(p∗)| = p∗

(
1

E∗
3

+
1

E∗
4

)
=
p∗(E

∗
3 + E∗

4 )

E∗
3E

∗
4

=
p∗
√
s

E∗
3E

∗
4

δ[f(p)] =
E∗

3E
∗
4

p∗
√
s
δ(p− p∗)

(46)

代回式 (45)，径向积分立即给出

dΦ2 =
1

16π2

p∗√
s
dΩ =

λ1/2(s,m2
3,m

2
4)

32π2s
dΩ (47)

这里

E∗
3 =

s+m2
3 −m2

4

2
√
s

E∗
4 =

s+m2
4 −m2

3

2
√
s

p∗ =
λ1/2(s,m2

3,m
2
4)

2
√
s

λ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz

(48)
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例如第一条能量公式可由 (P − p3)2 = p24 推出：

s+m2
3 − 2P · p3 = m2

4 =⇒ E∗
3 =

s+m2
3 −m2

4

2
√
s

(49)

再用 p2∗ = (E∗
3 )

2 −m2
3 就得到 Källén函数. 积分全部立体角后，

Φ2 =
p∗

4π
√
s
=
λ1/2(s,m2

3,m
2
4)

8πs
(50)

对于多体相空间，可以将其拆成两个较低体数的相空间. 将 N 个末态中的前 r个组成一个中间簇，定义

Q ≡
r∑
i=1

pi M2
Q ≡ Q2 1 ≤ r < N (51)

在 N 体相空间中插入恒等式

1 =

∫
d4Qδ(4)

(
Q−

r∑
i=1

pi

)
(52)

因为 Q0 > 0，在固定Q时有

Q0 = EQ =
√
Q2 +M2

Q dM2
Q = 2EQ dQ0 (53)

所以四维积分测度可以逐步改写为
d4Q

(2π)4
=

dQ0 d3Q

(2π)4
=

dM2
Q

2π

d3Q

(2π)3 2EQ
(54)

式 (52)中的 delta函数与前 r个质量壳测度组成 dΦr(Q; p1, . . . , pr)；原来的总体 delta函数、Q的质量壳测度
和其余 N − r个粒子的测度组成 dΦN−r+1(P ;Q, pr+1, . . . , pN ). 于是得到递推公式

dΦN (P ; p1, . . . , pN ) =
dM2

Q

2π
dΦN−r+1(P ;Q, pr+1, . . . , pN ) dΦr(Q; p1, . . . , pr) (55)

这不是近似，而只是对相空间积分变量的重新分组. 以三体末态为例，取 Q = p1 + p2 便有

dΦ3(P ; p1, p2, p3) =
dM2

12

2π
dΦ2(P ;Q, p3)dΦ2(Q; p1, p2) (56)

其中

(m1 +m2)
2 ≤M2

12 ≤ (
√
P 2 −m3)

2 (57)

因此三体积分可化为一个不变质量积分和两个已经算出的二体角积分；继续递推即可处理一般多体衰变.

3 S 矩阵与 LSZ约化

3.1 从单粒子极点逐腿推导 LSZ约化

先把除 ϕ(x)外的所有场记成

O ≡ T[ϕ(z1) · · ·ϕ(zN )] (58)

并研究只对 x Fourier变换的关联函数

F (p) =

∫
d4x e+ip·x⟨Ω|T[ϕ(x)O]|Ω⟩ (59)

取 T+ > max
i
z0i，把 x0 积分分为

(−∞, T−), (T−, T+), (T+,∞) (60)
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中间区间有限，只产生关于 p0 的解析项；正能单粒子极点来自 x0 > T+. 在这一区域 ϕ(x)位于时序积最左

边，插入精确完备集：

F+(p) =
∑
λ

∫ ∞

T+

dx0
∫

d3x e+ip·x
∫

d3q

(2π)3 2Eλq
⟨Ω|ϕ(x)|λ, q⟩⟨λ, q|O|Ω⟩ (61)

记一般精确本征态的场重叠为 Cλ ≡ ⟨Ω|ϕ(0)|λ, q⟩. 由平移不变性，

⟨Ω|ϕ(x)|λ, q⟩ = Cλe
−iq·x (62)

代入上式后，空间积分给出 (2π)3δ(3)(p− q)，从而固定 q = p. 再给长时间积分加入 e−ϵx
0

以保证收敛：

F+(p) =
∑
λ

Cλ
2Eλp

⟨λ,p|O|Ω⟩
∫ ∞

T+

dx0 ei(p
0−Eλp)x

0−ϵx0

=
∑
λ

iCλ e
i(p0−Eλp)T+−ϵT+

2Eλp[p0 − Eλp + iϵ]
⟨λ,p|O|Ω⟩

(63)

在 p0 → Ep =
√
p2 +m2 附近，只保留稳定单粒子态，并利用

p2 −m2 = (p0 − Ep)(p
0 + Ep) ≃ 2Ep(p

0 − Ep) C1p =
√
Z (64)

式 (63)的非奇异相位不改变极点留数，于是

F (p) −−−−−→
p0→Ep

i
√
Z

p2 −m2 + iϵ
⟨p, out|O|Ω⟩+在该点较不奇异的项 (65)

严格地说，应先用局域波包使不同外粒子在 t→ +∞空间分离，再取窄波包极限；这一步把上式中的精确单
粒子 bra识别为出射渐近态. 平面波写法是这一过程的简记.

从式 (65)抽取留数，
⟨p, out|O|Ω⟩ = lim

p2→m2

−i√
Z
(p2 −m2)F (p) (66)

另一方面，对式 (59)分部积分，并令边界项由波包或 iϵ处方压低，有∫
d4x e+ip·x(□x +m2)⟨Ω|T[ϕ(x)O]|Ω⟩ = −(p2 −m2)F (p) (67)

因此单条出射腿的坐标空间约化公式为

⟨p, out|O|Ω⟩ = i√
Z

∫
d4x e+ip·x(□x +m2)⟨Ω|T[ϕ(x)O]|Ω⟩ (68)

其中最后取 p0 = Ep. 算符 □+m2 正是自由逆传播子；它消掉了外腿的 (p2 −m2)−1 极点.
入射腿使用相反的 Fourier指数. 定义

Fin(k) =

∫
d4y e−ik·y⟨Ω|T[Oϕ(y)]|Ω⟩ (69)

取 T− < min
i
z0i . 在 y0 < T− 区域，ϕ(y)位于最右边. 在 O和 ϕ(y)之间插入完备集，并利用 ⟨λ, q|ϕ(y)|Ω⟩ =

C∗
λe

+iq·y . 空间积分固定 q = k，而加入 e+ϵy
0

后的时间积分是∫ T−

−∞
dy0 e−i(k0−Eλk)y

0+ϵy0 =
i e−i(k0−Eλk)T−+ϵT−

k0 − Eλk + iϵ
(70)

所以在正能单粒子极点附近

Fin(k) −−−−−→
k0→Ek

⟨Ω|O|k, in⟩ i
√
Z

k2 −m2 + iϵ
+较不奇异项 (71)

于是

⟨Ω|O|k, in⟩ = i√
Z

∫
d4y e−ik·y(□y +m2)⟨Ω|T[Oϕ(y)]|Ω⟩ (72)

最后取 k0 = Ek. 比较式 (68)与 (72)：两者的逆传播子和 i/
√
Z 相同，区别只在出射腿用 e+ip·x，入射腿用

e−ik·y .
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考虑 m个入射标量和 n个出射标量. 对完整连通 (m + n)点函数逐腿重复上述操作. 在所有外动量同时
趋于物理壳时，其最高阶多重极点为

G̃n+m,c(p
′
1, . . . , p

′
n; k1, . . . , km)

−−−−−→
all on shell

[
n∏
a=1

i
√
Z

p′2a −m2 + iϵ

][
m∏
b=1

i
√
Z

k2b −m2 + iϵ

]
out⟨p′1, . . . , p′n⟩ k1, . . . , kmin,c

(73)

因此动量空间 LSZ公式是

out⟨p′1, . . . , p′n⟩ k1, . . . , kmin,c

= lim
all on shell

[
n∏
a=1

−i√
Z
(p′2a −m2)

][
m∏
b=1

−i√
Z
(k2b −m2)

]
G̃n+m,c

(74)

等价的坐标空间形式为

out⟨p′1, . . . , p′n|k1, . . . , km⟩in,c

=

(
i√
Z

)n+m n∏
a=1

∫
d4xa e

+ip′a·xa(□xa +m2)

m∏
b=1

∫
d4yb e

−ikb·yb(□yb +m2)

× ⟨Ω|Tϕ(x1) · · ·ϕ(xn)ϕ(y1) · · ·ϕ(ym)|Ω⟩c

(75)

最后令 p′0a = Ep′
a
、k0b = Ekb

. 下标 c排除真空泡、旁观者传播等不属于连通散射的部分. 按本书约定，右端
可进一步写成

out⟨f⟩ iin,c = i(2π)4δ(4)(Pf − Pi)Mfi (76)

若不同外腿属于不同粒子种类，应把每条腿的m,Z 换成该粒子的物理质量mj 与留数 Zj .
外腿 Z 因子最容易因“截肢”一词的不同用法而混乱. 设总外腿数为 N = n +m. 第一种做法是用逆自

由传播子 (p2i −m2)/i截去显式自由极点. 由式 (73)，每条腿在截去极点后仍留下
√
Z，所以

Afree amp ≡ lim
on shell

N∏
i=1

p2i −m2

i
G̃N,c = ZN/2 out⟨f⟩ iin,c (77)

LSZ中每腿的 Z−1/2 正是用来消掉这个剩余因子.
第二种做法是从关联函数中除去每条完整传播子. 明确定义

G̃N,c(p1, . . . , pN ) ≡

[
N∏
i=1

G̃2(pi)

]
Afull amp(p1, . . . , pN ) (78)

由于 G̃2(pi) ≃ iZ/(p2i −m2 + iϵ)，与式 (73)比较得到

out⟨f⟩ iin,c = ZN/2Afull amp

∣∣
on shell

(79)

这与“逆自由传播子截肢后每腿乘 Z−1/2”完全一致，因为完整传播子比单位留数自由传播子多一个 Z. 若
改用单位极点留数的重整化场 ϕR = Z−1/2ϕ，相应二点函数在极点附近为 i/(p2 −m2 + iϵ)，LSZ公式中便不
再显式出现外部 Z.

评论 (费米子、光子与 QED的红外限定). Dirac场的单粒子极点为 S̃(p) ≃ iZ2(/p+m)/(p2 −m2 + iϵ). 约化时
在 ψ端使用 i/∂ −m，在 ψ̄端使用左作用的 −i

←−
/∂ −m，最后留下相应的 u, ū, v, v̄. 光子外腿用逆光子传播子约

化并投影到横向物理偏振. 严格的无质量 QED中，软光子使带电态的孤立极点产生 infraparticle微妙性；树
级计算可直接使用普通 LSZ，圈级可观测量则需采用红外调节与包容截面等处理.
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3.2 Källén–Lehmann谱表示

考虑 Hermitian标量场 ϕ(x)，并假定 ⟨Ω|ϕ(x)|Ω⟩ = 0. 若真空期望值非零，可先作场平移，或在以下公式
中只取连通二点函数. |Ω⟩是完全相互作用哈密顿量的真空，满足

Pµ |Ω⟩ = 0 (80)

令 |λ, q⟩表示完全四动量算符的精确本征态；λ汇总不变质量、内部量子数以及连续多粒子态所需的变量. 取
协变归一化后，完备关系可形式化地写成

1 = |Ω⟩ ⟨Ω|+
∑
λ

∫
d3q

(2π)3 2Eλq
|λ, q⟩ ⟨λ, q| Eλq =

√
q2 +M2

λ (81)

对连续谱，
∑
λ

应理解成适当的积分；因此式 (81)同时包含单粒子态、束缚态和多粒子散射态.

海森堡场的平移规律是

ϕ(x) = e+iP ·xϕ(0)e−iP ·x (82)

利用真空和平移动量本征态的性质，得到

⟨Ω|ϕ(x)|λ, q⟩ = e−iq·x⟨Ω|ϕ(0)|λ, q⟩ q0 = Eλq (83)

⟨λ, q|ϕ(y)|Ω⟩ = e+iq·y⟨λ, q|ϕ(0)|Ω⟩ (84)

因为 ϕ是 Lorentz标量，而真空 Lorentz不变，在协变归一化下矩阵元只依赖态的不变标签，不依赖总三动量.
记

Cλ ≡ ⟨Ω|ϕ(0)|λ,0⟩ ⟨Ω|ϕ(0)|λ, q⟩ = Cλ (85)

这里隐含了选择与标量场量子数相同的精确态；不满足量子数选择定则的态有 Cλ = 0.
先取 x0 > y0. 在两个场之间插入式 (81)，真空项因 ⟨Ω|ϕ|Ω⟩ = 0消失：

⟨Ω|ϕ(x)ϕ(y)|Ω⟩ =
∑
λ

∫
d3q

(2π)3 2Eλq
⟨Ω|ϕ(x)|λ, q⟩⟨λ, q|ϕ(y)|Ω⟩

=
∑
λ

|Cλ|2
∫

d3q

(2π)3 2Eλq
e−iq·(x−y)

(86)

定义正频函数

∆+(z;M
2) ≡

∫
d3q

(2π)3 2
√
q2 +M2

e−iq·z q0 =
√
q2 +M2 (87)

并定义谱密度

ρ(µ2) = 2π
∑
λ

δ(µ2 −M2
λ)|Cλ|2 (88)

于是式 (86)可重写为

⟨Ω|ϕ(x)ϕ(y)|Ω⟩ =
∫ ∞

0

dµ2

2π
ρ(µ2)∆+(x− y;µ2) (89)

式 (88)是若干绝对值平方之和，因此
ρ(µ2) ≥ 0 (90)

是由 Hilbert空间正定性直接推出的，而不是微扰论近似.
对于 y0 > x0，交换 x, y得到 ∆+(y − x;µ2). 将两个时间顺序合并，

G(x− y) ≡ ⟨Ω|Tϕ(x)ϕ(y)|Ω⟩

=

∫ ∞

0

dµ2

2π
ρ(µ2)

[
θ(x0 − y0)∆+(x− y;µ2) + θ(y0 − x0)∆+(y − x;µ2)

] (91)
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方括号正是质量为 µ的自由 Feynman传播子，

∆F (z;µ
2) =

∫
d4p

(2π)4
ie−ip·z

p2 − µ2 + iϵ
(92)

因此得到 Källén–Lehmann谱表示

G(x− y) =
∫ ∞

0

dµ2

2π
ρ(µ2)∆F (x− y;µ2) (93)

Fourier变换后则为

G̃(p2) =

∫ ∞

0

dµ2

2π
ρ(µ2)

i

p2 − µ2 + iϵ
(94)

相互作用理论的完整传播子因而是不同不变质量的自由传播子的正权叠加.
若理论中存在质量为m的稳定单粒子态，Lorentz不变性允许把场与该态的矩阵元定义为

⟨Ω|ϕ(0)|p⟩ =
√
Z Z ≥ 0 (95)

其中相位已吸收到 |p⟩中. 该态在谱密度中贡献一个分立项：

ρ(µ2) = 2πZδ(µ2 −m2) + ρcont(µ
2)θ(µ2 − s0) (96)

s0 是具有相同量子数的最低多粒子阈值. 例如，若场允许耦合到质量分别为 ma,mb 的两粒子态，则 s0 =

(ma +mb)
2；两个等质量粒子给出 s0 = 4m2. 把式 (96)代入式 (94)，得到

G̃(p2) =
iZ

p2 −m2 + iϵ
+

∫ ∞

s0

dµ2

2π
ρcont(µ

2)
i

p2 − µ2 + iϵ
(97)

第一项在 p2 = m2 产生孤立极点；连续谱在复 p2 平面中从 s0 开始产生割线. 所以物理质量是极点位置，场
强重整化因子 Z 是去掉 i后的极点留数.

4 相互作用绘景、Dyson级数与真空投影

4.1 相互作用绘景

设 Schrödinger绘景中的哈密顿量可以拆成

H = H0 +Hint (98)

其中 H0 是可以精确求解的自由哈密顿量，Hint 含小耦合常数. Schrödinger绘景把全部时间依赖放在态上，

i
d

dt
|Ψ(t)⟩S = H |Ψ(t)⟩S (99)

而没有显式时间依赖的 OS 保持不变. 若直接用式 (99)做微扰，H0与Hint会始终混在一起. 相互作用绘景的
目的，是先精确剥离 H0 所产生的演化，只把 Hint 留给态.
取一个参考时刻 t⋆，定义

W0(t, t⋆) ≡ e+iH0(t−t⋆) W †
0 (t, t⋆) = e−iH0(t−t⋆) (100)

相互作用绘景中的态和算符定义为

|Ψ(t)⟩I =W0(t, t⋆) |Ψ(t)⟩S (101)

OI(t) =W0(t, t⋆)OS(t)W
†
0 (t, t⋆) (102)

这里暂时允许 OS(t)本身含显式时间依赖. 由于W0(t⋆, t⋆) = 1，在参考时刻有

|Ψ(t⋆)⟩I = |Ψ(t⋆)⟩S OI(t⋆) = OS(t⋆) (103)
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任意期望值保持不变：

I⟨Ψ(t)|OI(t) |Ψ(t)⟩I = S⟨Ψ(t)|W †
0W0OSW

†
0W0 |Ψ(t)⟩S

= S⟨Ψ(t)|OS(t) |Ψ(t)⟩S
(104)

因此，绘景变换只是把时间依赖在态和算符之间重新分配，并不改变可观测量.
对式 (101)求导. 由

dW0

dt
= iH0W0 i

d

dt
|Ψ(t)⟩S = H |Ψ(t)⟩S (105)

逐行得到

i
d

dt
|Ψ(t)⟩I = i

dW0

dt
|Ψ(t)⟩S + iW0

d

dt
|Ψ(t)⟩S

= −H0W0 |Ψ(t)⟩S +W0H |Ψ(t)⟩S
=W0(H −H0)W

†
0 |Ψ(t)⟩I

(106)

在第二行中用到了 H0W0 =W0H0. 定义

HI(t) ≡W0(t, t⋆)HintW
†
0 (t, t⋆) (107)

便得到

i
d

dt
|Ψ(t)⟩I = HI(t) |Ψ(t)⟩I (108)

即使 Hint 在 Schrödinger绘景中不显含时间，HI(t)一般仍然含时，因为它通常不与 H0 对易.
对式 (102)求导：

dOI
dt

= iH0W0OSW
†
0 +W0

∂OS
∂t

W †
0 − iW0OSW

†
0H0

= i[H0, OI ] +W0
∂OS
∂t

W †
0

(109)

乘以 i后，

i
dOI
dt

= [OI ,H0] + iW0
∂OS
∂t

W †
0 (110)

若 OS 不显含时间，便只剩

iȮI = [OI ,H0] (111)

因此，相互作用绘景中的场满足自由场方程. 例如实标量场满足

(□+m2)ϕI(x) = 0 (112)

并可继续使用自由场的模展开、等时对易关系和产生湮灭算符.
在 H 不显含时间时，从式 (101)可直接读出演化算符

UI(t, t⋆) = e+iH0(t−t⋆)e−iH(t−t⋆) (113)

于是

|Ψ(t)⟩I = UI(t, t⋆) |Ψ(t⋆)⟩I (114)

Heisenberg算符与相互作用绘景算符之间则有

U†
I (t, t⋆)OI(t)UI(t, t⋆) = e+iH(t−t⋆)OSe

−iH(t−t⋆)

= OH(t)
(115)

这一关系在推导 Gell-Mann–Low公式时会反复使用.
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4.2 时间演化算符与 Dyson级数的逐阶构造

定义

|Ψ(t)⟩I = U(t, t0) |Ψ(t0)⟩I U(t0, t0) = 1 (116)

将它代入式 (108)，并利用初态的任意性，得到

i
∂

∂t
U(t, t0) = HI(t)U(t, t0) (117)

从 t0 积分到 t：

U(t, t0)− 1 =

∫ t

t0

dt1
∂U(t1, t0)

∂t1

= −i
∫ t

t0

dt1HI(t1)U(t1, t0)

(118)

即

U(t, t0) = 1− i

∫ t

t0

dt1HI(t1)U(t1, t0) (119)

这是一个 Volterra型积分方程. 它的优势是可以从右端反复代入自身，按 HI 的幂次构造解.
把 U(t1, t0) = 1 +O(HI)代回式 (119)，到一阶有

U(t, t0) = 1− i

∫ t

t0

dt1HI(t1) +O(H2
I ) (120)

再把一阶结果代回一次：

U(t, t0) = 1− i

∫ t

t0

dt1HI(t1)

+ (−i)2
∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2HI(t1)HI(t2) +O(H3
I )

(121)

第三阶为

(−i)3
∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2

∫ t2

t0

dt3HI(t1)HI(t2)HI(t3) (122)

所以第 n阶积分区域不是整个 n维立方体，而是

Dn = {(t1, . . . , tn) | t ≥ t1 ≥ t2 ≥ · · · ≥ tn ≥ t0} (123)

即一个时间有序单纯形.
先看二阶. 记

I2 ≡
∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2HI(t1)HI(t2) (124)

积分区域是 t1 ≥ t2 的下三角形. 交换哑变量 t1 ↔ t2，同一个积分也可写成

I2 =

∫ t

t0

dt1

∫ t

t1

dt2HI(t2)HI(t1) (125)

它对应 t2 ≥ t1 的上三角形. 两式相加：

2I2 =

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2

[
θ(t1 − t2)HI(t1)HI(t2)

+ θ(t2 − t1)HI(t2)HI(t1)
]

=

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 T[HI(t1)HI(t2)]

(126)

于是

I2 =
1

2!

∫ t

t0

dt1

∫ t

t0

dt2 T[HI(t1)HI(t2)] (127)

13



这里的 1/2!不是凭经验插入的，而是因为正方形由两个等价的有序三角形组成.
除去测度为零的等时边界，超立方体 [t0, t]

n 可分成 n!个互不重叠的区域：

tπ(1) > tπ(2) > · · · > tπ(n) π ∈ Sn (128)

在每个区域中，时序算符都把算符乘积排成同样的“晚时刻在左”形式. 再对积分变量作置换重命名，每个
区域的积分都等于 Dn 上的积分. 因此∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtn T[HI(t1) · · ·HI(tn)]

= n!

∫ t

t0

dt1

∫ t1

t0

dt2 · · ·
∫ tn−1

t0

dtnHI(t1) · · ·HI(tn)

(129)

代回迭代解，得到 Dyson级数

U(t, t0) =

∞∑
n=0

(−i)n

n!

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtn T[HI(t1) · · ·HI(tn)]

≡ T exp

[
−i
∫ t

t0

dt′HI(t
′)

] (130)

若所有 HI(t)彼此对易，时序算符才可以删掉，式 (130)才退化成普通指数.
对式 (130)的第 n阶有序积分按最晚时间 t1 求导，上限项给出

∂U (n)(t, t0)

∂t
= −iHI(t)U

(n−1)(t, t0) (131)

对 n求和便恢复式 (117). 若 H†
I = HI，则

d

dt
(U†U) =

(
dU †

dt

)
U + U † dU

dt

= iU†HIU − iU †HIU = 0

(132)

再用 U(t0, t0) = 1，得到

U†(t, t0)U(t, t0) = 1 U †(t, t0) = U(t0, t) (133)

4.3 S 矩阵、真空投影与 Gell-Mann–Low公式

散射问题把初态和末态看成遥远过去与遥远未来的自由渐近态. 定义

S ≡ U(+∞,−∞) = T exp

[
−i
∫ +∞

−∞
dtHI(t)

]
(134)

若 Hint(t) =

∫
d3xHint(x)，且相互作用不含时间导数，使得Hint = −Lint，那么

S = T exp

[
i

∫
d4xLint(x)

]
(135)

例如 Lint = −λϕ4/4!时，每个相互作用插入带 −iλ/4!. 把无散射的恒等部分分离出来，

S = 1 + iT, ⟨f |iT |i⟩ = i(2π)4δ(4)(pf − pi)Mfi (136)

因此 Feynman规则通常先给出 ⟨f |iT |i⟩，再剥去总体四动量 delta函数以定义不变振幅Mfi.
记 |0⟩为 H0 的真空，|Ω⟩为完整哈密顿量 H 的非简并基态. 设

H |n⟩ = En |n⟩ , En > EΩ (n ̸= Ω) ⟨Ω⟩ 0 ̸= 0 (137)

在 |0⟩中插入 H 的完备本征态：

e−iHτ |0⟩ =
∑
n

e−iEnτ |n⟩ ⟨n⟩ 0 τ = T (1− iϵ), T > 0 (138)
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由于

e−iEnT (1−iϵ) = e−iEnT e−ϵEnT (139)

把基态因子提出后，

e−iHτ |0⟩ = e−iEΩτ ⟨Ω⟩ 0

[
|Ω⟩+

∑
n ̸=Ω

⟨n⟩ 0
⟨Ω⟩ 0

e−i(En−EΩ)T e−ϵ(En−EΩ)T |n⟩

]
(140)

当 T →∞时，方括号中所有激发态都被 e−ϵ(En−EΩ)T 压低，所以

|Ω⟩ = lim
T→∞

e−iHT (1−iϵ) |0⟩
e−iEΩT (1−iϵ) ⟨Ω⟩ 0

(141)

这就是绝热真空投影的核心. 实际计算中先保留 ϵ > 0，完成时间积分或动量积分后再令 ϵ→ 0+.
把自由真空能平移为 H0 |0⟩ = 0，并取参考时刻 t⋆ = 0. 由式 (113)，

U(0,−Tϵ) |0⟩ = e−iHTϵe+iH0Tϵ |0⟩ = e−iHTϵ |0⟩ Tϵ = T (1− iϵ) (142)

因此也可写成

|Ω⟩ = lim
T→∞

U(0,−Tϵ) |0⟩
N−(T )

⟨Ω| = lim
T→∞

⟨0|U(Tϵ, 0)

N+(T )

(143)

其中

N−(T ) = e−iEΩTϵ ⟨Ω⟩ 0 N+(T ) = e−iEΩTϵ ⟨0⟩Ω (144)

先假设外点的时间已经排好：

T > x01 > x02 > · · · > x0n > −T (145)

由式 (115)以及演化算符的复合律，Heisenberg场的有序乘积可写成

⟨Ω|ϕH(x1)ϕH(x2) · · ·ϕH(xn)|Ω⟩

= lim
T→∞

1

N+(T )N−(T )
⟨0|U(Tϵ, x

0
1)ϕI(x1)U(x01, x

0
2)ϕI(x2) · · ·ϕI(xn)U(x0n,−Tϵ)|0⟩

(146)

每一段 U 都是相应时间区间上的时序指数. 把这些区间首尾拼接，式 (146)的分子变成

⟨0|T

{
ϕI(x1) · · ·ϕI(xn) exp

[
−i
∫ Tϵ

−Tϵ

dtHI(t)

]}
|0⟩ (147)

现在用真空归一化 ⟨Ω⟩Ω = 1. 将式 (143)代入该归一化条件，得到

1 = lim
T→∞

⟨0|U(Tϵ,−Tϵ)|0⟩
N+(T )N−(T )

N+(T )N−(T ) = ⟨0|T exp

[
−i
∫ Tϵ

−Tϵ

dtHI(t)

]
|0⟩

(148)

用式 (148)消去未知归一化因子，并让时序算符处理任意的外点时间次序，便得到

⟨Ω|T[ϕH(x1) · · ·ϕH(xn)]|Ω⟩

=
⟨0|T

{
ϕI(x1) · · ·ϕI(xn) exp[−i

∫
dtHI(t)]

}
|0⟩

⟨0|T
{
exp[−i

∫
dtHI(t)]

}
|0⟩

(149)

若Hint = −Lint，等价地

⟨Ω|T[ϕH(x1) · · ·ϕH(xn)]|Ω⟩ =
⟨0|T

{
ϕI(x1) · · ·ϕI(xn)e i

∫
d4zLint(z)

}
|0⟩

⟨0|T
{
e i

∫
d4zLint(z)

}
|0⟩

(150)
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把分母展开为真空图. 若 Vj 表示第 j 种连通真空图的值，而同一图出现 nj 次时要除以 nj !，则∑
{nj}

∏
j

V
nj

j

nj !
=
∏
j

 ∞∑
nj=0

V
nj

j

nj !

 =
∏
j

eVj

= exp

∑
j

Vj

 (151)

分子中的任意图都能唯一分解成

(每个连通分量都含至少一个外点的部分)× (任意多个真空连通分量) (152)

后一因子正是式 (151)，因此与分母完全约去. 需要注意：对一般 n点函数，约去真空泡后仍可能存在多个各

自含外点的连通分量；只有取连通关联函数 G c
n 时，才只保留把全部 n个外点连在一起的图.

4.4 幺正性与光学定理

把定义 S = 1 + iT 直接代入幺正性条件：

S†S = (1− iT †)(1 + iT )

= 1 + i(T − T †) + T †T = 1
(153)

因此

i(T † − T ) = T †T (154)

把式 (154)夹在相同初态 |i⟩之间，并在右端插入渐近末态的完备关系：

i⟨i|T † − T |i⟩ =
∑
f

⟨i|T †|f⟩⟨f |T |i⟩

i(T ∗
ii − Tii) =

∑
f

T ∗
fiTfi

2 ImTii =
∑
f

|Tfi|2

(155)

在式 (155)中，
∑
f

是对完备末态的总和：它包含每个末态粒子的 Lorentz不变动量积分、自旋求和，以及全

同末态的 1/Sid. 用式 (136)分离总体动量守恒因子时会遇到 delta函数的平方. 有限时空盒中有[
(2π)4δ(4)(Pf − Pi)

]2
= (2π)4δ(4)(Pf − Pi)V T (156)

其中 V = (2π)3δ(3)(0)、T = 2πδ(0). 约去两端共同的 V T 和总体 delta函数后，得到不变振幅形式；此时下
式的

∑
f

只枚举末态道及动量以外的离散量子数，动量积分已单独写成
∫

dΦf：

2 ImMi→i(t = 0) =
∑
f

1

Sid

∫
dΦf |Mi→f |2 (157)

右端正是总截面的分子. 结合后文式 (23)的入射通量，光学定理写成

2 ImMi→i(0) = 4
√

(p1 · p2)2 −m2
1m

2
2 σtot (158)

在无质量质心系中根号等于 s/2，故熟悉的形式是 σtot = ImM(s, 0)/s.
若按耦合展开 T = T (1) + T (2) + · · ·，式 (154)的最低非平凡阶为

2 ImT
(2)
ii =

∑
f

∣∣∣T (1)
fi

∣∣∣2 (159)
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所以树级振幅可以是实数；树图模方所要求的虚部通常由下一阶圈图产生. 这不是幺正性失效，而是幺正性
在不同微扰阶之间建立的关系.

去掉归一化和 delta函数后，光学定理把前向弹性振幅的虚部与总截面联系起来. 从图的角度看，右端是
允许的所有“切割”中间态；这是圈图虚部与真实产生过程之间联系的起点.

5 关联函数、Wick定理与传播子

Dyson 级数把问题化成自由场时序乘积，却还没有告诉我们怎样实际计算这些乘积. 下面我们来证明
Wick定理，把任意时序乘积拆成正规乘积与所有可能的缩并.

自由实标量场写成
ϕ(x) = ϕ(+)(x) + ϕ(−)(x)

ϕ(+)(x) =

∫
d3p

(2π)3
ap√
2Ep

e−ip·x

ϕ(−)(x) =

∫
d3p

(2π)3
a†p√
2Ep

e+ip·x

(160)

这里 ϕ(+) 含湮灭算符，ϕ(−) 含产生算符，故

ϕ(+)(x) |0⟩ = 0, ⟨0|ϕ(−)(x) = 0 (161)

正规乘积 :· · ·:把所有产生算符移到所有湮灭算符左边. 若交换两个费米算符，每交换一次还要乘 −1. 因此任
意非空正规乘积的自由真空期望值为零：

⟨0|:Φ1 · · ·Φn:|0⟩ = 0 (n > 0) (162)

为统一玻色场和费米场，给每个场指定 Grassmann奇偶性

εi =

0, Φi 为玻色场

1, Φi 为费米场
ηij ≡ (−1)εiεj (163)

定义分次对易子

[A,B]η ≡ AB − ηBA (164)

当 A,B 都是费米算符时它是反对易子，其余情况下是普通对易子.
对两个自由场，时序乘积定义为

T[Φi(x)Φj(y)] = θ(x0 − y0)Φi(x)Φj(y) + ηijθ(y
0 − x0)Φj(y)Φi(x) (165)

若 x0 > y0，把 Φi = Φ
(+)
i +Φ

(−)
i 和 Φj = Φ

(+)
j +Φ

(−)
j 展开. 唯一没有正规排序的一项是

Φ
(+)
i Φ

(−)
j = ηijΦ

(−)
j Φ

(+)
i + [Φ

(+)
i ,Φ

(−)
j ]ηij (166)

因此

T[Φi(x)Φj(y)] = :Φi(x)Φj(y): + [Φ
(+)
i (x),Φ

(−)
j (y)]ηij (167)

若 y0 > x0，同理得到

T[Φi(x)Φj(y)] = :Φi(x)Φj(y): + ηij [Φ
(+)
j (y),Φ

(−)
i (x)]ηij (168)
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两种情况合并后定义缩并

Cij(x, y) ≡ ⟨Φi(x)Φj(y)⟩contr ≡ T[Φi(x)Φj(y)]− :Φi(x)Φj(y):

= θ(x0 − y0)[Φ(+)
i (x),Φ

(−)
j (y)]ηij

+ ηijθ(y
0 − x0)[Φ(+)

j (y),Φ
(−)
i (x)]ηij

(169)

自由场的正则（反）对易关系保证右端是 c-数. 再利用真空湮灭性质，

Cij(x, y) = ⟨0|T[Φi(x)Φj(y)]|0⟩ (170)

所以二场Wick定理为
T[ΦiΦj ] = :ΦiΦj : + Cij (171)

先证一个引理论，后面的归纳证明将会用到它. 设 Φn+1的时间早于 Φ1, . . . ,Φn，并设 (i1, . . . , ir)是某个

已有缩并结构中尚未缩并的场，且保持原顺序. 把最右边的 Φn+1 逐个越过这些场的湮灭部分以完成正规排

序，每越过一个费米场都记录一次负号，就得到

:Φi1 · · ·Φir :Φn+1

= :Φi1 · · ·ΦirΦn+1:

+

r∑
a=1

(−1)εn+1

∑r
b=a+1 εibCia,n+1 :Φi1 · · · Φ̂ia · · ·Φir :

(172)

帽号表示删去该场. 式中指数恰好计算了把费米型 Φn+1移到 Φia 旁边所跨过的费米场数. 若 Φn+1是玻色场，

所有符号自动为正.
这个引理可直接从二场公式 (171)递推证明. 以三个尚未缩并的场为例，

:Φ1Φ2Φ3:Φ4 = :Φ1Φ2Φ3Φ4:

+ (−1)ε4(ε2+ε3)C14:Φ2Φ3:

+ (−1)ε4ε3C24:Φ1Φ3: + C34:Φ1Φ2:

(173)

右端穷尽了两类可能：Φ4 不缩并，或者它与此前某一个尚未缩并的场缩并.
下面进行数学归纳. 假设Wick定理对 n个场成立：

T[Φ1 · · ·Φn] =
∑
P

σ(P )

 ∏
(ij)∈P

Cij

 :
∏
k/∈P

Φk: (174)

这里 P 遍历所有互不相交的配对集合，包括空集；σ(P )是为了把费米场移到指定配对及正规顺序所需的置

换奇偶性.
先取 x0n+1 为最早时间，则

T[Φ1 · · ·ΦnΦn+1] = T[Φ1 · · ·Φn]Φn+1 (175)

把归纳假设 (174)代入，并对每一项使用引理 (172). 引理的第一项保留原配对集合 P，并让 Φn+1 不参与缩

并；求和中的第 a项则把 Φn+1与某个尚未缩并的 Φia 配对. 这样，每个由 n+ 1个场组成的配对结构都能且

只能由这两类贡献之一产生一次. 因此所得各项恰好穷尽 n+ 1个场的所有部分缩并，且式 (172)的符号正是
新增配对所需的费米置换符号. 所以定理对 n+ 1个场成立.

最后，若 Φn+1 不是最早时间，就先把全部场排列成时间降序. 时序乘积因费米场置换得到一个总符号；
右端每个正规乘积和缩并按同一置换也得到完全相同的总符号. 两边消去这个共同符号，定理对任意时间次
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序都成立：

T[Φ1 · · ·Φn] =
∑
P

σ(P )

 ∏
(ij)∈P

Cij

 :
∏
k/∈P

Φk: (176)

对四个实标量场取真空期望值，只有完全缩并保留：

⟨0|T[ϕ1ϕ2ϕ3ϕ4]|0⟩ = C12C34 + C13C24 + C14C23 (177)

对四个 Grassmann奇的费米场分量 Fi，则

⟨0|T[F1F2F3F4]|0⟩ = C12C34 − C13C24 + C14C23 (178)

中间项为负，是因为为了形成配对 (13)(24)，必须让一个费米场跨过另一个费米场. 一个可靠的记号规则是：
先保持原场次序画出缩并，再把每一对缩并端点移到相邻位置；所需费米交换次数的奇偶性就是该项的符号.
“缩并线在纸面上交叉”只是辅助判断，不能代替置换计数. 改变场的书写顺序后，线是否交叉会改变，而由
费米算符置换奇偶性确定的物理相对符号不会改变.

6 Feynman图与动量空间规则

6.1 从Wick缩并到位置空间和动量空间 Feynman规则

对

Lint = −
λ

4!
ϕ4 (179)

应用 Gell-Mann–Low公式. 忽略最终会被分母消去的纯真空分量时，N 点函数的第 n阶来自

G
(n)
N =

1

n!

(
−iλ
4!

)n ∫
d4z1 · · · d4zn

× ⟨0|T
[
ϕ(x1) · · ·ϕ(xN )ϕ4(z1) · · ·ϕ4(zn)

]
|0⟩
∣∣∣
所需连通部分

(180)

Wick定理把式 (180)变成完全缩并之和. 每个非零缩并

⟨ϕ(x)ϕ(y)⟩contr = ∆F (x− y) (181)

用一条线表示；每个积分点 za连出四条线，因此表示一个四顶点，如图(1)所示. 这不是额外假设，而是Wick
配对结构的图形记法.

图 1: 四顶点图

先计算四点函数在 λ一阶的连通贡献. 四个外场必须分别与 ϕ4(z)中四个场相缩并. 先为 ϕ(x1)选择顶点

内的一个场，有 4种可能；随后 ϕ(x2)只剩 3种，ϕ(x3)剩 2种，而 ϕ(x4)的连接已被唯一确定. 所以共有
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4 · 3 · 2 · 1 = 4!个相同贡献，恰好抵消拉氏量中的 1/4!：

G
(1)
4,tree(x1, x2, x3, x4) =

−iλ
4!

4!

∫
d4z

4∏
a=1

∆F (xa − z)

= (−iλ)
∫

d4z
4∏
a=1

∆F (xa − z)

(182)

因此四标量顶点的规则是 −iλ，而不是 −iλ/4!.
同一结论也可直接从散射矩阵元看到. 对协变归一化单粒子态，

|p⟩ =
√
2Ep a

†
p |0⟩ (183)

有

⟨0|ϕ(x)|k⟩ = e−ik·x ⟨p|ϕ(x)|0⟩ = e+ip·x (184)

于是

⟨p1,p2| −
iλ

4!

∫
d4z :ϕ4(z):|k1,k2⟩

= − iλ

4!
4!

∫
d4z e+i(p1+p2−k1−k2)·z

= −iλ(2π)4δ(4)(k1 + k2 − p1 − p2)

(185)

与 ⟨f |iT |i⟩ = i(2π)4δ(4)(pf − pi)M比较，得到 iM = −iλ.
在同一点的四个场满足

T[ϕ4(z)] = :ϕ4(z): + 6∆F (0):ϕ
2(z): + 3[∆F (0)]

2 (186)

系数逐项来自：

6 =

(
4

2

)
（选一对自缩并）, 3 =

4!

22 2!
（把四个场完全分成两对） (187)

式 (186)同时给出三个典型组合因子.
第一项就是一个顶点接四条外线. 第二项包含一个圈，二个点接外线，这样的图叫做 tadpole图，如图(2).

图 2: ϕ粒子自能图

先选顶点内自缩并的一对，有
(
4

2

)
= 6种；余下两个场连接两个有标号外点，有 2! = 2种. 因此总缩并数为

6× 2 = 12，
12

4!
=

1

2
(188)

二点函数的连通贡献为

G
(1)
2,tad(x, y) =

−iλ
2

∫
d4z∆F (x− z)∆F (0)∆F (z − y) (189)

相应自能插入写成

−iΣtad =
−iλ
2

∫
d4ℓ

(2π)4
i

ℓ2 −m2 + iϵ
(190)
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该图的图对称因子为

Stad = 2 (191)

对应于交换自缩并内线的两个端点不改变图.
第三项为一个顶点的双泡真空图，如图(3). 四个场两两配对有 3种，故

−iλ
4!

3 =
−iλ
8

(192)

图的贡献为

V1 =
−iλ
8

∫
d4z [∆F (0)]

2 Svac,1 = 8 (193)

从图形自同构看，每个自缩并圈可翻转，给 2× 2；两个全同的圈还可互换，再给 2!，所以 S = 2× 2× 2 = 8.
该图最终被 Gell-Mann–Low分母消去，但它是检验组合因子的最直接例子.

图 3: 真空泡泡图

下面我们来讨论一下对称性因子. 在 λ2阶固定一种外线分组，例如 (x1, x2)接顶点 z，(x3, x4)接顶点 w，

其余两条腿在 z, w之间相连. 缩并数可逐步数出：交换 z, w两个积分顶点有 2种方式；在 z处把两条有标号

外线接到四条腿上有 4 · 3 = 12种，在 w处同样有 12种；完成这些连接后，两条剩余内线在两个顶点之间还

有 2!种配对方式. 所以总数为
Ncontr = 2× 12× 12× 2 = 576 (194)

Dyson与两个顶点分母给
2!(4!)2 = 2× 242 = 1152 (195)

故净系数为 576/1152 = 1/2. 相应位置空间项为

G
(2)
4,bubble =

(−iλ)2

2

∫
d4z d4w∆F (x1 − z)∆F (x2 − z)

× [∆F (z − w)]2∆F (x3 − w)∆F (x4 − w)
(196)

因此

Sbubble = 2 (197)

这个 2也可直接理解为交换连接 z, w的两条全同内线不改变图.
固定外点标号和外线连接方式后，设某个未标号拓扑由 Ncontr 个Wick缩并产生. 若它出现在 λn阶，则

Dyson展开和相互作用拉氏量预先给出分母 n!(4!)n. 因此该图的净组合系数满足
Ncontr

n!(4!)n
=

1

SG
(198)

其中 SG 是图的对称因子. 等价地，保持所有有标号外腿不动时，SG 是不改变图之关联结构的顶点和全同内
线置换数，即图自同构群的阶. 这一说法把上面的三个结果统一起来：

Stad = 2, Svac,1 = 8, Sbubble = 2 (199)
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实际计数时，从式 (198)的Wick缩并定义出发最稳妥；图自同构法则是对该计数的快捷概括.
对每条标量内线插入 Fourier表示

∆F (za − zb) =
∫

d4q

(2π)4
i

q2 −m2 + iϵ
e−iq·(za−zb) (200)

把所有流入某顶点 za 的动量记为 q1, . . . , qr，该顶点的坐标依赖统一成为

exp[−i(q1 + · · ·+ qr) · za] (201)

于是顶点积分逐一给出 ∫
d4za e

−i(q1+···+qr)·za = (2π)4δ(4)(q1 + · · ·+ qr) (202)

每个顶点 delta函数消去一个内动量积分；对连通图，最后剩下一个总体 (2π)4δ(4)(pf −pi). 若内线数为 I、顶

点数为 V，未被顶点约束固定的独立动量数为

L = I − V + 1 (203)

正是独立圈数. 因此每个圈带一个
∫

d4ℓ/(2π)4.

综合起来，λϕ4 理论的动量空间规则不是独立公设，而是式 (180)经Wick缩并和 Fourier变换后的简写.
具体地，每个四价顶点贡献 −iλ，并在该点施加四动量守恒；每条动量为 q的内线贡献 i/(q2 −m2 + iϵ)，每

个独立圈再带来一个
∫

d4ℓ/(2π)4 积分. 对固定拓扑还要除以图的对称因子 S. 最后去掉总体 delta函数和外

腿传播子，余下的截肢部分就是 iM.
对含 Dirac场的理论，非零缩并必须把 ψ与 ψ̄配对：

⟨ψa(x)ψ̄b(y)⟩contr = SF,ab(x− y) (204)

沿一条开费米线，旋量指标按矩阵乘法首尾收缩；这解释了为什么实际写振幅时应沿费米数箭头的反方向读

取旋量链. 若费米缩并形成闭环，最后一对自由旋量指标也被收缩成迹. 例如两个双线性算符的闭环缩并具
有结构

⟨0|T[ψ̄(x)Γ1ψ(x)ψ̄(y)Γ2ψ(y)]|0⟩
∣∣∣
loop

= − tr[Γ1SF (x− y)Γ2SF (y − x)] (205)

负号来自把费米场重排成两组 ψψ̄ 缩并所需的奇置换. 更长的闭合费米链同样只多一个整体负号，因此规则
是：

每个彼此独立的闭合费米圈额外乘(−1) (206)

若两个图只差全同外费米子的交换，其相对符号也必须由把外部费米场恢复到同一标准顺序所需的置换奇偶

性决定.
要注意！图的对称因子 1/S属于Wick缩并的内部组合计数；截面中对 n个全同末态粒子除以 n!属于相

空间量子态的重复计数. 两者来源不同，不能互相替代.

6.2 Yukawa理论

由式 (2)可直接读出动量空间规则. 标量传播子为 i/(q2−m2
ϕ+iϵ)，费米子传播子为 i(/p+m)/(p2−m2+iϵ)，

而 ϕψ̄ψ顶点贡献 −ig. 外费米子线按渐近态的方向书写：入射粒子用 u，出射粒子用 ū，入射反粒子用 v̄，出

射反粒子用 v. 两种可分辨费米子经单个标量交换的振幅为

iM = (−ig)2 [ū(p′1)u(p1)]
i

q2 −m2
ϕ + iϵ

[ū(p′2)u(p2)] (207)

非相对论极限下，q0 ≃ 0、ūu ≃ 2m，去掉归一化因子后

Ṽ (q) = − g2

q2 +m2
ϕ

V (r) = − g2

4πr
e−mϕr (208)
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媒介粒子质量决定力程 r0 ∼ m−1
ϕ .

例 6.1 (标量衰变为费米子对). 若mϕ > 2mψ，树级过程 ϕ(P )→ ψ(p1)ψ̄(p2)的振幅为

iM = −ig ū(p1)v(p2) (209)

对末态自旋求和得 ∑
spins

|M|2 = g2 tr[(/p1 +mψ)(/p2 −mψ)] = 2g2(m2
ϕ − 4m2

ψ) (210)

令 β =
√
1− 4m2

ψ/m
2
ϕ，两体相空间给出

Γ(ϕ→ ψψ̄) =
g2mϕ

8π
β3 (211)

额外的 β2 来自标量耦合的螺旋度/角动量结构；另一因子 β 来自相空间.

7 ϕ3理论的树级 2→ 2散射

取

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 +

g

3!
ϕ3 Lint =

g

3!
ϕ3 (212)

四维中 [g] = 1. 严格说，实 g的三次势在大场值处无下界；这里把它当作展示树图组合、交叉道和运动学的

微扰模型.

7.1 从 Dyson展开推出三价顶点

由式 (135)，S 的一阶项为
S(1) =

ig

3!

∫
d4z ϕ3(z) (213)

考察三点函数的一阶连通项：

G
(1)
3 (x1, x2, x3) =

ig

3!

∫
d4z ⟨0|Tϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)ϕ3(z)|0⟩

∣∣∣
conn

(214)

三个外场必须分别与顶点中的三个场缩并. 选择数为

3× 2× 1 = 3! (215)

恰好消去拉氏量中的 1/3!，所以

G
(1)
3 = ig

∫
d4z∆F (x1 − z)∆F (x2 − z)∆F (x3 − z) (216)

Fourier变换后，z积分给出顶点四动量守恒 delta函数；剥去该 delta函数后，三价顶点规则为

Vϕ3 = ig (217)

标量传播子仍为 i/(q2 −m2 + iϵ)，而经 LSZ截肢的每条外线贡献 1.

7.2 为什么恰好有 s, t, u三个树图

考虑

ϕ(p1) + ϕ(p2) −→ ϕ(p3) + ϕ(p4) p2i = m2, p1 + p2 = p3 + p4 (218)
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四个外腿要由两个三价顶点连接，每个顶点接两条外腿，并由余下的一条腿形成内部传播子. 因此只需
把四条带标签外腿分成两对；不等价的分法只有

(12 | 34), (13 | 24), (14 | 23) (219)

分别对应 s, t, u三个道，如图(4)所示.
也可直接核对组合因子. 在 Dyson二阶项中，系数是

1

2!

(
ig

3!

)2

(220)

固定某一种配对后，可以交换两个顶点，给出 2!；每个顶点内的三条线可分配给三个场，各给出 3!. 因此缩
并数

2!(3!)2 (221)

恰好消去展开系数中的 2!(3!)2，每个带标签树图的对称因子都是 1. 定义Mandelstam变量

图 4: Yukawa理论的三个道

s = (p1 + p2)
2 t = (p1 − p3)2 u = (p1 − p4)2 (222)

三个内部动量可以分别取

qs = p1 + p2 qt = p1 − p3 qu = p1 − p4 (223)

故逐图得到

iMs = (ig)2
i

s−m2 + iϵ
= − ig2

s−m2 + iϵ

iMt = (ig)2
i

t−m2 + iϵ
= − ig2

t−m2 + iϵ

iMu = (ig)2
i

u−m2 + iϵ
= − ig2

u−m2 + iϵ

(224)

相干求和而不是先平方各图，得到

M = −g2
(

1

s−m2 + iϵ
+

1

t−m2 + iϵ
+

1

u−m2 + iϵ

)
(225)

因为 [g2] = 2、每个分母的量纲也是 2，所以M无量纲，与四维 2→ 2截面公式的量纲要求一致.
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7.3 逐步化到质心系角变量

先证明四个等质量外腿满足 s+ t+ u = 4m2. 从定义直接展开：

s+ t+ u = (p1 + p2)
2 + (p1 − p3)2 + (p1 − p4)2

= 3p21 + p22 + p23 + p24 + 2p1 · p2 − 2p1 · (p3 + p4)
(226)

利用 p3 + p4 = p1 + p2 和 p2i = m2，最后两项消去相应的 p21, p1 · p2，于是

s+ t+ u = 4m2 (227)

在质心系取
p1 = (E, 0, 0, p), p2 = (E, 0, 0,−p)

p3 = (E, p sin θ, 0, p cos θ) p4 = (E,−p sin θ, 0,−p cos θ)
(228)

能量守恒和质量壳条件给出

E =

√
s

2
p2 = E2 −m2 =

s− 4m2

4
(229)

因此

t = (p1 − p3)2 = −2p2(1− cos θ) = −s− 4m2

2
(1− cos θ)

u = (p1 − p4)2 = −2p2(1 + cos θ) = −s− 4m2

2
(1 + cos θ)

(230)

两式相加为 t+ u = 4m2 − s，与式 (227)相互核对.

7.4 微分截面与全同末态因子

四个外粒子质量相同，所以质心系中 p∗f/p
∗
i = 1. 先把 p3, p4 暂时视为带标签的末态，式 (28)给出

dσ

dΩ

∣∣∣∣
labeled

=
g4

64π2s

[
1

s−m2
+

1

t−m2
+

1

u−m2

]2
(231)

其中树级物理区远离内部极点时可以省略 iϵ. 代入式 (230)，完全写成散射角的形式：
dσ

dΩ

∣∣∣∣
labeled

=
g4

64π2s

[
1

s−m2
+

1

− 1
2 (s− 4m2)(1− cos θ)−m2

+
1

− 1
2 (s− 4m2)(1 + cos θ)−m2

]2 (232)

交换两个全同末态粒子等价于 p3 ↔ p4，即 t↔ u或 θ ↔ π− θ. 式 (232)在该交换下不变. 如果让带标签的 p3

覆盖完整球面，同一个物理末态会被计算两次，因而物理总截面是

σphys =
1

2!

∫
4π

dΩ
dσ

dΩ

∣∣∣∣
labeled

(233)

等价地，可以只在一个不重复半球积分而不乘 1/2!.
三个道必须先在振幅层次相加再取模方；否则会漏掉 s–t、s–u和 t–u干涉项. 图的对称因子为 1，而总

截面中的 1/2!来自全同末态相空间的重复计数，两者不是同一个因子.
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8 QED的树图阶计算

8.1 树级规则与迹公式

Feynman规范下，QED的内部线与顶点为

SF (p) =
i(/p+mf )

p2 −m2
f + iϵ

, Dµν(k) =
−igµν
k2 + iϵ

, V µ
f̄fA

= −ieQfγµ (234)

下面反复使用 ∑
s

u(p, s)ū(p, s) = /p+m,
∑
s

v(p, s)v̄(p, s) = /p−m

tr(γµγν) = 4gµν , tr(γµγνγργσ) = 4(gµνgρσ − gµρgνσ + gµσgνρ)

(235)

双线性型复共轭会反转矩阵顺序：

[ūaΓub]
∗ = ūbΓ̄ua, Γ̄ = γ0Γ†γ0 (236)

每个未极化的初态自旋 1/2粒子或实光子各给一个平均因子 1/2.

8.2 e−e+ → µ−µ+

取

e−(p1) + e+(p2) −→ µ−(k1) + µ+(k2) q = p1 + p2, q2 = s (237)

电子和 µ− 均有 Q = −1，唯一树图是 s道光子交换：

图 5: e−e+ → µ−µ+ 领头阶 Feynman图

iM = v̄(p2)(ieγ
µ)u(p1)

−igµν
s

ū(k1)(ieγ
ν)v(k2)

=
ie2

s
[v̄(p2)γ

µu(p1)][ū(k1)γµv(k2)]

(238)

由式 (236)，

M∗ =
e2

s
[ū(p1)γ

νv(p2)][v̄(k2)γνu(k1)] (239)

对两个初态自旋平均、两个末态自旋求和，按费米子线闭合旋量指标：

|M|2 =
e4

4s2
tr[(/p2 −me)γ

µ(/p1 +me)γ
ν ]

× tr[(/k1 +mµ)γµ(/k2 −mµ)γν ]

(240)

第一条迹中含奇数个 γ 的交叉质量项为零：

Lµν = tr[(/p2 −me)γ
µ(/p1 +me)γ

ν ]

= tr(/p2γ
µ
/p1γ

ν)−m2
e tr(γ

µγν)

= 4[pµ2p
ν
1 + pν2p

µ
1 − gµν(p1 · p2 +m2

e)]

(241)

26



同理

Hµν = 4[k1µk2ν + k1νk2µ − gµν(k1 · k2 +m2
µ)] (242)

去掉公共因子 4，把方括号记为 ℓµν 与 hµν . 逐项相乘：

ℓµνhµν = 2(p1 · k1)(p2 · k2) + 2(p1 · k2)(p2 · k1)

− 2(p1 · p2)(k1 · k2 +m2
µ)− 2(k1 · k2)(p1 · p2 +m2

e)

+ 4(p1 · p2 +m2
e)(k1 · k2 +m2

µ)

= 2
[
(p1 · k1)(p2 · k2) + (p1 · k2)(p2 · k1)

+m2
e(k1 · k2) +m2

µ(p1 · p2) + 2m2
em

2
µ

]
(243)

因此

|M|2 =
8e4

s2
[
(p1 · k1)(p2 · k2) + (p1 · k2)(p2 · k1) +m2

e(k1 · k2) +m2
µ(p1 · p2) + 2m2

em
2
µ

]
(244)

实际可令me → 0，并定义

β =

√
1−

4m2
µ

s
(245)

在质心系取

p1 =

√
s

2
(1, 0, 0, 1), p2 =

√
s

2
(1, 0, 0,−1)

k1 =

√
s

2
(1, β sin θ, 0, β cos θ), k2 =

√
s

2
(1,−β sin θ, 0,−β cos θ)

(246)

所需内积为
p1 · k1 = p2 · k2 =

s

4
(1− β cos θ)

p1 · k2 = p2 · k1 =
s

4
(1 + β cos θ), p1 · p2 =

s

2

(247)

逐项代回：

|M|2 =
8e4

s2

[
s2

16
(1− βc)2 + s2

16
(1 + βc)2 +

m2
µs

2

]

= e4

[
1 + β2c2 +

4m2
µ

s

]
= e4[1 + cos2 θ + (1− β2) sin2 θ] c ≡ cos θ

(248)

第二行到第三行用了 4m2
µ/s = 1− β2.

两体质心系公式给出
dσ

dΩ
=

1

64π2s

|k1|
|p1|
|M|2

=
α2β

4s
[1 + cos2 θ + (1− β2) sin2 θ]

(249)

总截面的积分也可逐步完成：

σ =
α2β

4s
2π

∫ 1

−1

dc [2− β2 + β2c2]

=
2πα2β

s

(
1− β2

3

)
=

4πα2

3s
β

(
1 +

2m2
µ

s

) (250)
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在me = 0时，

t = m2
µ − 2p1 · k1, u = m2

µ − 2p1 · k2 (251)

故式 (244)等价于

|M|2 =
2e4

s2
[(m2

µ − t)2 + (m2
µ − u)2 + 2m2

µs] (252)

所有质量忽略时进一步成为

|M|2 = 2e4
t2 + u2

s2
(253)

考虑无质量极限中的手征性. 令 PL,R = (1∓ γ5)/2. 由 {γ5, γµ} = 0，

ψ̄γµψ = ψ̄Lγ
µψL + ψ̄Rγ

µψR (254)

所以无质量 QED顶点沿每条费米子线保持手征性. 对无质量粒子，手征性等于螺旋度；对反粒子二者相反，
故同一对正反费米子的物理螺旋度必须相反，振幅才不被质量压低.
在散射平面取 ϕ = 0后，不依赖旋量任意相位的振幅模方为∣∣M(e−Le

+
R → µ−

Lµ
+
R)
∣∣2 = e4(1 + cos θ)2∣∣M(e−Le

+
R → µ−

Rµ
+
L)
∣∣2 = e4(1− cos θ)2∣∣M(e−Re

+
L → µ−

Rµ
+
L)
∣∣2 = e4(1 + cos θ)2∣∣M(e−Re

+
L → µ−

Lµ
+
R)
∣∣2 = e4(1− cos θ)2

(255)

其余组合在严格无质量极限为零. 四项求和并除以初态平均因子 4：
1

4

∑
hel.

|M|2 =
e4

4
2[(1 + c)2 + (1− c)2] = e4(1 + c2) (256)

恢复式 (248) 的 β → 1 极限. 有限质量混合左右手分量；每发生一次必要的螺旋度翻转，振幅至少多一个
m/E 因子.

8.3 湮灭道交叉与 e−µ− → e−µ−

把散射过程记为

e−(P1) + µ−(P2) −→ e−(K1) + µ−(K2) (257)

从上一节湮灭过程的动量作解析替换

图 6: Coulomb散射的领头阶树图

p1 → P1, p2 → −K1, k1 → K2, k2 → −P2 (258)
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这表示把初态正电子交叉成末态电子，把末态正 µ子交叉成初态负 µ子；每条被交叉外线的四动量必须反

号. 三个Mandelstam变量相应地变为

(s, t, u)ann −→ (t, u, s)scat (259)

例如

sann = (p1 + p2)
2 −→ (P1 −K1)

2 = tscat (260)

费曼规则直接给出同一结果：

iM = ū(K1)(ieγ
µ)u(P1)

−igµν
t

ū(K2)(ieγ
ν)u(P2)

=
ie2

t
[ū(K1)γ

µu(P1)][ū(K2)γµu(P2)] t = (P1 −K1)
2

(261)

两个费米外线都被交叉，可能出现的整体相位不影响这个单图过程的可观测量.
自旋求和后

|M|2 =
e4

4t2
tr[( /K1 +me)γ

µ(/P 1 +me)γ
ν ]

× tr[( /K2 +mµ)γµ(/P 2 +mµ)γν ]

=
8e4

t2
[
(P1 · P2)(K1 ·K2) + (P1 ·K2)(K1 · P2)

−m2
e(P2 ·K2)−m2

µ(P1 ·K1) + 2m2
em

2
µ

]
(262)

令 a = m2
e +m2

µ. 由

P1 · P2 = K1 ·K2 =
s− a
2

P1 ·K2 = K1 · P2 =
a− u
2

P1 ·K1 = m2
e −

t

2
, P2 ·K2 = m2

µ −
t

2

(263)

得到

|M|2 =
2e4

t2
[(s− a)2 + (u− a)2 + 2at] (264)

所有质量忽略时，

|M|2 = 2e4
s2 + u2

t2
(265)

这正是把式 (253)按 sann ↔ tscat 交叉后的结果.
在无质量质心系

t = −s
2
(1− cos θ), u = −s

2
(1 + cos θ) (266)

故
dσ

dΩ
=
α2

2s

s2 + u2

t2
=
α2

2s

4 + (1 + cos θ)2

(1− cos θ)2
(267)

小角时 t ≃ −sθ2/4，所以 dσ/dΩ ∼ θ−4. 这是接近质壳的无质量 t道光子造成的前向 Coulomb奇性.

8.4 由虚光子交换匹配 Coulomb势

考虑两种不同的慢费米子，质量为m1,m2，电荷为 eQ1, eQ2. 树振幅为

iM =
ie2Q1Q2

q2
[ū1(k1)γ

µu1(p1)][ū2(k2)γµu2(p2)] (268)
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非相对论极限中 q0 ≃ 0、q2 ≃ −q2，并且

ū(k, s′)γ0u(p, s) ≃ 2mδs′s

ū(k, s′)γiu(p, s) = O(|p| /m)
(269)

所以

iM≃ −i(2m1)(2m2)
e2Q1Q2

q2
δs′1s1δs′2s2 (270)

相对论性外态每条腿含
√
2E 归一化. 除去四条外腿在非相对论极限留下的 (2m1)(2m2)后，Born振幅满足

iMNR = −iṼ (q), Ṽ (q) =
e2Q1Q2

q2
(271)

为使 Fourier积分在中间步骤良好定义，先引入 λ > 0：

Iλ(r) =

∫
d3q

(2π)3
eiq·r

q2 + λ2

=
1

2π2r

∫ ∞

0

dq
q sin(qr)

q2 + λ2
=

e−λr

4πr

(272)

最后一步可用上半平面留数积分得到. 取 λ→ 0+：

V (r) =
e2Q1Q2

4πr
=
αQ1Q2

r
(273)

同号电荷给排斥势，异号电荷给吸引势. 光子无质量对应 λ→ 0，所以势没有指数衰减.

8.5 重靶极限：Mott公式如何退化为 Rutherford公式

令电子初末态动量为 p, k，能量均为 E，三动量大小为 P =
√
E2 −m2

e，速度 v = P/E. 重的点状 Dirac
靶质量为M ≫ P、电荷为 Ze，并忽略反冲. 重靶电流化为

ū(P ′)γµu(P ) ≃ 2M δµ0δss′ (274)

因此振幅除一个无关整体符号外为

M≃ 2MZe2

q2
ū(k)γ0u(p), q2 = (p− k)2 = −4P 2 sin2

θ

2
(275)

电子自旋平均的迹为
1

2
tr[(/k +me)γ

0(/p+me)γ
0] =

1

2
{4[2k0p0 − g00(k · p)] + 4m2

e}

= 4

(
E2 − P 2 sin2

θ

2

)
= 4E2

(
1− v2 sin2 θ

2

) (276)

于是

|M|2 =
4M2Z2e4

(q2)2
4E2

(
1− v2 sin2 θ

2

)
=

16π2Z2α2M2

v2P 2 sin4(θ/2)

(
1− v2 sin2 θ

2

) (277)

在M →∞的两体相空间中
dσ

dΩ
≃ |M|2

64π2M2
(278)

故
dσMott

dΩ
=

Z2α2

4v2P 2 sin4(θ/2)

(
1− v2 sin2 θ

2

)
(279)
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方括号是电子自旋和相对论运动学修正. 低速时 v ≪ 1、P ≃ mev，退化为 Rutherford公式
dσRuth

dΩ
=

Z2α2

4m2
ev

4 sin4(θ/2)
(280)

两式共同的 sin−4(θ/2)正是 1/(q2)2 的直接后果.

8.6 Bhabha散射

考虑

e−(p1) + e+(p2) −→ e−(k1) + e+(k2) (281)

并在本小节忽略电子质量. 定义

s = (p1 + p2)
2, t = (p1 − k1)2, u = (p1 − k2)2, s+ t+ u = 0 (282)

树级有湮灭图和散射图，如图(7). 按固定的外部费米场顺序写缩并，得到

iMs =
ie2

s
[v̄(p2)γ

µu(p1)][ū(k1)γµv(k2)]

iMt = −
ie2

t
[ū(k1)γ

µu(p1)][v̄(p2)γµv(k2)]

iM = iMs + iMt

(283)

两项之间的显式负号来自把费米场重新排列到同一外线顺序时的一次奇置换，不来自 t < 0；后者只是物理

区中的运动学事实. 为分离代数，定义

图 7: Bhabha散射的费曼图

As = [v̄2γ
µu1][ū3γµv4]

At = [ū3γ
µu1][v̄2γµv4]

(284)

于是M = e2As/s− e2At/t. 先算两个平方项：
1

4

∑
spins

|As|2 =
1

4
tr(/p2γ

µ
/p1γ

ν) tr(/k1γµ/k2γν)

= 8[(p2 · k1)(p1 · k2) + (p2 · k2)(p1 · k1)]

= 2(u2 + t2)

(285)

1

4

∑
spins

|At|2 =
1

4
tr(/k1γ

µ
/p1γ

ν) tr(/p2γµ/k2γν)

= 8[(k1 · p2)(p1 · k2) + (k1 · k2)(p1 · p2)]

= 2(u2 + s2)

(286)
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第二个等号使用四 γ 迹，最后一步使用

2p1 · p2 = 2k1 · k2 = s

2p1 · k1 = 2p2 · k2 = −t

2p1 · k2 = 2p2 · k1 = −u

(287)

干涉项不能写成两条独立的迹，因为两幅图对外线旋量的配对不同. 把所有旋量指标首尾相接，得到一
条八 γ 迹：

1

4

∑
spins

AsA
∗
t =

1

4
tr[/p2γ

µ
/p1γ

ν/k1γµ/k2γν ] (288)

反复使用 γµ/a = 2aµ − /aγµ 与迹的循环性，可得到实用恒等式

tr(/aγµ/bγν/cγµ/dγν) = −32(a · c)(b · d) (289)

在式 (288)中取 (a, b, c, d) = (p2, p1, k1, k2)，于是

tr[· · · ] = −32(p2 · k1)(p1 · k2) = −8u2

1

4

∑
spins

AsA
∗
t = −2u2

(290)

现在才把振幅中的相对负号放回：

|M|2 =
e4

s2
1

4

∑
|As|2 +

e4

t2
1

4

∑
|At|2 −

2e4

st
ℜ
(
1

4

∑
AsA

∗
t

)
= 2e4

u2 + t2

s2
+ 2e4

u2 + s2

t2
+ 4e4

u2

st

= 2e4

[
u2
(
1

s
+

1

t

)2

+
s2

t2
+
t2

s2

] (291)

注意物理区中 s > 0, t < 0，所以形式上写作 +4e4u2/(st)的干涉贡献数值为负.
末态电子和正电子可区分，不需要全同粒子因子. 因此

dσ

dΩ
=
α2

2s

[
u2
(
1

s
+

1

t

)2

+
s2

t2
+
t2

s2

]
dσ

d cos θ
=
πα2

s

[
u2
(
1

s
+

1

t

)2

+
s2

t2
+
t2

s2

] (292)

t→ 0的散射图产生强烈前向峰.

8.7 Møller散射

现在考虑

e−(p1) + e−(p2) −→ e−(k1) + e−(k2) (293)

并仍取me = 0. 两幅图分别把 p1 接到 k1 或 k2：

iMt =
ie2

t
[ū(k1)γ

µu(p1)][ū(k2)γµu(p2)]

iMu = − ie2

u
[ū(k2)γ

µu(p1)][ū(k1)γµu(p2)]

iM = iMt + iMu

(294)

交换两个全同末态电子使费米外态反对称，因而两图之间必须有相对负号. 这个负号必须在取模方以前加入.
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令两条电流乘积分别为 At, Au. 纯平方项与前面的 t道计算相同：
1

4

∑
|At|2 = 2(s2 + u2)

1

4

∑
|Au|2 = 2(s2 + t2)

(295)

干涉项再次是一条八 γ 迹：
1

4

∑
AtA

∗
u =

1

4
tr[/k1γ

µ
/p1γ

ν/k2γµ/p2γν ]

= −8(k1 · k2)(p1 · p2) = −2s2
(296)

第一行到第二行使用式 (289)；这里 k1 · k2 = p1 · p2 = s/2. 于是

|M|2 =
e4

t2
2(s2 + u2) +

e4

u2
2(s2 + t2)− 2e4

tu
(−2s2)

= 2e4
[
s2 + u2

t2
+
s2 + t2

u2
+

2s2

tu

] (297)

这里最后一项的正号来自“振幅的交换负号”乘以“干涉迹的负号”，两者缺一不可.
末态两个电子全同. 若让被标记的 k1 覆盖整个立体角，物理末态 {k1, k2}被计数两次，必须除以 2!：

dσ

dΩ
=

1

2!

1

64π2s
|M|2

=
α2

4s

[
s2 + u2

t2
+
s2 + t2

u2
+

2s2

tu

] (298)

代入

t = −s
2
(1− c), u = −s

2
(1 + c) (299)

可验证
s2 + u2

t2
+
s2 + t2

u2
+

2s2

tu
= 2

(3 + c2)2

(1− c2)2
(300)

因此
dσ

dΩ
=
α2

2s

(3 + cos2 θ)2

sin4 θ
(301)

等价做法是不写 1/2!，但只在一个不重复半球上积分. 不能同时限制半球又除以 2!.

8.8 Compton散射

考虑

e−(p) + γ(k, ϵ) −→ e−(p′) + γ(k′, ϵ′) (302)

其中 p2 = p′2 = m2、k2 = k′2 = 0. 两个树图分别含中间电子动量 p+ k与 p− k′：

iM = −ie2ϵ′∗β ϵα ū(p′)

[
γβ

/p+ /k +m

(p+ k)2 −m2
γα + γα

/p− /k′ +m

(p− k′)2 −m2
γβ

]
u(p) (303)

交换的是玻色外线，所以两图之间没有费米交换负号. 质壳条件给出

(p+ k)2 −m2 = 2p · k, (p− k′)2 −m2 = −2p · k′ (304)

把去掉极化矢量后的张量记为Mβα. 定义

R(r) ≡ /r +m

r2 −m2
=

1

/r −m
(305)

其中等号表示它作为 Dirac矩阵逆元使用. 先把入射光子 ϵα 换成 kα：

kαMβα ∝ ū(p′)
[
γβR(p+ k)/k + /kR(p− k′)γβ

]
u(p) (306)
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图 8: 康普顿散射的费曼图

第一项中
R(p+ k)/k u(p) = R(p+ k)

[
(/p+ /k −m)− (/p−m)

]
u(p)

= u(p)
(307)

第二项利用动量守恒 p+ k = p′ + k′，即

/k = (/p
′ −m)− (/p− /k′ −m) (308)

因而
ū(p′)/kR(p− k′) = ū(p′)

[
(/p

′ −m)− (/p− /k′ −m)
]
R(p− k′)

= −ū(p′)
(309)

两图分别留下 +ūγβu与 −ūγβu，所以
kαMβα = 0 (310)

对出射光子同理：

k′βMβα ∝ ū(p′)
[
/k
′R(p+ k)γα + γαR(p− k′)/k′

]
u(p) (311)

使用
/k
′
= (/p+ /k −m)− (/p

′ −m)

/k
′
= (/p−m)− (/p− /k′ −m)

(312)

第一图留下 +ūγαu，第二图留下 −ūγαu，故

k′βMβα = 0 (313)

这里清楚显示：单独任一图都不满足Ward检验，规范不变性属于同一阶全部图之和.
对动量为 k的实光子，任选满足 k · n ̸= 0的参考矢量 nµ，两个物理偏振满足∑

λ=1,2

ϵµ(k, λ)ϵ
∗
ν(k, λ) = −gµν +

kµnν + nµkν
k · n

− n2kµkν
(k · n)2

(314)

若振幅为 ϵµMµ，Ward恒等式给出 kµMµ = 0. 式 (314)中除 −gµν 外的每项都至少含一个 kµ，与振幅收缩

后为零. 因此对满足Ward恒等式的完整振幅，可安全使用∑
λ=1,2

ϵµϵ
∗
ν −→ −gµν (315)

Compton过程有一条入射和一条出射光子线，必须对两者分别完成此检验.
为了缩短求迹式，令

a ≡ p · k, b ≡ p · k′ (316)
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用外线 Dirac方程 (/p−m)u(p) = 0化简式 (303)的分子：

(/p+m)γαu(p) = (2pα − γα/p+mγα)u(p) = 2pαu(p) (317)

于是

iM = −ie2ϵ′∗β ϵαū(p′)Γβαu(p) (318)

其中

Γβα =
γβ/kγα + 2γβpα

2a
+
γα/k

′
γβ − 2γαpβ

2b
(319)

对初态电子和光子各平均一次，利用式 (315)，有

|M|2 =
e4

4
gβδgαγ tr[(/p

′ +m)Γβα(/p+m)Γ̄δγ ] (320)

其中 Γ̄δγ = γ0(Γδγ)†γ0. 把 s道分子记为 X，u道分子记为 Y，展开模方得到

|M|2 =
e4

16

[
A

a2
+
B + C

ab
+
D

b2

]
(321)

A,D分别来自两图平方，B,C 是两种共轭顺序的干涉项.
例如 A中最复杂的八 γ 项可化为

tr(/p
′γµ/kγν/pγν/kγµ)

= tr[(γµ/p
′γµ)/k(γν/pγν)/k]

= 4 tr(/p
′/k/p/k)

= 32(p′ · k)(p · k) = 32ab

(322)

这里用了 γµ/p
′γµ = −2/p′、γν/pγν = −2/p、k2 = 0，以及 p′ · k = p · k′ = b. 其余偶数 γ项按同样方式缩并；奇

数 γ 项全部为零. 逐项相加得到
A = 32(ab+m2a+m4)

B = C = 16(−m2a+m2b− 2m4)

D = 32(ab−m2b+m4)

(323)

D也可由 A作光子交叉 k ↔ −k′，即 a↔ −b，得到；B = C 来自复共轭对称性.
把式 (323)代回 (321)：

|M|2 = 2e4

[
b

a
+
a

b
+ 2m2

(
1

a
− 1

b

)
+m4

(
1

a
− 1

b

)2
]

(324)

这就是尚未选参考系的 Lorentz不变结果. 若使用

s = (p+ k)2, t = (k − k′)2, u = (p− k′)2, s+ t+ u = 2m2 (325)

则

a =
s−m2

2
, b =

m2 − u
2

,
1

a
− 1

b
=

2t

(s−m2)(m2 − u)
(326)

在实验室系令初态电子静止：

p = (m,0), k = (ω,k), k′ = (ω′,k′), k · k′ = ωω′ cos θ (327)

末态电子 p′ = p+ k − k′ 在壳，所以

m2 = p′2 = (p+ k − k′)2

= m2 + 2m(ω − ω′)− 2ωω′(1− cos θ)
(328)

故

m(ω − ω′) = ωω′(1− cos θ) (329)
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也就是
1

ω′ −
1

ω
=

1− cos θ

m

ω′

ω
=

1

1 + (ω/m)(1− cos θ)
(330)

由于 a = mω、b = mω′，式 (324)变成

|M|2 = 2e4

[
ω′

ω
+
ω

ω′ + 2m

(
1

ω
− 1

ω′

)
+m2

(
1

ω
− 1

ω′

)2
]

= 2e4
[
ω′

ω
+
ω

ω′ − 2(1− cos θ) + (1− cos θ)2
]

= 2e4
(
ω′

ω
+
ω

ω′ − sin2 θ

) (331)

从不变相空间出发，先用三维 δ函数令 p′ = k − k′：

dΦ2 =
d3p′

(2π)3 2E′
d3k′

(2π)3 2ω′ (2π)
4δ(4)(p+ k − p′ − k′)

=
ω′dω′dΩ

16π2E′ δ(m+ ω − E′ − ω′)

(332)

其中

E′ =
√
m2 + ω2 + ω′2 − 2ωω′ cos θ (333)

设 f(ω′) = m+ ω − E′ − ω′. 其导数绝对值为∣∣∣∣ ∂f∂ω′

∣∣∣∣ = E′ + ω′ − ω cos θ

E′ (334)

在能量守恒点 E′ + ω′ = m+ ω，并用

m+ ω(1− cos θ) =
mω

ω′ (335)

化简 Jacobian，得到

dΦ2 =
1

16π2

ω′2

mω
dΩ (336)

实验室系入射流因子是 4mω，故
dσ

dΩ
=

1

4mω

1

16π2

ω′2

mω
|M|2

=
α2

2m2

(
ω′

ω

)2(
ω′

ω
+
ω

ω′ − sin2 θ

) (337)

这就是 Klein–Nishina公式. 低能极限 ω/m→ 0时 ω′/ω → 1，因此
dσT
dΩ

=
α2

2m2
(1 + cos2 θ)

σT =
α2

2m2
2π

∫ 1

−1

(1 + c2)dc =
8πα2

3m2

(338)

在高能无质量极限，电子线上的手征性守恒，故 he′ = he；电子螺旋度翻转振幅为 O(m/E). 同时

|M|2 −−−→
m→0

2e4
(
b

a
+
a

b

)
= −2e4

(u
s
+
s

u

)
(339)

显示后向 u→ 0区域的电子传播子共线增强. 严格积分到共线端点时不能先令m = 0.

8.9 e−e+ → γγ

把 Compton过程的初态光子交叉到末态，同时把末态电子交叉成初态正电子，就得到

e−(p1) + e+(p2) −→ γ(k1) + γ(k2) (340)
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树级仍有交换两个外光子的两幅电子交换图，且两图之间为加号. 忽略电子质量但远离共线端点时，Compton
的不变量结果交叉为

|M|2 = 2e4
(
u

t
+
t

u

)
(341)

其中对两个初态自旋已平均、对末态光子偏振已求和；在物理区 t, u < 0，右端为正.
末态两个光子全同. 若让被标记的 k1 覆盖完整球面，必须在相空间中除以 2!：

dσ

dΩ
=

1

2!

1

64π2s
|M|2

dσ

d cos θ
=
πα2

s

1 + cos2 θ

sin2 θ
− 1 < cos θ < 1

(342)

等价地，可以不写 1/2!，但只在一个不重复半球积分；此时相应的 dσ/d cos θ系数加倍. 端点 θ → 0, π 的共

线增强表明严格 me = 0近似不能用于无角切的总截面；必须保留电子质量、施加实验角切，或在更高阶处

理中采用适当的共线因子化.

A 公式表

A.1 传播子和顶点

∆F (p) =
i

p2 −m2 + iϵ

SF (p) =
i(/p+m)

p2 −m2 + iϵ

Dµν
F (p) =

−igµν

p2 + iϵ
(Feynman规范)

Vϕ4 = −iλ Vϕ3 = +ig VY = −ig VQED = −ieQfγµ

(343)

A.2 相空间与观测量

dΦn = (2π)4δ(4)
(
P −

∑
pf

)∏
f

d3pf
(2π)3 2Ef

dσ =
1

Sid

|M|2

4
√
(p1 · p2)2 −m2

1m
2
2

dΦn

dσ

dΩ

∣∣∣∣
2→2,CM

=
1

Sid

1

64π2s

|pf |
|pi|
|M|2

dΓ =
1

Sid

1

2M
|M|2dΦn

(344)

dΦN =
dM2

Q

2π
dΦN−r+1(P ;Q, pr+1, . . . , pN ) dΦr(Q; p1, . . . , pr) (345)

A.3 无质量 2→ 2运动学

s+ t+ u = 0 t = −s
2
(1− cos θ) u = −s

2
(1 + cos θ)

dσ

dΩ
=

1

Sid

|M|2

64π2s
(346)
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