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1 量子力学中的路径积分

1.1 单粒子系统的路径积分

量子力学中，我们有叠加原理：一个过程的概率幅是各个子过程概率幅之和. 则单粒子从 xa 运动到 xb

的概率幅就是所有可能路径概率幅的叠加

U(xa, xb;T ) =
∑

all paths

ei·phase =

∫
Dx(t) ei·phase (1)
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各个概率幅只相差相位，说明各个路径无本质差异.
∫
Dx(t)是在由路径 x(t)构成的连续函数空间内积分. 从

函数空间到复数的映射称为泛函，记为 F [x(t)]，eiphase 就是一个泛函.

相位应该取什么样的形式？我们论证 phase =
S

ℏ
. 考虑经典极限，S ≫ ℏ，ei

S
ℏ 快速震荡，只有

δ

δx(t)
S[x(t)]

的路径才有贡献，而根据经典力学的最小作用量原理
δ

δx(t)
S[x(t)]

∣∣∣∣
xcl

= 0 (2)

这恰好就是经典路径 xcl. 从而
U(xa, xb;T ) =

∫
Dx(t)ei

S[x(t)]
ℏ (3)

以双缝干涉实验为例进行检验.粒子的作用量 S =
1

2
mv2t，对两条路径而言 v 分别为

D

t
和

D + d

t
，相位分

别为
mD2

2ℏt
和

m(D + d)2

2ℏt
，相位差

mDd

ℏt
≈ pd

ℏ
，波长 λ =

h

p
，与 de Broglie关系符合.

下一步需要定义泛函的积分测度 Dx(t). 为此，我们把路径分成时间间隔为 ε的小段，定义∫
Dx(t) ≡ 1

C(ε)

∏
k

∫ +∞

−∞

dxk
C(ε)

(4)

其中 C(ε)为待定常数.为了定出这个常数，我们对作用量进行离散化

S =

∫ T

0

dt
[m
2
ẋ2 − V (x)

]
−→

∑
k

[
m

2

(xk+1 − xk)2

ε
− εV

(
xk+1 + xk

2

)]
(5)

考虑路径的最后一小段，则

U(xa, xb;T ) =

∫ +∞

−∞

dx′

C(ε)
exp

i

ℏ

[
m(xb − x′)2

2ε
− εV

(
xb + x′

2

)]
U(xa, x

′;T − ε) (6)

指数上的
i

ℏ
xb − x′

2ε
使得 x′ ∼ xb 的部分才有贡献，Taylor展开得

U(xa, xb;T ) =

∫ +∞

−∞

dx′

C(ε)
exp

[
i

ℏ
m(xb − x′)2

2ε

] [
1− i

ℏ
εV (xb) + · · ·

]
[
1 + (x′ − xb)

∂

∂xb
+

1

2
(x′ − xb)2

∂2

∂x2b

]
U(xa, xb;T − ε)

(7)

Gauss积分
∫
ξne−

1
2aξ

2

dξ ∼ ξ−
n+1
2 ，从而

∫ +∞

−∞
exp

[
i

ℏ
m(xb − x′)2

2ε

]
(x′ − xb)n ∼ ε

n+1
2 . 保留至

3

2
阶，则

U(xa, xb;T ) =
1

C

√
2πℏε
−im

[
1− iε

ℏ
V (xb) +

iεℏ
2m

∂2

∂x2b
+O(ε2)

]
U(xa, xb;T − ε) (8)

要使这个式子在 ε→ 0时有意义，则 C =

√
2πℏε
−im

. 从而

U(xa, xb;T ) =

[
1− iε

ℏ
V (xb) +

iεℏ
2m

∂2

∂x2b

]
U(xa, xb;T − ε) (9)

即

iℏ
∂

∂T
U(xa, xb;T ) =

[
− ℏ2

2m

∂2

∂x2b
+ V (xb)

]
U(xa, xb;T ) (10)

这就是 Schödinger方程.
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1.2 多自由度系统的路径积分

下面我们来考虑多自由度系统，它由 N 个广义坐标 {qi}以及对应的正则动量 {pi}描述. 把 T 分为长度

为 ε的小段，插入单位算符 1 =

∫
dq |q⟩ ⟨q|得

U(qa, qb;T ) = ⟨qb| e−iHT |qa⟩

=

(∫
dqN−1 · · ·

∫
dq1

)
⟨qN | e−iHε |qN−1⟩ · · · ⟨q1| e−iHε |q0⟩

(11)

其中 qN = qb, q0 = qa. 问题转化为 ⟨qk+1| e−iHε |qk⟩的计算.
若 H 只含 q

⟨qk+1| f(q) |qk⟩ = f(qk)δ(qk − qk+1)

= f

(
qk + qk+1

2

)(∏
i

∫
dpik
2π

)
exp[ipk(qk+1 − qk)]

(12)

若 H 只含 p

⟨qk+1| f(p) |qk⟩ =

(∏
i

∫
dpik
2π

)
⟨qk+1| f(p) |pk⟩ ⟨pk|qk⟩

=

(∏
i

∫
dpik
2π

)
f(pk) exp[ipk(qk+1 − qk)]

(13)

H含 p, q的乘积的情况比较微妙. 等式左侧 p, q是作为算符出现的，不可对易，p, q的顺序是有影响的. 而

在等式右侧，p, q是作为数出现的，顺序无影响. 如何使得等式右侧为H

(
qk + qk+1

2
, pk

)
呢？以H(x, y) = x2y

为例，

H

(
qk + qk+1

2
, pk

)
=

1

4
(q2k+1 + q2k + 2qkqk+1)pk (14)

q2k 需要两个 q作用在 |qk⟩上，所以 q都在右边，同理 q2k+1 项对应两个 q都在左边，qkqk+1 对应 p两侧各一

个 q. 于是等式左侧应当为
H(q, p) =

1

4
(q2p+ pq2 + 2qpq) (15)

我们称这种排序为Weyl排序. 对于任意 Hamilton量，总能用对易关系把它变为Weyl排序的，故我们以后总
认为 Hamilton量已经是Weyl排序的. 从而

⟨qk+1|e−iεH |qk⟩ =

(∏
i

∫
dpik
2π

)
exp

[
−iεH

(
qk+1 + qk

2
, pk

)]
exp[ipk(qk+1 − qk)] (16)

进而

U(qa, qb, T ) =

(∏
k

∏
i

∫
dqik

∫
dpik
2π

)
exp

{
i
∑
k

[
pik(q

i
k+1 − qik)− εH

(
qk+1 + qk

2

)]}

→
∫
Dq(t)Dp(t) exp

[
i

∫ T

0

dt

(∑
i

piq̇i −H

)]
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2 标量场的路径积分

2.1 积去正则动量

对于场，x取代 i成为系统的自由度，qi和 pj 分别替换为 ϕ(x)和 π(x). 从而场从 ϕa演化到 ϕb的概率幅

⟨ϕb| e−iHT |ϕa⟩ =
∫ ϕ(x0=T )=ϕb

ϕ(x0=0)=ϕa

DϕDπ exp

[
i

∫ T

0

dt

(∫
πϕ̇ d3x−H

)]
(17)

当 H 是 π的二次型时，我们可以先积去 π(x). 以标量场为例，离散化之后，积分测度
∫
Dπ =

∏
j

∫
dπj ∼∏

j

∏
x

∫
dπj,x（略去归一化常数），被积函数包含 π的部分为

exp

i
∑
j

δt
∑
x

ε

[
πj,x(ϕj+1,x − ϕj,x)

δt
− 1

2
π2
j,x

] (18)

则 ∫
Dπ exp

[
i

∫ T

0

dt

∫
d3x

(
−1

2
π2 + πϕ̇

)]

∼

∏
j

∏
x

∫
dπj,x

 exp

i
∑
j

∑
x

ε

[
− iδt

2
π2
j,x + iπj,x(ϕj+1,x − ϕj,x)

]
=
∏
j

∏
x

{∫
dπj,x exp ε

[
− iδt

2
π2
j,x + iπj,x(ϕj+1,x − ϕj,x)

]}

∼
∏
j

∏
x

exp
iε(ϕj+1,x − ϕj,x)2

2δt

= exp

∑
j

δt
∑
x

ε
i

2

(
ϕj+1,x − ϕj,x

δt

)2


→ exp

(∫
dtd3x

i

2
ϕ̇2
)

(19)

从而

⟨ϕb| e−iHT |ϕa⟩ =
∫
Dϕ exp

{
i

∫ T

0

dt

∫
d3x

[
1

2
ϕ̇2 − 1

2
(∇ϕ)2 − V (ϕ)

]}

=

∫
Dϕ exp

[
i

∫ T

0

dt

∫
d3xL

]

=

∫
Dϕ eiS

(20)

2.2 关联函数

我们可以对泛函积分作如下分解∫
Dϕ(x) =

∫
Dϕ1(x)

∫
Dϕ2(x)

∫ ϕ(x0
2,x)=ϕ2(x)

ϕ(x0
1,x)=ϕ1(x)

Dϕ(x) (21)
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也就是说，我们增加约束条件，要求 x01 时刻的场位形为 ϕ1(x)而 x02 时刻的场位形为 ϕ2(x)，先对满足此约

束条件的路径进行积分，再约束中出现的两个场位形积分，就相当于对所有可能的路径进行积分. 从而∫
Dϕ(x)ϕ(x1)ϕ(x2) exp

(
i

∫ T

−T

dt

∫
d3xL

)

=

∫
Dϕ1(x)

∫
Dϕ2(x)

∫ ϕ(x0
2,x)=ϕ2(x)

ϕ(x0
1,x)=ϕ1(x)

Dϕ(x)ϕ(x1)ϕ(x2) exp

(
i

∫ T

−T

dt

∫
d3xL

)

=

∫
Dϕ1(x)ϕ1(x1)

∫
Dϕ2(x)ϕ2(x2)

∫ ϕ(x0
2,x)=ϕ2(x)

ϕ(x0
1,x)=ϕ1(x)

Dϕ(x) exp

(
i

∫ T

−T

dt

∫
d3xL

)
x0
1<x0

2=

∫
Dϕ1(x)ϕ1(x1)

∫
Dϕ2(x)ϕ2(x2) ⟨ϕb| e−iH(T−x0

2) |ϕ2⟩ ⟨ϕ2| e−iH(x0
2−x0

1) |ϕ1⟩ ⟨ϕ1| e−iH(x0
1+T ) |ϕa⟩

= ⟨ϕb| e−iH(T−x0
2)ϕS(x2)e

−iH(x0
2−x0

1)ϕS(x1)e
−iH(x0

1+T ) |ϕa⟩

= ⟨ϕb| e−iHTϕH(x2)ϕH(x1)e
−iHT |ϕa⟩

(22)

其中我们用到了 ϕS(x) |ϕ⟩ = ϕ(x) |ϕ⟩以及
∫
Dϕ(x) |ϕ⟩ ⟨ϕ| = 1（在某时刻遍历场的所有可能位形，对应的场

算符 ϕ的本征态是完备基）. x01 > x02 的情况是类似的. 从而∫
Dϕ(x)ϕ(x1)ϕ(x2) exp

(
i

∫ T

−T

dt

∫
d3xL

)
= ⟨ϕb| e−iHTT{ϕH(x1)ϕH(x2)}e−iHT |ϕa⟩ (23)

可以看到，编时算符在路径积分量子化中是自然出现的. 用与先前相同的技巧，可以得到两点关联函数

⟨Ω|TϕH(x1)ϕH(x2) |Ω⟩ = lim
T→∞(1−iε)

∫
Dϕ(x)ϕ(x1)ϕ(x2) exp

(
i
∫ T

−T
dt
∫
d3xL

)
∫
Dϕ(x) exp

(
i
∫ T

−T
dt
∫
d3xL

) (24)

2.3 生成泛函

生成泛函是指

Z[J ] =

∫
Dϕ exp

{
i

∫
d4x[L+ J(x)ϕ(x)]

}
(25)

其中 J(x)ϕ(x)称为源项. 泛函导数的基本运算法则为
δ

δJ(x)
J(y) = δ(4)(x− y) δ

δJ(x)

∫
d4yJ(y)ϕ(y) = ϕ(x) (26)

复合泛函的泛函导数遵循链式法则，如
δ

δJ(x)
exp

[
i

∫
d4y J(y)ϕ(y)

]
=

δ

δJ(x)
exp

[
i

∫
d4y J(y)ϕ(y)

]
δ

δJ(x)

[
i

∫
d4y J(y)ϕ(y)

]
= iϕ(x) exp

[
i

∫
d4y J(y)ϕ(y)

] (27)

泛函中含有 J 的导数时，先分部积分，再求泛函导数，如
δ

δJ(x)

∫
d4y ∂µJ(y)V

µ(y) = −∂µV µ(x) (28)

由运算法则，可推出

⟨0|Tϕ(x1)ϕ(x2) |0⟩ =
1

Z0

[
−i δ

δJ(x1)

] [
−i δ

δJ(x2)

]
Z[J ]

∣∣∣∣
J=0

(29)

类似地

(−i)n 1

Z[0]

∂nZ

∂J(x1) · · · ∂J(xn)

∣∣∣∣
J=0

= ⟨Ω|T{ϕ̂(x1) · · · ϕ̂(xn)}|Ω⟩ (30)
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对于实标量场，拉格朗日量为

L = −1

2
ϕ(□+m2)ϕ (31)

自由理论中的生成泛函定义为

Z0[J ] =

∫
Dϕ exp

{
i

∫
d4x

[
−1

2
ϕ(□+m2)ϕ+ J(x)ϕ(x)

]}
(32)

由于积分是高斯型的，可精确求解. 利用∫
d3p e−

1
2p

2A2

p2 =

√
(2π)n

detA
e

1
2J

2A−1J (33)

其中 A = i(□+m2). 逆算子 A−1 由函数 Π(x− y)表示，满足

(□+m2)Π(x− y) = −δ(x− y) (34)

其解为

Π(x− y) =
∫

d4p

(2π)4
1

p2 −m2
eip(x−y) (35)

因此

Z0[J ] = N exp

{
−i
∫
d4x

∫
d4y

1

2
J(x)Π(x− y)J(y)

}
(36)

由此可得到自由场的两点编时乘积

⟨0|T{ϕ̂0(x)ϕ̂0(y)}|0⟩ = (−i)2 1

Z0[0]

∂2Z0[J ]

∂J(x)∂J(y)

∣∣∣∣
J=0

= iΠ(x− y) =
∫

d4p

(2π)4
i

p2 −m2
eip(x−y) (37)

这是不含 iε的 Feynman传播子（iε将在后续讨论中加入）.
自由理论中的四点编时乘积为

⟨0|T{ϕ̂0(x1)ϕ̂0(x2)ϕ̂0(x3)ϕ̂0(x4)}|0⟩ = (−i)4 1

Z0[0]

∂4Z0

∂J(x1) · · · ∂J(x4)

∣∣∣∣
J=0

(38)

利用简写记号 Ji ≡ J(xi)，Dxy ≡ DF (x− y)，有
∂4

∂J1∂J2∂J3∂J4
e−

1
2JxDxyJy

∣∣∣∣
J=0

= D34D12 +D23D14 +D13D24 (39)

这正好对应Wick定理给出的所有配对求和.

2.4 相互作用

考虑相互作用拉格朗日量

L = −1

2
ϕ(□+m2)ϕ+

g

3!
ϕ3 (40)

生成泛函为

Z[J ] =

∫
Dϕ ei

∫
d4x[ 12ϕ(−□−m2)ϕ+Jϕ+ g

3!ϕ
3]. (41)

将相互作用项按耦合常数展开

Z[J ] =

∫
Dϕ ei

∫
d4x[ 12ϕ(−□−m2)ϕ+Jϕ]

[
1 +

ig

3!

∫
d4z ϕ3(z) +

(
ig

3!

)2
1

2

∫
d4zd4wϕ3(z)ϕ3(w) + · · ·

]
(42)

利用自由理论中的关系

ϕ(z)ei
∫
(L0+Jϕ) ←→ (−i) δ

δJ(z)
Z0[J ] (43)

可将上式写为

Z[J ] = Z0[J ] +
ig

3!

∫
d4z (−i)3 ∂

3Z0[J ]

(∂J(z))3
+

(
ig

3!

)2
1

2

∫
d4zd4w (−i)6 ∂6Z0[J ]

(∂J(z))3(∂J(w))3
+ · · · . (44)
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这是路径积分形式下的费曼规则展开.
对 Z[J ]取两次泛函导数并除以 Z[0]，得到相互作用理论中的两点编时乘积

⟨Ω|T{ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)}|Ω⟩ =
Z0[0]

Z[0]
⟨0|T{ϕ̂0(x1)ϕ̂0(x2)}|0⟩+

igZ0[0]

3!Z[0]

∫
d4z ⟨0|T{ϕ̂0(x1)ϕ̂0(x2)ϕ̂0(z)3}|0⟩+· · · (45)

将其写成紧凑形式

⟨Ω|T{ϕ̂(x1)ϕ̂(x2)}|Ω⟩ =
⟨0|T{ϕ̂0(x1)ϕ̂0(x2)ei

∫
d4z g

3! ϕ̂0(z)
3}|0⟩

⟨0|T{ei
∫
d4z g

3! ϕ̂0(z)3}|0⟩
(46)

我们从路径积分中重现了 Feynman规则.

3 矢量场的路径积分

对于无质量自旋 1粒子，拉格朗日量为

L = −1

4
F 2
µν + JµAµ (47)

由此可得动量空间中的运动方程

(k2gµν − kµkν)Aν = Jµ (48)

该算符不可逆，因为其行列式为零，具有零本征矢量 kµ. 物理上，不可逆性源于规范不变性，给定流 Jµ无法

唯一确定 Aµ，因为

Aµ → Aµ + ∂µα(x) (49)

保持物理状态不变.
为解决这一问题，可在拉格朗日量中添加规范固定项

1

2ξ
(∂µAµ)

2，变为

L = −1

4
F 2
µν + JµAµ +

1

2ξ
(∂µAµ)

2 (50)

下面我们论证，对于任意规范不变的场集合 O(x1, . . . , xn)，关联函数

⟨Ω|T{O(x1, . . . , xn)}|Ω⟩ =
1

Z

∫
DAµDϕiDϕ∗i ei

∫
d4xL[Aµ,ϕi]O(x1, . . . , xn) (51)

与规范固定参数 ξ无关.
考虑函数

f(ξ) =

∫
Dπ e−i

∫
d4x 1

2ξ (□π)2 (52)

对场做平移

π(x)→ π(x)− α(x) = π(x)− 1

2ξ
∂µAµ (53)

积分测度平移不变，于是得到

f(ξ) =

∫
Dπ e−i

∫
d4x 1

2ξ (□π−∂µAµ)
2

(54)

这仅是 ξ的函数，尽管看起来与 Aµ 有关（Aµ 没有被积去）.
用 f(ξ)的两种形式对关联函数进行乘除运算，得

⟨Ω|T{O}|Ω⟩ = 1

Z0

1

f(ξ)

∫
DπDAµDϕiDϕ∗i e

i
∫
d4x[L[A,ϕi]− 1

2ξ (□π−∂µAµ)
2]O (55)

采用 Stueckelberg技巧，以 π(x)为规范参数做规范变换

Aµ = A′
µ + ∂µπ, ϕi = eiπϕ′i (56)
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积分测度、作用量以及规范不变的算符 O均不变. 于是得到

⟨Ω|T{O}|Ω⟩ = 1

Z0

1

f(ξ)

∫
Dπ
∫
DAµDϕiDϕ∗i e

i
∫
d4x[L[A,ϕi]− 1

2ξ (∂
µAµ)

2]O (57)

对 Z[0]进行相同操作，得到相同的归一化因子

Z[0] =

∫
1

f(ξ)
Dπ
∫
DAµDϕiDϕ∗i e

i
∫
d4x[L[A,ϕi]− 1

2ξ (∂
µAµ)

2] (58)

归一化因子相消后，得

⟨Ω|T{O}|Ω⟩ =

∫
DAµDϕiDϕ∗i e

i
∫
d4x[L[A,ϕi]− 1

2ξ (∂
µAµ)

2]O∫
DAµDϕiDϕ∗i e

i
∫
d4x[L[A,ϕi]− 1

2ξ (∂
µAµ)

2]
(59)

等式右侧是用规范固定的拉格朗日量算出的关联函数. 这表明，用规范固定的拉格朗日量计算的规范不变算
符的关联函数与 ξ完全无关.

4 费米子路径积分

4.1 Grassmann代数

Grassmann代数是由 n个生成元 θi 张成的向量空间，其上定义反对称乘法

θiθj + θjθi = 0 (60)

因此一般元素为生成元的多项式

f(θi) =

n∑
k=0

∑
i1,...,ik

c
(k)
i1...ik

θi1θi2 · · · θik (61)

其中系数仅在指标互不相同时有定义，并按标准顺序排列. 代数的维数为 2n.
例如，n = 1和 n = 2的一般元素分别为

f(θ) = c0 + c1θ (62)

和

f(θ1, θ2) = c0 + c1θ1 + c2θ2 + c12θ1θ2 (63)

4.2 微分与积分

Grassmann变量上的微分定义为将微分变量移至最左侧后再求导

df =
∑
i

dθi
∂f

∂θi
(64)

例如
∂f

∂θ2
= c2 − c12θ1 (65)

微分算符
∂

∂θi
是幂零的，且与 Grassmann变量构成 Clifford代数

θiθj + θjθi = 0 (66)
∂

∂θi

∂

∂θj
+

∂

∂θj

∂

∂θi
= 0 (67)

θi
∂

∂θj
+

∂

∂θj
θi = δij (68)
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Grassmann变量的积分定义为与微分相同∫
dθ1 f(θ1, . . . , θn) =

∂

∂θ1
f(θ1, . . . , θn) (69)

该定义保证积分与微分可交换，且积分结果不含积分变量
∂

∂θi

∫
dθj f(θ) =

∫
dθj

∂f

∂θi
= 0 (70)

多个变量的积分给出展开式中最高次项的系数∫
dθ1 · · · dθn f(θ1, . . . , θn) = c

(n)
1···n (71)

变量变换下积分测度按逆 Jacobian变换

dθ′1 · · · dθ′n =

∣∣∣∣∂θ′∂θ

∣∣∣∣−1

dθ1 · · · dθn (72)

该结果直接来自“积分等同于微分”的定义.

4.3 Grassmann高斯积分

考虑反对称矩阵 A（偶数维 n）的 Gaussian积分

I =

∫
dθ1 · · · dθn exp

(
−1

2
θTAθ

)
(73)

展开指数后只有包含每个变量一次的项有贡献，结果为

I =
∑
p∈Sn

ε(p)Ap(1)p(2)Ap(3)p(4) · · ·Ap(n−1)p(n) (74)

其中 ε(p)为置换符号，并满足排序约束

p(1) < p(2), p(3) < p(4), . . . , p(1) < p(3) < p(5) < · · · (75)

此表达式称为矩阵 A的 Pfaffian，记为 Pf(A)，满足

Pf(A)2 = detA (76)

对于复 Grassmann变量 θ̄i, θi，积分

I =

∫
[dθ̄ dθ] e−θ̄Mθ (77)

其中 [dθ̄ dθ] =
∏
i

dθ̄idθi，展开后得

I=
∑
p∈Sn

ε(p)Mp(1)1Mp(2)2 · · ·Mp(n)n = detM (78)

其中M 是任意 n× n复矩阵. 这一结果源于指数展开后，只有包含每个变量恰好一次的项贡献，求和得到行
列式.

与此相对，普通（玻色子）高斯积分给出∫
dnx e−

1
2x

TAx =

√
(2π)n

detA
(79)

可见行列式在分子与分母上的差异，这是费米子路径积分的关键特点.
引入外源 η̄i, ηi 后，有 ∫

dθ̄dθ exp
(
−θ̄Aθ + η̄θ + θ̄η

)
= detA exp

(
η̄A−1η

)
(80)

该式通过平移 θ → θ + A−1η得到，由于 Grassmann变量的反对易性，源项指数中 η̄与 η的次序已按约定排

序.
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将离散指标 i替换为连续时空点 x，Grassmann变量变为旋量场 ψ(x)和 ψ̄(x). 路径积分为

Z[η̄, η] =

∫
Dψ̄Dψ exp

{
i

∫
d4x ψ̄(x)(i∂/−m)ψ(x) + η̄ψ + ψ̄η

}
(81)

其中 i∂/−m是 Dirac算符. 形式上，这是高斯积分，其结果为

Z[η̄, η] = N exp

{
−i
∫

d4x d4y η̄(x)SF (x− y)η(y)
}

(82)

其中 N = det(i∂/−m)为无穷大常数

SF (x− y) = (i∂/−m)−1 =

∫
d4p

(2π)4
i( ̸ p+m)

p2 −m2 + iε
e−ip(x−y) (83)

SF (x− y)是费米子传播子. 自由理论中的两点编时乘积由泛函导数给出

⟨0|T{ψ(x)ψ̄(y)}|0⟩ = 1

Z[0]

∂2Z[η̄, η]

∂η̄(x)∂η(y)

∣∣∣∣
η=η̄=0

= iSF (x− y) (84)

5 路径积分中的运动方程、守恒律与Ward-Takahashi恒等式

路径积分形式不仅提供了计算关联函数的系统工具，而且能直接导出量子化的运动方程和守恒律，无需

构造 Hamiltonian或引入正则对易关系. 其核心思想是：将场变量的平移或对称变换视为积分变量的重新定
义，利用积分测度的不变性导出含接触项的量子恒等式. 这些恒等式统一了经典 Noether定理与量子修正，是
理解量子场论对称性及其物理后果的关键.

5.1 量子运动方程与 Schwinger-Dyson方程

以自由实标量场为例，其拉格朗日量为

L =
1

2
(∂µϕ)

2 − 1

2
m2ϕ2 (85)

考虑三点编时关联函数

⟨Ω|Tϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)|Ω⟩ = Z−1

∫
Dϕ ei

∫
d4xL[ϕ]ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3) (86)

其中 Z =

∫
Dϕ ei

∫
d4xL[ϕ] 是归一化因子.

对积分变量做任意平移

ϕ(x)→ ϕ′(x) = ϕ(x) + ε(x) (87)

其中 ε(x)是任意无穷小函数. 由于平移不改变积分测度（Dϕ′ = Dϕ），且积分值是常数，因此新旧积分相等：∫
Dϕ ei

∫
d4xL[ϕ]ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3) =

∫
Dϕ ei

∫
d4xL[ϕ′]ϕ′(x1)ϕ

′(x2)ϕ
′(x3) (88)

将右端展开至 ε的一阶. 首先，作用量变分为∫
d4xL[ϕ+ ε] =

∫
d4xL[ϕ] +

∫
d4x ε(x)(−∂2 −m2)ϕ(x) +O(ε2) (89)

这是因为 L对 ϕ的变分导数是 Klein-Gordon算符作用在 ϕ上. 其次，被积函数中的场因子变为

ϕ′(x1)ϕ
′(x2)ϕ

′(x3) =
(
ϕ(x1) + ε(x1)

)(
ϕ(x2) + ε(x2)

)(
ϕ(x3) + ε(x3)

)
(90)

展开至一阶，得

ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3) + ε(x1)ϕ(x2)ϕ(x3) + ϕ(x1)ε(x2)ϕ(x3) + ϕ(x1)ϕ(x2)ε(x3) (91)
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将这两部分合并，并利用等式两边相等，得到

0 =

∫
Dϕ ei

∫
d4xL

[
i

∫
d4x ε(x)(−∂2 −m2)ϕ(x)ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3)

+ε(x1)ϕ(x2)ϕ(x3) + ϕ(x1)ε(x2)ϕ(x3) + ϕ(x1)ϕ(x2)ε(x3)]

(92)

将 ε(xi)表示为积分形式

ε(xi) =

∫
d4x ε(x)δ(x− xi) (93)

代入上式，并重新排列各项，将所有含 ε(x)的项合并，得

0 =

∫
Dϕ ei

∫
d4xL

∫
d4x ε(x)

[
i(−∂2 −m2)ϕ(x)ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3) + δ(x− x1)ϕ(x2)ϕ(x3)

+ ϕ(x1)δ(x− x2)ϕ(x3) + ϕ(x1)ϕ(x2)δ(x− x3)
] (94)

由于 ε(x)任意，可令其系数为零（在泛函积分意义下）. 移项并将 i因子调整，得到

0 =

∫
Dϕ ei

∫
d4xL

[
(∂2 +m2)ϕ(x)ϕ(x1)ϕ(x2)ϕ(x3) + iδ(x− x1)ϕ(x2)ϕ(x3)

+ iϕ(x1)δ(x− x2)ϕ(x3) + iϕ(x1)ϕ(x2)δ(x− x3)
] (95)

取 n = 1，即只有两个场 ϕ(x)和 ϕ(x1)，则上式变为

0 =

∫
Dϕ ei

∫
d4xL

[
(∂2 +m2)ϕ(x)ϕ(x1) + iδ(x− x1)

]
(96)

除以 Z，得

(∂2 +m2)⟨Ω|Tϕ(x)ϕ(x1)|Ω⟩ = −iδ(x− x1) (97)

这是 Feynman传播子作为 Klein-Gordon算符的 Green函数所满足的方程. 在 x ̸= x1时，它退化为齐次 Klein-
Gordon方程.

对于任意 n+ 1点函数，上述推导直接推广为

(∂2 +m2)⟨Ω|Tϕ(x)ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)|Ω⟩ =
n∑

i=1

⟨Ω|Tϕ(x1) · · · (−iδ(x− xi)) · · ·ϕ(xn)|Ω⟩ (98)

右端每一项表示当 x与某个 xi 重合时产生的接触项，这些项源自时间编序算符与微分算符的非对易性.
对于任意场 φ(x)和拉格朗日量 L[φ]，将平移 φ→ φ+ ε应用于路径积分，并利用泛函导数公式

δ

δφ(x)

∫
d4x′ L =

∂L
∂φ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
(99)

可以得到一般形式的 Schwinger-Dyson方程：〈(
δ

δφ(x)

∫
d4x′ L

)
φ(x1) · · ·φ(xn)

〉
=

n∑
i=1

⟨φ(x1) · · · iδ(x− xi) · · ·φ(xn)⟩ (100)

其中左端的变分导数是经典 Euler-Lagrange运动方程的左端. 因此，该方程表明：在量子场论中，场的编时关
联函数满足经典运动方程，但须加上由时间编序产生的接触项. 这些接触项完全确定了量子修正.

5.2 守恒律：Noether定理的量子推广

经典 Noether定理指出，拉格朗日量的连续对称性对应一个守恒流. 在路径积分中，我们可以将对称参数
取为时空函数，然后对路径积分做变量变换. 由于测度不变，积分值不变，从而得到含接触项的流守恒方程，
它是经典守恒律的量子版本.

考虑复标量场理论，拉格朗日量为

L = |∂µϕ|2 −m2|ϕ|2 (101)
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它具有整体 U(1)对称性：ϕ→ eiαϕ. 将参数 α取为时空函数 α(x)，考虑无穷小变换

ϕ(x)→ ϕ′(x) = ϕ(x) + iα(x)ϕ(x), ϕ∗(x)→ ϕ′∗(x) = ϕ∗(x)− iα(x)ϕ∗(x) (102)

这是一个幺正变换，因此路径积分测度不变.
计算 L[ϕ′]至 α一阶. 由于常数 α时不变，变分只来自 ∂µα项. 具体地，

L[ϕ′] = L[ϕ] + (∂µα) · i
(
ϕ∂µϕ∗ − ϕ∗∂µϕ

)
+O(α2) (103)

其中 i(ϕ∂µϕ∗ − ϕ∗∂µϕ)是 Noether流 jµ.
取两点函数 ϕ(x1)ϕ

∗(x2)，在变量变换下积分值不变：∫
Dϕ ei

∫
d4xL[ϕ]ϕ(x1)ϕ

∗(x2) =

∫
Dϕ ei

∫
d4xL[ϕ′]ϕ′(x1)ϕ

′∗(x2) (104)

展开至 α一阶，得到

0 =

∫
Dϕ ei

∫
d4xL

[
i

∫
d4x (∂µα)j

µ(x)ϕ(x1)ϕ
∗(x2) + iα(x1)ϕ(x1)ϕ

∗(x2)− iα(x2)ϕ(x1)ϕ
∗(x2)

]
(105)

其中最后两项来自场的变换，ϕ′(x1) = ϕ(x1) + iα(x1)ϕ(x1)，ϕ′∗(x2) = ϕ∗(x2)− iα(x2)ϕ
∗(x2).

将含 ∂µα的项分部积分，得 ∫
d4x (∂µα)j

µ = −
∫

d4xα(x)∂µj
µ(x) (106)

（边界项为零）. 于是上式为

0 =

∫
Dϕ ei

∫
d4xL

∫
d4xα(x) [−i∂µjµ(x)ϕ(x1)ϕ∗(x2) + iδ(x− x1)ϕ(x1)ϕ∗(x2)− iδ(x− x2)ϕ(x1)ϕ∗(x2)]

(107)
令 α(x)任意，并除以 Z，得

⟨∂µjµ(x)ϕ(x1)ϕ∗(x2)⟩ = (−i) [⟨iϕ(x1)δ(x− x1)ϕ∗(x2)⟩+ ⟨ϕ(x1)(−iϕ∗(x2)δ(x− x2))⟩] (108)

即

⟨∂µjµ(x)ϕ(x1)ϕ∗(x2)⟩ = (−i) [iδ(x− x1)⟨ϕ(x1)ϕ∗(x2)⟩ − iδ(x− x2)⟨ϕ(x1)ϕ∗(x2)⟩] (109)

其中 jµ = i(ϕ∂µϕ∗ − ϕ∗∂µϕ).
设理论具有一组场 φa，在无穷小对称变换下

φa(x)→ φa(x) + ε∆φa(x) (110)

且拉格朗日量在常数 ε下不变（可能差一个全散度 ∂µJ µ）. 当 ε = ε(x)时，拉格朗日量的变分为

L → L+ (∂µε)∆φa
∂L

∂(∂µφa)
+ ε∂µJ µ (111)

Noether流为
jµ =

∂L
∂(∂µφa)

∆φa − J µ (112)

重复上述推导，得到一般恒等式

⟨∂µjµ(x)φa1(x1) · · ·φan(xn)⟩ = (−i)
n∑

i=1

⟨φa1(x1) · · · (∆φai(xi)δ(x− xi)) · · ·φan(xn)⟩ (113)

其中 ∆φai
是第 i个场在对称变换下的变化量. 该式是经典流守恒方程 ∂µj

µ = 0的量子版本，右端为接触项.
作为应用，考虑时空平移对称性. 取变换

φa(x)→ φa(x) + aµ(x)∂µφa(x) (114)

其中 aµ(x)为局域平移参数. 拉格朗日量的变分给出

L → L+ ∂νa
µ∂µφa

∂L
∂(∂νφa)

+ aµ∂µL (115)
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由此可得 Noether流为能动量张量
Tµν =

∂L
∂(∂νφa)

∂µφa − gµνL (116)

并且恒等式给出 ∂νT
µν = 0加上接触项. 这体现了时空平移对称性对应的能量-动量守恒.

5.3 QED中的Ward-Takahashi恒等式

将上述方法直接应用于 QED. QED的拉格朗日量为

L = −1

4
FµνF

µν + ψ̄(i∂/−m)ψ − eψ̄γµψAµ (117)

它整体上在 U(1)变换 ψ → eieαψ（同时 Aµ 不变）下不变，对应的守恒流为电磁流 jµ = eψ̄γµψ.
将 α取为时空函数，考虑变换

ψ(x)→ (1 + ieα(x))ψ(x), ψ̄(x)→ (1− ieα(x))ψ̄(x) (118)

而光子场 Aµ 不变（这与规范变换不同，因为我们不改变 Aµ）. 此时拉格朗日量的变分（在常数 α下不变，

但在局域时出现 ∂µα项）为

L → L− e∂µα ψ̄γµψ = L − ∂µα jµ(x) (119)

其中 jµ = eψ̄γµψ.
取两点关联函数 ⟨0|Tψ(x1)ψ̄(x2)|0⟩. 做变量变换并展开，得到

0 =

∫
Dψ̄DψDAei

∫
d4xL

[
−i
∫

d4x ∂µα(x) j
µ(x)ψ(x1)ψ̄(x2) + ieα(x1)ψ(x1)ψ̄(x2)− ieα(x2)ψ(x1)ψ̄(x2)

]
(120)

分部积分后提取 α(x)系数，除以 Z，得

i∂µ⟨0|Tjµ(x)ψ(x1)ψ̄(x2)|0⟩ = −ieδ(x− x1)⟨0|Tψ(x1)ψ̄(x2)|0⟩+ ieδ(x− x2)⟨0|Tψ(x1)ψ̄(x2)|0⟩ (121)

对上述方程做 Fourier变换. 定义∫
d4x e−ik·x

∫
d4x1 e

iq·x1

∫
d4x2 e

−ip·x2 (122)

作用在方程两边，将关联函数转换为相应的散射振幅. 得到

−ikµMµ(k; p; q) = −ieM0(p; q − k) + ieM0(p+ k; q) (123)

这是通常的Ward-Takahashi恒等式，它表明在 QED中，顶点函数与电子传播子之间存在精确关系. 该恒等式
是电荷守恒的体现，也是 QED可重整化性的基础.
将上述推导推广到含有任意多个旋量场的关联函数，即可得到一般形式的Ward-Takahashi恒等式

KµMµ(k; p1 · · · pn; q1 · · · qn) = e
∑
i

[M0(p1 · · · pn; q1 · · · (qi − k) · · · )−M0(p1 · · · (pi + k) · · · ; q1 · · · qn)]

(124)
这些恒等式在微扰论中对应着费曼图之间的抵消关系，保证了 S矩阵的规范不变性.
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