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1 经典场论

1.1 符号约定

Lorentz变换是坐标变换
xµ

Λ→ x′µ = Λµ
νx

ν (1)

其中 Λ是 Lorentz矩阵. Lorentz变换包含三个转动、三个 boost. 沿三个坐标轴转动 θ 的 Lorentz变换矩阵分
别为 

1

1

cos θ sin θ

− sin θ cos θ

 ,


1

cos θ sin θ

1

− sin θ cos θ

 ,


1

cos θ sin θ

− sin θ cos θ

1

 (2)

沿三个坐标轴 boost的 Lorentz变换矩阵分别为
coshβ sinhβ

sinhβ coshβ

1

1

 ,


coshβ sinhβ

1

sinhβ coshβ

1

 ,


coshβ sinhβ

1

1

sinhβ coshβ

 (3)

其中 γ = 1√
1−v2
，v是两参考系相对运动的速度. β 是快度，满足

coshβ = γ =
1√

1− v2
, sinhβ =

v√
1− v2

, tanhβ = v (4)

可以反解出

β =
1

2
ln

(
1 + v

1− v

)
(5)

在低速极限下有 β ≈ v.
量子场论中考虑的时空为Minkowski时空，其度规

gµν = gµν =


1

−1

−1

−1

 (6)

线元 ds2 = gµνdx
µdxν 在 Lorentz变换下保持不变. 则 Lorentz变换应当满足

gµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ = gρσ (7)
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可以验证 Lorentz变换对变换的复合封闭. 而我们指出 Lorentz变换矩阵的逆矩阵 (Λ−1)ρν = gνµg
ρσΛµ

σ 验证如

下

gνµg
ρσΛµ

σΛ
ν
τ = gµτg

ρµ = δρτ (8)

四矢量

xµ = (x0, x1, x2, x3) = (t,x) (9)

pµ = (p0, p1, p2, p3) = (E,p) (10)

用 gµν 升降指标

xµ = (t,−x), pµ = (E,−p) (11)

四梯度算子

∂µ =
∂

∂xµ
= (∂t,∇) (12)

四矢量点乘

v · w = gµνv
µvν = v0w0 − v ·w (13)

在壳条件为

p2 = E2 − p2 = m2 (14)

若不满足，则称为离壳的.

1.2 定域场论

场是时空坐标的函数. 按照 Lorentz 变换下的行为，场可以分为标量场 ϕ(x)、矢量场 Aµ(x) 和张量场

Tµν(x)等，它们遵循的变换规则如下

ϕ(x)
Λ−→ ϕ′(x′) = ϕ(x)

Aµ(x)
Λ−→ A′µ(x′) = Λµ

νA
ν(x)

Tµν(x)
Λ−→ T ′µν(x′) = Λµ

ρΛ
ν
σT

ρσ(x)

(15)

对于定域场论，其 Lagrange量可以写作 Lagrange量密度的空间积分，则作用量可以写作 Lagrange量密
度的时空积分

S =

∫
dt L =

∫
d4xL(ϕ, ∂µϕ) (16)

因为作用量 S 必须是 Lorentz不变的，而 d4x本身是 Lorentz不变量，我们要求 L是 Lorentz不变量.共轭动
量密度

π =
∂L
∂ϕ̇

(17)

Hamilton量也可以写成 Hamilton量密度的空间积分

H =

∫
d3xH, H = πϕ̇− L (18)

之后我们直接把 Lagrange量密度叫做 Lagrange量，其它的量同理.

例 1.1 ((Klein-Gordan场论)). Klein-Gordan场是可想象的最简单的场论，它是标量场 ϕ(x)，Lagrange量为

LKG =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− 1

2
m2ϕ2 (19)
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其共轭动量为

π =
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇ (20)

Hamilton量为
H = ϕ̇π − L =

1

2
π̇2 +

1

2
∇ϕ · ∇ϕ+

1

2
m2ϕ2 (21)

值得注意的是，Hamilton量是正定的，这符合我们的预期，因为 Hamliton量的物理意义就是系统的能量（密
度）.

系统的 Lagrange量包含动能项和相互作用项. 自由场只包含动能项，它是场量的二次型. 相互作用项至
少包含场量的三次项，比如 gϕ3、λϕ4、eψ̄γµψAµ、g∂µϕAµϕ∗ 等等.

和经典力学一样，我们要求实际物理过程的作用量 S 取极值，则可以通过变分法求得场的运动方程.

δS =

∫
d4x δL(ϕ, ∂µϕ)

=

∫
d4x

[
∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
δ(∂µϕ)

]
=

∫
d4x

{
∂L
∂ϕ

− ∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)

]}
δϕ+ surface term

= 0

(22)

因为 δϕ是任意的变分，要求被积函数总为 0.于是得到 Euler-Lagrange方程
∂L
∂ϕ

− ∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)

]
= 0 (23)

例 1.2 (（KG场的运动方程）). 对 KG场的 Lagrange量求偏导数得 ∂L
∂ϕ = −m2ϕ， ∂L

∂(∂µϕ)
= ∂µϕ，从而得

□ϕ+m2ϕ = 0 (24)

这和相对论性量子力学中的 KG方程在形式上是一致的，但是这里的 ϕ是一个经典场，没有量子力学的几率

诠释.

1.3 对称性与守恒律

所谓对称性是指在某一变换下，系统的动力学不变. 这可以从两个视角来看. 第一种视角就是系统的运动
方程不变，这是最直接的. 从第二种视角来看，系统的运动方程是由作用量变分为零得到的，所以只需保证
系统的作用量不变. 如果变换是 Lorentz变换，因为 d4x不变，只用要求 Lagrange量不变，即 L′(x′) = L(x).
下面我们从两种角度检验 KG场论的 Lorentz对称性.在 Lorentz变换 x′µ = Λµ

νx
ν 下 ϕ′(x) = ϕ(Λ−1x)，

从而

∂µϕ(x)
Λ−→ ∂µϕ

′(x) = ∂µϕ(Λ
−1x) = (Λ−1)νµ(∂νϕ)(Λ

−1x) (25)

故
[∂µϕ(x)]

2 Λ−→ gµν∂µϕ
′(x)∂νϕ

′(x)

= gµν
[
(Λ−1)ρµ∂ρϕ

] [
(Λ−1)σν∂σϕ

]
(Λ−1x)

= gρσ(∂ρϕ)(∂σϕ)(Λ
−1x)

= (∂µϕ)
2(Λ−1x)

(26)

即

L =
1

2
(∂µϕ)

2 +
1

2
m2ϕ2

Λ−→ L′(x) =
1

2
(∂µϕ)

2(Λ−1x) +
1

2
m2ϕ2(Λ−1x) = L(Λ−1x) (27)
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即 L是 Lorentz不变的.另一方面

(□+m2)ϕ′(x) = (gµν∂µ∂ν +m2)ϕ(Λ−1x)

=
[
gµν(Λ−1)νµ∂ν(Λ

−1)σµ∂σ +m
]
ϕ(Λ−1x)

= (□+m2)ϕ(Λ−1x)

= 0

(28)

即运动方程不变.
Lorentz变换是连续变换的，即变换的参数是连续变量，共有 6个参数刻画 Lorentz变换. 时空平移变换

也是连续的，由 4个连续参数刻画.Lorentz变换和平移变换合起来为 Póincare变换，由 10个参数刻画. 系统
在连续变换下的对称性称为连续对称性，在时空坐标变换下的对称性称为时空对称性. 此外，还存在一些分
立的或者与时空无关的场量自身的变换.系统在分立变换下的对称性称为分立对称性，在场量自身变换下的
对称性称为内禀对称性.比如 ϕ → −ϕ，KG场的 Lagrange量不变，这称为 Z2 对称性，是一个分立的内禀对

称性.再比如，对复的 KG场
LCKG = (∂µϕ)(∂

µϕ)∗ −m2ϕϕ∗ (29)

它在变换 ϕ→ ϕ′ = eiθϕ, ϕ′∗ = e−iθϕ∗ 下不变，这称为 U(1)对称性，是一个连续的内禀对称性.
下面我们引入现代物理学中地位极高的 Nother定理.它指出，如果系统具有某种连续对称性，那么，当

运动方程满足时，该系统存在相应的守恒律.下面我们来证明这一深刻的定理. 回顾对称性变换的两种视角，
主动视角即时空点本身发生了变化，被动观点即时空点没有发生变化，由于参考系的选取不同，造成坐标不

同，我们采用被动视角. 时空点 P 固定，在坐标系 xµ 中，场对坐标的依赖关系为 f(xµ). 经过无穷小变换
x → x′ = x+ δx得到坐标系 x′µ，其中场对坐标的依赖关系为 f ′(x′µ). 坐标变换是可以改变场的位形的，即
使是同一物理点的场量在坐标变换前后也可以有不同的数值.则场点 P 处场的变化为

δf = f ′(x′)− f(x)

= f ′(x+ δx)− f(x)

= f ′(x)− f(x) + δxµ∂µf +O(δ2)

= δ0f + δxµ∂µf

(30)

或者简单地写为

δ = δ0 + δxµ∂µ (31)

其中 δ 是场总的变化，δ0 是场位形变化引起的变化，最后一项是同一坐标描述的场点已经不同. 坐标变换下
系统的作用量必须不变，于是

0 = δS =

∫ [
δ(d4x)L+ d4x δL

]
(32)

先看体积元的变分.利用 det(1 +M) = 1 + trM，可得

δ(d4x) = d4x′ − d4x

=

[
det

(
∂x′µ

∂xν

)
− 1

]
d4x

= [det (δµν + ∂νδx
µ)− 1] d4x

= tr(∂νδx
µ)d4x

= ∂µ(δx
µ)d4x

(33)
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然后处理第二项
δL = δ0L+ δxµ∂µL

= δxµ∂µL+
∂L
∂ϕ

δ0ϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
δ0(∂µϕ)

= δxµ∂µL+ ∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)
δ0ϕ

]
+

{
∂L
∂ϕ

− ∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)

]}
δ0ϕ

(34)

根据运动方程，末式最后一项为 0.我们之所以这么大费周章是因为 δ0才是固定 x不变的变分（即等时变分），

才能与 ∂µ 交换位置. 于是

0 = δS

=

∫
d4x

{
∂µ(δx

µ)L+ (δxµ)∂µL+ ∂µ

[
∂L

∂(∂µϕ)
δ0ϕ

]}
=

∫
d4x ∂µ

[
δxµL+

∂L
∂(∂µϕ)

δ0ϕ

] (35)

因为 δxµ 和 δ0ϕ都是任意变分，被积函数必须为 0，从而

∂µj
µ ≡ ∂µ

[
δxµL+

∂L
∂(∂µϕ)

δ0ϕ

]
= 0 (36)

即 jµ 的 4-通量为 0，我们称之为守恒流. 注意到

0 =

∫
d4x ∂µj

µ

=

∫ t2

t1

dt

∫
d3x (∂0j

0 +∇ · j)

=

∫ t2

t1

dt ∂0

∫
j0d3x

≡ Q(t2)−Q(t1)

(37)

其中 ∇ · j消失是因为这是一个表面项，守恒荷

Q ≡
∫
j0d3x (38)

是一个演化过程中不随时间变化的量.
我们来仔细地考虑一下时空平移变换 δxµ = aµ.对标量场而言 δϕ = 0，则我们可以知道场位形的变化

δ0ϕ = −δxµ∂µϕ = −aµ∂µϕ. 构造守恒流

jµ =

[
Lδµν − ∂L

∂(∂νϕ)
∂νϕ

]
aν (39)

因为 aν 与坐标无关，故它左边中括号里的式子的 4-通量也为零. 乘以度规，可以构造能动张量

Tµν =
∂L

∂(∂νϕ)
∂νϕ− Lgµν (40)

对应的守恒荷

P ν =

∫
d3xT oν (41)

对 ν = 0，P 0 =
∫
d3xH就是能量，对 ν = 1, 2, 3

P =

∫
d3xπ · ∇ϕ (42)

为动量.
再考虑内禀变换. 内禀变换只包括场量的变换，故

jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
δϕ (43)
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例 1.3 (（零质量 KG 场）). 零质量 KG 场的 Lagrange 量 L = 1
2 (∂µϕ)

2. 它具有一个移位 (shift) 对称性，即
ϕ→ ϕ′ = ϕ+ α下的对称性.对应的守恒流 jµ = ∂µϕα，可以通过 ∂µj

µ = □ϕ = 0验证这确是一个守恒流.

例 1.4 (（复 KG 场的 U(1) 对称性）). 复 KG 场的 Lagrange 量为 L = |∂µϕ|2 − m2|ϕ|2，在变换 ϕ → ϕ′ =

eiαϕ, ϕ∗ → ϕ′∗ = e−iαϕ∗ 不变. 此变换对应的无穷小变换为 δϕ = iαϕ, δϕ∗ = −iαϕ∗.对应的守恒流为

jµ = iα(ϕ∂µϕ∗ − ϕ∗∂µϕ) (44)

对应的守恒荷

Q =

∫
d3xjµ = i

∫
d3x (ϕ̇∗ϕ− ϕ∗ϕ̇) (45)

2 KG场的量子化

2.1 正则量子化条件

要将 KG场量子化，我们回想一下非相对论性量子力学中我们是怎么量子化一个系统的.那时，我们采
用的是正则量子化条件，即

[qi, pj ] = iδij , [qi, qj ] = [pi, pj ] = 0 (46)

其中 i, j 标记系统的自由度. 对场，自由度是空间坐标，ϕ刻画了场的位形，与经典力学系统的 q作用一致，

而 π则对应着经典力学系统的动量. 于是，场的正则量子化条件应当为

[ϕ(x, t), π(y, t)] = iδ(3)(x− y), [ϕ(x, t), ϕ(y, t)] = [π(x, t), π(y, t)] = 0 (47)

因为场的自由度是连续的，我们用 Dirac delta替换了 Kronecker delta. 这个条件叫做 KG场的等时量子化条件.
弹簧床是一个经典场，它同时又可以看作是无穷多个谐振子相耦合. 我们合理地猜想 KG场的位形也可

以由无穷多个模式叠加产生. 于是，对 KG场作平面波展开

ϕ(x, t) =

∫
d3p

(2π)3
eip·xϕ̃(p, t) (48)

代入 KG方程(24)得 (
∂2

∂t2
+ |p2 +m2|

)
ϕ̃(p, t) = 0 (49)

这正是一个谐振子的运动方程！且其频率 Ep =
√

p2 +m2 和一个相对论性粒子的能量在形式上是一致的.
回忆在非相对论性量子力学中处理谐振子时，我们引入了产生湮灭算符

x =
1√
2ω

(a+ a†), p = −i

√
ω

2
(a− a†) (50)

类似地，我们也用产生湮灭算符表示 KG场及其正则动量

ϕ(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(ape
+ip·x + a†pe

−ip·x)

π(x) = −i

∫
d3p

(2π)3

√
Ep

2
(ape

+ip·x − a†pe
−ip·x)

(51)

这里我们假设了 t = 0.之所以会有 a†，是因为我们必须保证 KG场算符是厄米的. 可以验证 KG场的等时量
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子化条件确实能得到满足

[ϕ(x), π(y)] =

∫
d3p

(2π)3

∫
d3q

(2π)3

(
− i

2

)√
Eq

Ep

(
[a†−p, aq]− [ap, a

†
−q]

)
ei(p·x+q·y)

= i

∫
d3p

(2π)3

∫
d3q

(2π)3

√
Eq

Ep
δ(3)(p+ q)ei(p·x+q·y)

= i

∫
d3p

(2π)3
eip·(x−y)

= iδ(3)(x− y)

(52)

2.2 KG场的能谱，真空能

我们来考察 KG场的 Hamilton量

H =

∫
d3x

(
1

2
π2 +

1

2
∇ϕ · ∇ϕ+

1

2
m2ϕ2

)
=

1

2

∫
d3x

∫
d3p

(2π)3

∫
d3q

(2π)3
ei(p+q)x

[
− pq√

2Ep2Eq

(ap + a†−p)(aq + a†−q)

−
√
EpEq

2
(ap − a†−p)(aq − a†−q) +

m2√
2Ep2Eq

(ap + a†−p)(aq + a†−q)

]

=
1

2

∫
d3p

(2π)3

[
(ap + a†−p)(a−p + a†p)

(
m2 − p2

2Ep

)
− Ep

2
(ap − a†−p)(a−p − a†p)

]
=

1

2

∫
d3p

(2π)3
Ep(apa

†
p + a†−pa−p)

=
1

2

∫
d3p

(2π)3
Ep(apa

†
p + a†pap)

=

∫
d3p

(2π)3
Ep

(
a†pap +

1

2
[ap, a

†
p]

)

(53)

a†a正是粒子数算符，这与谐振子的 Hamilton量

HHSO =

(
a†a+

1

2

)
ω (54)

极其类似. 但是，我们注意到，[ap, a
†
p] = δ(3)(0)(2π)3，即 KG场的 Hamilton量是发散的！我们定义 KG场的

基态 |0⟩是被任意的 a湮灭的场态

ap |0⟩ = 0 (55)

则

H |0⟩ = (2π)3δ(3)(0) |0⟩ (56)

即 KG场基态的能量是发散的，KG场具有无穷大的零点能. 不过，我们无需担心，因为物理上我们关心的不
是能量的绝对数值，而是能级间距（比如，在研究跃迁时）.所以，我们可以校准使得 H |0⟩ = 0.
我们看到 KG场和谐振子系统是很类似的. 谐振子那里我们通过把升算符 a† 连续作用在 |0⟩上得到各个

能级，对 KG场也可以通过 a†p 连续作用在 |0⟩上得到粒子数不同的各种态. 对谐振子，有

[H, a†] = ωa†, [H, a] = −ωa (57)

7



对 KG场

[H, a†p] =

∫
d3q

(2π)3
ωq[a

†
qaq, ap]

=

∫
d3q

(2π)3
ωq

(
a†q[aq, ap] + [a†q, ap]aq

)
=

∫
d3q

(2π)3
ωq(2π)

3δ(3)(q− p)aq

= ωpap

(58)

[H, ap] = −ωpap (59)

单粒子态定义为

|p⟩ = a†p |0⟩ (60)

它对应一个动量为 p的粒子. 因为
Ha†p |0⟩ = a†pH |0⟩+ [H, a†p] |0⟩

= ωpa
†
p |0⟩

(61)

所以 a†p |0⟩是能量本征态，其能量为 Ep. 双粒子态为 (a†p)
2 |0⟩，这对应两个动量为 p，也可以是 a†pa

†
q |0⟩，对

应着有两个粒子，其中一个的动量为 p而另一个为 q.由

Ha†pa
†
q |0⟩ = [H, a†p]a

†
q |0⟩+ a†pHa

†
q |0⟩

= [H, a†p]a
†
q |0⟩+ a†p[H, a

†
q] |0⟩

= Epa
†
pa

†
q |0⟩+ Eqa

†
pa

†
q |0⟩

= (Ep + Eq)a
†
pa

†
q |0⟩

(62)

即 a†pa
†
q |0⟩是能量为 Ep + Eq 的本征态. n粒子态类似.
场的动量

P = −
∫

d3xπ(x)∇ϕ(x) =
∫

d3p

(2π)3
pa†pap (63)

可以验证

[P, a†p] = pa†p, [P, ap] = −pap (64)

并且可以知道粒子态同时也是动量本征态，即

Pa†p |0⟩ = pa†p |0⟩ (65)

P(a†p1
)(a†p2

) · · · (a†pn
) |0⟩ = (p1 + p2 + · · ·+ pn)(a

†
p1
)(a†p2

) · · · (a†pn
) |0⟩ (66)

我们知道，a†p1
a†p2

|0⟩对应第一个粒子动量为 p1而第二个粒子的动量为 p2的态，a†p2
a†p1

|0⟩对应第一个
粒子动量为 p2 而第二个粒子的动量为 p1 的态，由 [a†p1

, a†p2
] = 0可知这两个态是相同的，这就是 Bose子的

Bose-Einstein统计. 另外，(a†p)
n ̸= 0，说明可以有宏观数目的粒子凝聚在同一个态上，这就是 BEC.

从 ⟨0|apa†q |0⟩ = ⟨0| a†qap |0⟩ + ⟨0| [ap, a†q] |0⟩ = (2π)3δ(3)(p − q)可以看到，a†p |0⟩还没有被合理地归一
化，因为 (2π)3δ(3)(p−q)不是 Lorentz不变的. 要构造一个归一化的粒子态，我们先考察 (2π)3δ(3)(p−q)在

8



Lorentz变换下的行为. 不妨设进行了一个 z方向上的 boost，则 p′z = γ(pz + βE), E′ = γ(E + βpz). 从而

δ(3)(p′ − q′) = δ(p′z − q′z) =
δ(pz − qz)

dp′
z

dpz

⇒ γ

(
1 + β

dE

dpz

)
δ(p′z − q′z) = δ(pz − qz)

⇒ γ

(
1 +

βpz
E

)
δ(p′z − q′z) = δ(pz − qz)

⇒ E′δ(p′z − q′z) = Eδ(pz − qz)

⇒ E′δ(3)(p′ − q′) = Eδ(3)(p− q)

(67)

即 Eδ(3)(p− q)是一个 Lorentz不变量. 于是，我们应当把粒子态定义为

|p⟩ =
√

2Epa
†
p |0⟩ (68)

归一化条件为
⟨p1|p2⟩ =

√
2Ep12Ep2 ⟨0| ap1a

†
p2

|0⟩

=
√

2Ep1
2Ep2

⟨0| [ap1 , a
†
p2
] |0⟩

= 2Ep1(2π)
3δ(3)(p1 − p2)

(69)

是 Lorentz不变的.
我们来看一看 ϕ(x)的物理意义. 把它作用在真空上

ϕ(x) |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
1√
2Ep

(ape
ipx + a†pe

−ipx) |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
1

2Ep
e−ip·x |p⟩ (70)

与非相对论性量子力学中的

|x⟩ =
∫

d3p

(2π)3
eipx |p⟩ (71)

对比，可以把 ϕ(x) |0⟩诠释为 x处有一个粒子. 当然，在量子场论中，x只是自由度，永远不是力学量算符，

并没有 |x⟩的概念. 考察

⟨0|ϕ(x) |p⟩ = ⟨0|
∫

d3q

(2π)3
1√
2Eq

(aqe
+iqx + a†qe

−iqx)
√
2Eqa

†
q |0⟩ = eipx (72)

与 ⟨x|p⟩ = eipx 类似.

3 因果律

3.1 Heisenberg绘景

截至目前，我们考虑的都是 t = 0等时的情况，但是我们需要研究时间演化的问题. 为此，我们应当采用
Heisenberg绘景

OH(t,x) = eiHtOS(t,x)e
−iHt = eiHtOS(t = 0,x)e−iHt (73)

算符的对易子 [AH , BH ] =
[
eiHtAe−iHt, eiHtBe−iHt

]
= eiHt[A,B]e−iHt. ϕ和 π 的对易子要么是 0要么

是 δ(3)，都是 c-数，所以 Heisenberg绘景下场和动量的等时对易关系都保持不变. H 和 e−iHt 对易从而不随

时间演化. 此外，由于 eiHtϕ2(x)e−iHt = eiHtϕ(x)e−iHteiHtϕ(x)e−iHt = ϕ2(x, t)，H 可以用 t时刻的场及动

量表示. 算符的演化方程
i
∂

∂t
OH = [OH ,H] (74)

9



t时刻的场为

ϕH(x) = ϕ(x, t) = eiHtϕ(x)e−iHt (75)

场的时间演化

i
∂

∂t
ϕ(x) = [ϕ(x, t),H]

=

[
ϕ(x, t),

∫
d3x′

{
1

2
π2(x′, t) +

1

2
[∇ϕ(x′, t)]

2 − 1

2
m2ϕ2(x′, t)

}]
=

∫
d3x′iδ(3)(x− x′)π(x′, t)

= iπ(x, t)

(76)

同理可证

i
∂

∂t
π(x, t) = [π(x, t),H] = i(∇2 −m2)ϕ(x, t) (77)

由此可以导出
∂2

∂t2
ϕ(x) =

∂

∂t
π(x) = (∇2 −m2)ϕ(x) (78)

即

(□+m2)ϕ(x) = 0 (79)

由
ϕ(x, t) = eiHtϕ(x)e−iHt

= eiHt

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(ape
+ipx + a†pe

−ipx)e−iHt

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

[ap(t)e
+ipx + a†p(t)e

−ipx]

(80)

可见 t时刻的场可以用 t时刻的升降算子表示，对动量也是这样. 我们来研究升降算子随时间的演化
d

dt
ap(t) = ieiHtHape

−iHt − ieiHtapHe
−iHt

= ieiHt[H, ap]e
−iHt

= −iEpap(t)

(81)

加上初值条件 ap(0) = ap，解这个微分方程得

ap(t) = ape
−iEpt (82)

同理可得

a†p(t) = a†pe
+iEpt (83)

所以
ϕ(x) = ϕ(x, t)

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

[ap(t)e
+ipx + a†p(t)e

−ipx]

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(ape
−iEpte+ipx + a†pe

+iEpte−ipx)

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

(ape
−ipx + a†pe

+ipx)

∣∣∣∣
p=(Ep,p)

(84)
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进而

π(x) =
∂

∂t
ϕ(x) = −i

∫
d3p

(2π)3

√
Ep

2
(ape

−ipx + a†pe
+ipx)

∣∣∣∣
p=(Ep,p)

(85)

时间演化可以看作时间平移，与之类似，可以考虑空间平移变换. 从

∇(e−iPxape
+iPx) = −iPe−iPxape

+iPx + e−iPxap(+iP)e−iPx

= −ie−iPx(Pap − apP)e+iPx

= ie−iPxpape
+iPx

(86)

以及边值条件
(
e−iPxape

+iPx
) ∣∣∣∣

x=0

= ap 可得

e−iPxape
+iPx = ape

+ipx (87)

同理有

e−iPxa†pe
+iPx = a†pe

−ipx (88)

从而

ϕ(x) = e−iPxϕ(0)e+iPx (89)

如果记时空平移算符 P = (H,P)，则

ϕ(x) = e−iPxϕ(0)eiPx (90)

3.2 两点关联函数

首先，⟨0|ϕ(x) |0⟩ = 0，其物理意义即，虽然真空是涨落的，但其期望为 0. 然后我们重点考虑两点关联
函数

D(x− y) = ⟨0|ϕ(x)ϕ(y) |0⟩ (91)

我们来计算这个量. 观察可知，ϕ(x)ϕ(y)展开后会有 aa, aa†, a†a, a†a† 四项，因为 a作用在真空上为

0，只有 aa† 项有非零贡献. 故

D(x− y) = ⟨0|ϕ(x)ϕ(y) |0⟩

=

∫
d3p

(2π)3
1√
2Ep

∫
d3q

(2π)3
1√
2Eq

e−i(px−qy) ⟨0| apa†q |0⟩

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
e−ip(x−y)

(92)

要验证这是一个 Lorentz 不变量，需要验证测度
∫

d3p
(2π)3

1
2Ep
是 Lorentz 不变的，只需注意到

∫
d3p
(2π)3

1
2Ep

=∫
d4p
(2π)4 (2π)δ(p

2 −m2)Θ(p0). 验证过程如下∫
dp0δ(p2 −m2)Θ(p0) =

∫
dp0δ[(p0)2 − Ep]Θ(p0)

=

∫
dp0

1

2Ep
[δ(p0 − Ep) + δ(p0 + Ep)]θ(p

0)

=

∫
dp0

1

2Ep
δ(p0 − Ep)

=
1

2Ep

(93)

两点关联函数是 Lorentz不变的这一点在物理上很好理解，因为真空和场在 Lorentz变换下都是不变的. 为什
么两点关联函数只依赖于 x − y 而不是 x3 sin y 这样的东西呢？这是由时空平移不变性决定的. 我们可以把
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ϕ(x)ϕ(y)写成 eipyϕ(x−y)e−ipyeipyϕ(0)e−ipy = eipyϕ(x−y)ϕ(0)e−ipy的形式，真空是平移不变的，故把 e−ipy

对 p展开，领头阶以上的项都无贡献，即 e−ipy |0⟩ = 0，从而

D(x− y) = ⟨0|ϕ(x− y)ϕ(0) |0⟩ (94)

这明显只依赖于 x− y.
若 x− y是类时间隔，可以选取一个坐标系使得 x0 − y0 = t, x− y = 0. 则

D(x− y) =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
e−iEpt

=

∫
4πp2dp

(2π)3
e−i

√
p2+m2t

2
√
p2 +m2

∼ e−imt, t→ ∞

(95)

若 x− y是类时间隔，可以选取一个坐标系使得 x0 − y0 = 0, x− y = rez . 从而

D(x− y) =

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
eipr

=
1

(2π)3

∫ ∞

0

dp

∫ π

0

dθ

∫ 2π

0

dφp2 sin θ
eipr cos θ

2
√
p2 +m2

=
1

(2π)3

∫ ∞

0

dp

∫ 1

−1

dx
eiprx

2
√
p2 +m2

(96)

r → ∞时，D(x − y) ∼ eimr，指数衰减但不为 0.这说明粒子有概率在类空的两时空点之间传播，这似乎违
背因果律.

我们需要更加严格地定义因果律. 量子力学中有意义的只是观测，所以我们把因果律定义为类空的两时
空点处的测量彼此独立. 即若设 O1(x)和 O2(y)是两时空点处的力学量算符，则

[O1(x), O2(y)] = 0 if (x− y)2 < 0 (97)

满足这样条件的算符称为 Bose型算符.我们来考察 KG场 ϕ(x)是否是 Bose型的.

[ϕ(x), ϕ(y)] =

∫
d3p

(2π)3

∫
d3q

(2π)3
1

2Ep2Eq

{
[ap, a

†
q]e

−i(px−qy) + [a†p, aq]e
+i(px−qy)

}
=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep
[e−ip(x−y) − e+ip(x−y)]

= D(x− y)−D(y − x)

(98)

如果 x−y是类空的，可以通过连续的 Lorentz变换把第二项的D(y−x)变成D(x−y)，从而 [ϕ(x), ϕ(y)] = 0.
若为类时的，则 [ϕ(x), ϕ(y)]

t→∞−→ e−imt − e+imt ̸= 0，从而两个测量之间有因果关系.
要更清楚地看到因果律会造成哪些物理效应，我们考察复的 KG理论. 对 CKG理论而言 ϕ和 ϕ∗ 是独立

的场量，且都可观测. 对易子是 c-数，从而可以插在真空中间，则

[ϕ(x), ϕ∗(y)] = ⟨0| [ϕ(x), ϕ∗(y)] |0⟩

= ⟨0|ϕ(x)ϕ∗(y) |0⟩ − ⟨0|ϕ∗(y)ϕ(x) |0⟩
(99)

因为复的 KG场不一定是厄米的，应当有两种产生湮灭算子，分别对应粒子和“反粒子”. 即 ϕ包含 a+ b†而

ϕ∗ 包含 a† + b，从而 ϕ(x)ϕ∗(y)展开后包含 aa†, ab, b†a†, b†b，真空被 a和 b化为 0，从而只有 aa† 项

有非零贡献，对 ϕ∗(y)而言则只有 bb† 项有非零贡献. 从而应当有 ⟨0| aa† |0⟩ = ⟨0| bb† |0⟩. 这说明，b† 作用在
真空上必然不为 0，即反粒子是存在的. 而且，反粒子的质量也应当与正粒子相同.
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3.3 传播子

我们接着考察 ⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩，有

⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩ =
∫

d3p

(2π)3
1

2Ep

[
e−ip(x−y) − e+ip(x−y)

]
p0=Ep

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

[
e−ip(x−y)|p0=Ep

− e−ip(x−y)|p0=−Ep

]
=

∫
d3p

(2π)3
eip(x−y) 1

2Ep

[
e−iEp(x

0−y0) − e+iEp(x
0−y0)

]
=

∫
d3p

(2π)3
eip(x−y)

∫
dp0

2πi

1

2Ep

[
e−ip0(x0−y0)

p0 − Ep
− e−ip0(x0−y0)

p0 + Ep

]

=

∫
d3p

(2π)3
eip(x−y)

∫
dp0

2πi

e−ip0(x0−y0)

(p0)2 − (p2 +m2)

=

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2
e−ip(x−y)

(100)

±Ep是两个极点，取如图(1)所示的围道，从下方封闭围道. 如果我们从上方封闭围道，则围道不包围任何奇
点，积分为 0. 所以，如果我们定义推迟传播子

DR(x− y) = ⟨0| [ϕ(x), ϕ(y)] |0⟩Θ(x0 − y0) (101)

则

DR(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2
e−ip(x−y) (102)

积分围道取决于 x0 和 y0 的大小关系. 如果 x0 > y0，就从下方封闭围道，否则就从上方封闭围道.

图 1: 推迟传播子的围道

在动量空间中，则有

D̃R(p) =
i

p2 −m2
(103)

从而 (−p2 +m2)D̃R(p) = −im，变回到坐标空间有

(□+m2)DR = −iδ(4)(x− y) (104)

可见 DR(x− y)是标量场的 Green函数.
另外一种重要的传播子是 Feynman传播子，它的定义为

DF (x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2
e−ip(x−y) (105)

但是其围道如图(2)所示. 无论我们从上方还是下方封闭围道，总有一个极点被包围，从而该积分不为 0. 我们
可以引入 Feynman’s iε prescription，则

DF (x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i

p2 −m2 + iε
e−ip(x−y) (106)
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图 2: Feynamn传播子的围道

在动量空间中

D̃F (p) =
i

p2 −m2 + iε
(107)

我们也可以引入编时算符

TO1(x)O2(y) =

O1(x)O2(y), x0 > y0

O2(y)O1(x), x0 < y0
(108)

即它把时序在前的算子放在左边. 从而

DF (x− y) = θ(x0 − y0)D(x− y) + θ(y0 − x0)D(y − x)

= θ(x0 − y0) ⟨0|ϕ(x)ϕ(y) |0⟩+ θ(y0 − x0) ⟨0|ϕ(y)ϕ(x) |0⟩

≡ ⟨0|Tϕ(x)ϕ(y) |0⟩

(109)

14


	经典场论
	符号约定
	定域场论
	对称性与守恒律

	KG场的量子化
	正则量子化条件
	KG场的能谱，真空能

	因果律
	Heisenberg绘景
	两点关联函数
	传播子


