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1 整除的基本概念与性质

1.1 整除的定义

定义 1.1. 设 a, b ∈ Z且 a ̸= 0，若存在整数 q使得

b = aq

则称 a整除 b，记作 a | b. 此时 a称为 b的因数（或约数），b称为 a的倍数. 如果不存在这样的整数 q，则称 a

不整除 b，记作 a ∤ b.

我们约定除数必须非零. 对于任意非零整数 a，总有 a | 0；而 0不作为除数，因而对任意整数 b都不写

0 | b. 整除关系仅依赖于绝对值，讨论因数时通常只取正因数.

1.2 整除的基本性质

命题 1.1. 设 a, b, c为非零整数.
1. (自反性) a | a；
2. (传递性)若 a | b且 b | c，则 a | c；
3. (线性组合)若 a | b且 a | c，则对任意整数 x, y，有 a | (bx+ cy)；

4. (乘积)若 a | b，则 a | bc；更一般地，若 a | b且 c | d，则 ac | bd；
5. 若 a | b且 b | a，则 a = ±b；

6. 若 a | b，则 (−a) | b，a | (−b)，|a| | |b|.

证明. (2)由 b = aq1, c = bq2 得 c = a(q1q2)，故 a | c.
(3)设 b = am, c = an，则 bx+ cy = a(mx+ ny)，故 a | (bx+ cy).
(4) b = aq ⇒ bc = a(qc)，故 a | bc. 若再有 d = cq′，则 bd = ac(qq′)，即 ac | bd.
(5)由 b = aq和 a = bq′ 得 a = a(qq′)，因 a ̸= 0，有 qq′ = 1，故 q = q′ = ±1，即 a = ±b.
其余性质可直接从定义得出.

评论. 性质 (3)是整除理论中极其常用的工具. 特别地，取 x = 1, y = −1就得到 a | (b− c)，即若 a整除两个

数，则必整除它们的差. 这一性质在辗转相除法中扮演核心角色.

例 1.1. 证明对任意整数 n，都有

6 | n(n+ 1)(n+ 2), 24 | n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3).

证明. 三个连续整数中必有一个是 3的倍数，并且至少有一个是偶数，所以第一式成立.
四个连续整数中恰有两个偶数，其中至少一个是 4的倍数，故其乘积含有因子 2 · 4 = 8；同时四个连续

整数中至少有一个是 3的倍数. 由于 (8, 3) = 1，该乘积被 24整除.

1.3 带余除法

带余除法是整除理论的基石，它保证了“余数”的存在性和唯一性.

定理 1.2 (带余除法). 设 a, b ∈ Z且 b ̸= 0，则存在唯一的整数 q和 r满足

a = bq + r, 0 ≤ r < |b|.

这里的 q称为不完全商，r称为最小非负余数.
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证明. 先证存在性. 不妨设 b > 0（若 b < 0，可令 b′ = −b，则存在 q, r 使 a = b′q + r = b(−q) + r，余

数范围不变）. 考虑所有形如 a − bt的整数（t ∈ Z）. 由于当 t很小时这些数为正，当 t很大时为负，集合

{ a− bt | t ∈ Z, a− bt ≥ 0 }是非空的自然数集，故有最小元. 设最小非负值为 r = a− bq，则 0 ≤ r. 若 r ≥ b，

则 r′ = a− b(q + 1) = r − b ≥ 0且 r′ < r，与 r的最小性矛盾. 因此 0 ≤ r < b.
再证唯一性. 假设

a = bq1 + r1 = bq2 + r2, 0 ≤ r1, r2 < |b|.

两式相减得 b(q1 − q2) = r2 − r1. 于是 |b| · |q1 − q2| = |r2 − r1| < |b|. 这迫使 |q1 − q2| = 0，即 q1 = q2，进而

r1 = r2.

例 1.2. 37 = 5× 7 + 2；−37 = 5× (−8) + 3（注意余数必须非负）；取 b = −5时，−37 = (−5)× 8 + 3.

带余除法中，当 r = 0时即为整除情形，因此整除关系是带余除法的特殊情形.
还有一种对称的余数表示，它在估计中很方便.

定理 1.3 (最小绝对余数). 设 a, b ∈ Z且 b ̸= 0，则存在整数 s, t使

a = bs+ t, |t| ≤ |b|
2
.

当 b为奇数时，s, t唯一；当 b为偶数且 a除以 b的最小非负余数为 |b|/2时，恰有两组表示，否则仍唯一.

证明. 先写成 a = bq + r，其中 0 ≤ r < |b|. 若 r ≤ |b|/2，取 s = q, t = r；若 r > |b|/2，取

t = r − |b|, s = q + sgn(b).

因为 b sgn(b) = |b|，仍有 a = bs + t，并且总有 |t| ≤ |b|/2. 两个允许的余数之差必须是 b 的倍数；在区间

[−|b|/2, |b|/2]内，只有两个端点同时出现时才可能不唯一，而这只发生在 |b|为偶数且最小非负余数为 |b|/2
的情形.

1.4 整数的进位制表示

利用带余除法可以证明，任何正整数在任意大于 1的整数进制下都有唯一的表示.

定理 1.4 (b进制展开). 设整数 b ≥ 2，则任一正整数 n可唯一地表示为

n = akb
k + ak−1b

k−1 + · · ·+ a1b+ a0,

其中 0 ≤ ai < b，且最高位 ak ̸= 0. 该表示称为 n的 b进制表示，记作 n = (akak−1 . . . a1a0)b.

证明. 对 n归纳. n < b时 k = 0，a0 = n. 假设 n ≥ b，由带余除法 n = bq + a0，0 ≤ a0 < b. 此时 q < n，由

归纳假设 q有 b进制表示 q = ctb
t + · · ·+ c0，则

n = b(ctb
t + · · ·+ c0) + a0 = ctb

t+1 + · · ·+ c0b+ a0.

整理即得 n的表示. 唯一性同样由带余除法每一步的唯一性递推得到.

2 最大公约数

2.1 定义与基本性质

定义 2.1. 设 a1, a2, . . . , an 是不全为零的整数. 若整数 d满足：

1. d | ai 对每个 i成立（d是公约数）；
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2. 对任意满足 c | ai（对所有 i）的整数 c，都有 c | d，
则称 d为 a1, a2, . . . , an 的最大公约数，记作 gcd(a1, a2, . . . , an)或简记为 (a1, a2, . . . , an).

根据定义，最大公约数是所有公约数在整除偏序下的“最大元”. 对于不全为零的整数，最大公约数必定
存在且至多差一个负号. 通常约定取正的那个作为 gcd的值. 规定 gcd(0, 0)无意义.

命题 2.1. 设 a, b是不全为零的整数.
1. gcd(a, b) = gcd(b, a)，gcd(a, 0) = |a|；
2. gcd(a, b) = gcd(|a|, |b|)；
3. 若 a | b，则 gcd(a, b) = |a|；
4. gcd(a, b) = gcd(a, b− a)；一般地，对任意整数 k，gcd(a, b) = gcd(a, b+ ka).

证明. (4) 设 d 是 a 与 b 的任意公约数，则 d | a，d | b，由线性组合性质 d | (b + ka). 反过来，若 d | a 且
d | (b+ ka)，则 d | [(b+ ka)− ka] = b. 因此 a, b的公约数集合与 a, b+ ka的公约数集合完全相同，最大公约

数自然也相等.

命题 2.2 (分组律与伸缩律). 设 a1, . . . , an 不全为零，m为正整数，则

gcd(a1, . . . , an) = gcd
(
gcd(a1, . . . , ai), gcd(ai+1, . . . , an)

)
,

并且

gcd(ma1, . . . ,man) = m gcd(a1, . . . , an).

若 d同时整除所有 ai，则

gcd
(a1
d
, . . . ,

an
d

)
=

gcd(a1, . . . , an)

|d|
.

证明. 分组后两边具有完全相同的公约数，故最大公约数相同. 对伸缩律，m gcd(a1, . . . , an)显然是ma1, . . . ,man

的公约数；反过来，后者的最大公约数能被m整除，除以m后是 a1, . . . , an 的公约数. 最后一个公式是伸缩
律的直接改写.

这一性质是辗转相除法的理论依据：不断用较小数去“削减”较大数，公约数集合始终不变.

2.2 辗转相除法（欧几里得算法）

辗转相除法是计算最大公约数的最古老且高效的算法.

定理 2.3 (辗转相除法). 设 a, b为正整数，且 a ≥ b. 定义序列：

a = bq1 + r1, 0 ≤ r1 < b,

b = r1q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1,

r1 = r2q3 + r3, 0 ≤ r3 < r2,

...

rk−2 = rk−1qk + rk, 0 ≤ rk < rk−1,

rk−1 = rkqk+1.

由于余数严格递减且均为非负整数，过程必然在有限步内终止（某一步余数为 0）. 最后一个非零余数 rk 就

是 gcd(a, b).
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证明. 反复应用性质 gcd(x, y) = gcd(y, x mod y)（此处 x mod y即余数）. 具体地：

gcd(a, b) = gcd(b, r1) = gcd(r1, r2) = · · · = gcd(rk−1, rk) = gcd(rk, 0) = rk.

因为 rk | rk−1 且由倒数第二个等式 rk 整除前面的余数，最终 rk 整除 a和 b，且任何公约数也整除 rk.

例 2.1. 求 gcd(252, 105)：

252 = 105× 2 + 42,

105 = 42× 2 + 21,

42 = 21× 2 + 0.

故 gcd(252, 105) = 21.

2.3 裴蜀定理与扩展欧几里得算法

最大公约数可以表示为原来两数的整数线性组合.

定理 2.4 (裴蜀定理). 设 a, b是不全为零的整数，则存在整数 x, y使得

gcd(a, b) = ax+ by.

证明. 考虑集合 S = {ax + by | x, y ∈ Z}. 易见 S 对加法和整数乘法封闭. 由于 a, b不全为零，取其中一个非

零数并在必要时改变符号，便知 S 中含有正整数. 令 d为 S 中的最小正整数，并设 d = ax0 + by0.
先证 d是公约数. 对 a用带余除法：a = dq + r, 0 ≤ r < d. 则

r = a− dq = a− (ax0 + by0)q = a(1− qx0) + b(−qy0) ∈ S.

由于 0 ≤ r < d且 d是 S 中最小正整数，只能 r = 0，故 d | a. 同理 d | b. 因此 d是公约数.
再证最大性. 设 c是 a, b的任一公约数，则 c | a，c | b，于是 c | (ax0 + by0) = d，从而 |c| ≤ d. 所以 d是

最大公约数.

将辗转相除的过程反向代入，就能求出 x, y的具体值，这一方法称为扩展欧几里得算法. 其递推形式如下
设 r0 = a, r1 = b，并记录组合系数：令 x0 = 1, y0 = 0（即 r0 = a ·1+b ·0），x1 = 0, y1 = 1（r1 = a ·0+b ·1）

. 对 i ≥ 1，做除法 ri−1 = riqi + ri+1，则

ri+1 = ri−1 − riqi

= (axi−1 + byi−1)− (axi + byi)qi

= a(xi−1 − qixi) + b(yi−1 − qiyi).

于是可令 xi+1 = xi−1 − qixi，yi+1 = yi−1 − qiyi. 当算至 rk+1 = 0时，rk 即为 gcd，对应的 (xk, yk)即为所

求系数.

例 2.2. 求整数 x, y使得 252x+ 105y = gcd(252, 105) = 21. 由前面辗转相除过程：

252 = 105× 2 + 42 ⇒ 42 = 252− 105× 2,

105 = 42× 2 + 21 ⇒ 21 = 105− 42× 2.

回代：

21 = 105− (252− 105× 2)× 2 = 252× (−2) + 105× 5.

故得一组解 (x, y) = (−2, 5). 扩展算法递推可得同样结果.
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2.4 互素

定义 2.2. 若 gcd(a, b) = 1，则称 a与 b互素（或互质）.

由裴蜀定理立即得到互素的等价刻画：

推论. a, b互素 ⇐⇒ 存在整数 x, y使得 ax+ by = 1.

互素具有许多重要性质：

命题 2.5. 设 a, b, c为非零整数.
1. 若 gcd(a, b) = 1且 a | bc，则 a | c.
2. 若 gcd(a, b) = 1，则 gcd(a, bc) = gcd(a, c).
3. 若 gcd(a, b) = 1且 a | c, b | c，则 ab | c.
4. 若 gcd(a, b) = 1，则 gcd(an, bn) = 1对任意正整数 n成立.
5. 若 gcd(a, b) = 1，则 gcd(ab, c) = gcd(a, c) gcd(b, c).

证明. (1)由 ax+ by = 1两边乘 c得 acx+ bcy = c. 已知 a | acx且 a | bcy，故 a | c.
(2)设 d = gcd(a, bc)，则 d | a. 又 d | bc，因 gcd(d, b)可能不为 1，需稍细致：由 gcd(a, b) = 1及 d | a得

gcd(d, b) = 1. 结合 d | bc，用 (1)得 d | c. 于是 d | gcd(a, c). 反过来，gcd(a, c)显然整除 a和 bc，故整除 d. 因
此两者相等.

(3)因 a | c，设 c = ak. 由 b | ak及 gcd(a, b) = 1，用 (1)得 b | k，故 k = bt，从而 c = abt，即 ab | c.
(4)若某个素数同时整除 an 与 bn，由素数整除乘积的性质可知它同时整除 a与 b，与互素矛盾.
(5)记 d1 = gcd(a, c)，写成 a = d1a1, c = d1c1，则 gcd(a1, c1) = 1. 由伸缩律和 (2)，

gcd(ab, c) = d1 gcd(a1b, c1) = d1 gcd(b, c1).

又因 d1 | a且 gcd(a, b) = 1，所以 gcd(d1, b) = 1；再用 (2)得 gcd(b, c) = gcd(b, d1c1) = gcd(b, c1). 故上式等
于 gcd(a, c) gcd(b, c).

2.5 多个整数的最大公约数

对于 n个不全为零的整数 a1, a2, . . . , an，可以递归定义：

gcd(a1, . . . , an) = gcd(gcd(a1, . . . , an−1), an).

容易证明此定义与顺序无关，且裴蜀定理推广为：存在整数 x1, . . . , xn 使得

gcd(a1, . . . , an) = a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn.

应区分两个概念：gcd(a1, . . . , an) = 1只表示这些数整体互素；若任意 i ̸= j 都有 gcd(ai, aj) = 1，则称

它们两两互素. 两两互素必推出整体互素，反之不成立. 例如 6, 10, 15的最大公约数为 1，但任意两数都不互

素.

3 最小公倍数

定义 3.1. 设 a1, a2, . . . , an 为非零整数. 若整数m满足：

1. ai | m对每个 i成立（m是公倍数）；

2. 对任意满足 ai | m′（对所有 i）的整数m′，都有m | m′，
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则称m为 a1, a2, . . . , an 的最小公倍数，记作 lcm(a1, . . . , an)或 [a1, . . . , an].

与最大公约数类似，最小公倍数也是所有公倍数在整除偏序下的“最小元”，且通常取正值.

命题 3.1 (最小公倍数的基本运算律). 任一公倍数都被最小公倍数整除. 对正整数m，有

lcm(ma1, . . . ,man) = m lcm(a1, . . . , an),

并且

lcm(a1, . . . , an) = lcm
(
lcm(a1, . . . , ai), lcm(ai+1, . . . , an)

)
.

若非零整数 d同时整除所有 ai，则还有

lcm
(a1
d
, . . . ,

an
d

)
=

lcm(a1, . . . , an)

|d|
.

证明. 第一句就是最小公倍数定义中的整除极小性. 伸缩律可分别证明两边互相整除；分组律则因为两边恰好
具有相同的公倍数集合. 最后一个公式是伸缩律的直接改写.

定理 3.2 (最大公约数与最小公倍数的关系). 对任意两个正整数 a, b，有

gcd(a, b) · lcm(a, b) = ab.

证明. 设 d = gcd(a, b)，并记 a = da1, b = db1，其中 gcd(a1, b1) = 1. 则任何公倍数 m 需满足 da1 | m 和
db1 | m，等价于 a1 | m

d
且 b1 | m

d
. 由互素性质 (3)，这又等价于 a1b1 | m

d
，即 da1b1 | m. 因此最小正公倍数

就是 da1b1 =
ab

d
. 公式得证.

对于多个整数，通常递归使用

lcm(a1, . . . , an) = lcm
(
lcm(a1, . . . , an−1), an

)
,

或在得到标准分解后逐个取素因子指数的最大值. 一般不能把多个数的最小公倍数直接写成“乘积除以最大
公约数”.

4 素数及算术基本定理

4.1 素数、合数

定义 4.1. 大于 1且正因数只有 1和自身的整数称为素数（质数）. 大于 1又不是素数的整数称为合数. 整数 1

既不是素数也不是合数.

定理 4.1 (最小素因子与试除界). 设整数 n > 1. 在 n的所有大于 1的正因数中，最小者必为素数；若 n为合

数，则这个最小素因子不超过
√
n. 因此，判断 n是否为素数，只需试除所有不超过

√
n的素数.

证明. 令 d > 1为 n的最小正因数. 若 d = uv为合数分解，其中 1 < u < d，则 u | n，与 d的最小性矛盾，所

以 d为素数. 若 n为合数，写成 n = dq；q > 1也是 n的因数，故 q ≥ d，于是 n = dq ≥ d2，即 d ≤
√
n.

例 4.1. 判断 103是否为素数. 因为
√
103 < 11，只需试除 2, 3, 5, 7. 它均不能被这些素数整除，所以 103是素

数.
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4.2 素数的基本性质

命题 4.2. 设 p为素数.
1. 若 p | ab，则 p | a或 p | b.
2. 更一般地，若 p | a1a2 · · · ak，则 p整除其中至少一个 ai.

证明. (1)若 p ∤ a，因为 p是素数，其正因数只有 1和 p，故 gcd(p, a) = 1. 由互素性质，p | b. (2)为 (1)的简
单归纳.

这一性质是唯一分解定理的基础.

4.3 算术基本定理

定理 4.3 (算术基本定理). 任何大于 1的整数 n都可以唯一地（在不计顺序的意义下）表示为素数的乘积：

n = pe11 pe22 · · · pekk ,

其中 p1 < p2 < · · · < pk 是素数，ei ≥ 1. 这种表示称为 n的标准分解式.

证明. 存在性：对 n ≥ 2用强归纳法. 若 n是素数，结论成立. 若 n是合数，则存在分解 n = ab，1 < a, b < n.
由归纳假设，a, b均可分解为素数乘积，相乘即得 n的素因子分解.

唯一性：假设有两种分解
n = p1p2 · · · pr = q1q2 · · · qs,

其中每个 pi, qj 均为素数（允许重复，尚未排幂次）. 考虑 p1，它整除右边乘积 q1q2 · · · qs，由性质 4.2，存在
某个 qj 使得 p1 | qj，但 qj 也是素数，故 p1 = qj . 将等式两边消去这个公共素因子，得到

p2 · · · pr = q1 · · · qj−1qj+1 · · · qs.

对长度进行归纳（或继续此操作），最终可证两边的素因子集合及重数完全一致. 整理成幂形式即得唯一性.

例 4.2. 60 = 22 · 3 · 5，1001 = 7 · 11 · 13.

推论. 设 n =
∏

peii ，则 n 的正因数均可表示为
∏

pfii ，其中 0 ≤ fi ≤ ei. 由此可知 n 的正因数个数为∏
(ei + 1).

推论 (用素因子指数计算最大公约数与最小公倍数). 把 a, b > 0中出现的全部素数统一记为 p1, . . . , ps，允许

指数为 0：

a =

s∏
i=1

pαi
i , b =

s∏
i=1

pβi

i .

则

gcd(a, b) =

s∏
i=1

p
min(αi,βi)
i , lcm(a, b) =

s∏
i=1

p
max(αi,βi)
i .

这也立即给出 gcd(a, b) lcm(a, b) = ab.

证明. 一个整数同时整除 a, b，当且仅当它在每个 pi 上的指数不超过 min(αi, βi)；一个整数同时为 a, b的倍

数，当且仅当其指数不小于 max(αi, βi). 再利用 min(u, v) + max(u, v) = u+ v即得最后的乘积公式.

例 4.3. 若整数 a, b, c满足 a2 + b2 = c2，证明 6 | ab.
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证明. 平方数除以 4的余数只能是 0或 1. 若 a, b都是奇数，则 a2 + b2除以 4余 2，不可能等于平方数 c2，故

2 | ab. 同理，平方数除以 3的余数只能是 0或 1；若 3 ∤ a且 3 ∤ b，则 a2 + b2除以 3余 2，仍不可能为平方数，

所以 3 | ab. 由 gcd(2, 3) = 1得 6 | ab.

4.4 素数有无穷多个

定理 4.4 (欧几里得). 素数有无穷多个.

证明. 假设只有有限个素数 p1, p2, . . . , pk. 考虑整数

N = p1p2 · · · pk + 1.

N > 1，故必有素因子 p. p 不能是 p1, . . . , pk 中的任何一个，因为若 p = pi，则 p | (p1 · · · pk)，从而 p |
(N − p1 · · · pk) = 1，矛盾. 因此存在新的素数，与假设矛盾.

5 取整函数与阶乘的分解

5.1 取整函数

对实数 x，记 ⌊x⌋为不超过 x的最大整数，{x} = x− ⌊x⌋为小数部分.

命题 5.1. 1. ⌊x⌋ ≤ x < ⌊x⌋+ 1；

2. 若 n ∈ Z，则 ⌊x+ n⌋ = ⌊x⌋+ n；

3. ⌊x+ y⌋ = ⌊x⌋+ ⌊y⌋或 ⌊x⌋+ ⌊y⌋+ 1；更准确地，后一种情形当且仅当 {x}+ {y} ≥ 1；

4. 对正整数m，
⌊
⌊x⌋
m

⌋
=

⌊ x

m

⌋
；

5. 若 x是整数，则 ⌊−x⌋ = −⌊x⌋；否则 ⌊−x⌋ = −⌊x⌋ − 1；

6. −⌊−x⌋是不小于 x的最小整数（向上取整）.

引理 5.2 (倍数计数). 设 x > 0为实数，a为正整数，则不超过 x且能被 a整除的正整数共有⌊x
a

⌋
个.

证明. 这些正整数依次为 a, 2a, . . . , ⌊x/a⌋a；下一项 (⌊x/a⌋+ 1)a > x，故计数准确.

5.2 阶乘的素因数分解

阶乘 n! = 1 · 2 · 3 · · ·n的标准分解中各个素数的指数可以用取整函数精确表达.

定理 5.3 (勒让德定理). 设 p为素数，n为正整数. 则 n!中素因数 p的指数为

vp(n!) =

∞∑
k=1

⌊
n

pk

⌋
.

该和式实际上是有限项，因为当 pk > n时项为 0.

证明. 在 1到 n中，p的倍数有 ⌊n/p⌋个，每个至少贡献一个因子 p. p2的倍数有 ⌊n/p2⌋个，它们在前一步已
计入一次，但还额外再贡献一个 p；p3 的倍数再额外贡献一个，以此类推. 总指数即为上述求和.
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例 5.1. 求 10!中素因子 2和 5的指数.

v2(10!) =

⌊
10

2

⌋
+

⌊
10

4

⌋
+

⌊
10

8

⌋
= 5 + 2 + 1 = 8,

v5(10!) =

⌊
10

5

⌋
= 2.

因此 10! = 28 · 34 · 52 · 7，末尾恰好有两个零.

例 5.2. 求 100!中素因子 3的指数. 由勒让德定理，

v3(100!) =

⌊
100

3

⌋
+

⌊
100

9

⌋
+

⌊
100

27

⌋
+

⌊
100

81

⌋
= 33 + 11 + 3 + 1 = 48.

例 5.3. 2000!的十进制表示末尾有多少个零？每个末尾零对应一个因子 10 = 2 · 5，而阶乘中因子 2多于因子

5，所以只需求 v5(2000!)：

v5(2000!) =

⌊
2000

5

⌋
+

⌊
2000

25

⌋
+

⌊
2000

125

⌋
+

⌊
2000

625

⌋
= 400 + 80 + 16 + 3 = 499.

故末尾恰有 499个零.

例 5.4. 证明对任意正整数 n，

gcd
(
n! + 1, (n+ 1)! + 1

)
= 1.

若 d是括号内两数的公约数，则

d |
(
(n+ 1)! + 1− (n+ 1)(n! + 1)

)
= −n.

于是 d | n，从而 d | n!. 结合 d | n! + 1得 d | 1，故最大公约数为 1.

5.3 组合数的整性与费马小定理

定理 5.4 (组合数与多项式系数的整性). 设 a, k为非负整数，则(
a+ k

k

)
=

(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ k)

k!

是整数. 更一般地，若 n = r1 + · · ·+ rs 且 ri ≥ 0，则多项式系数(
n

r1, . . . , rs

)
=

n!

r1! · · · rs!
也是整数.

证明. 对任意素数 p，勒让德公式与 ⌊u+ v⌋ ≥ ⌊u⌋+ ⌊v⌋给出

vp((a+ k)!) ≥ vp(a!) + vp(k!).

所以分母中每个素因子的指数都不超过分子中的指数，第一式为整数. 对多个 ri 重复同一论证即可得到多项

式系数的整性.

推论. 若 p为素数且 1 ≤ i ≤ p− 1，则

p |
(
p

i

)
.

更一般地，若 p = r1 + · · ·+ rs 且每个 ri < p，则 p整除
(

p

r1, . . . , rs

)
.

证明. 相应系数是整数；其分子含有一个因子 p，而分母中的各阶乘都不含因子 p，故约分后仍保留因子 p.

下文采用同余记号：对正整数m，a ≡ b (mod m)表示m | (a− b).
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定理 5.5 (费马小定理). 若 p为素数，则对任意整数 x，

xp ≡ x (mod p),

即 p | (xp − x).

证明. 先对 x ≥ 0归纳. x = 0时显然成立；若对 x成立，则由二项式定理

(x+ 1)p − (x+ 1) = xp − x+

p−1∑
i=1

(
p

i

)
xi,

右端每一项都被 p整除，故结论对 x+1成立. 任意负整数与某个非负整数模 p同余，代入整系数多项式Xp−X

后同余关系保持，故结论对所有整数成立.

例 5.5. 证明对任意整数 n，都有 30 | (n5 − n). 由费马小定理，

n5 ≡ n (mod 5).

又因为 n2 ≡ n (mod 2)，所以 n5 ≡ n (mod 2)；而 n3 ≡ n (mod 3)，继而 n5 ≡ n3 ≡ n (mod 3). 因此 2, 3, 5

都整除 n5 − n. 三者两两互素，故 30 = 2 · 3 · 5整除 n5 − n.

6 线性丢番图方程

6.1 二元一次不定方程

考虑方程

ax+ by = c, (1)

其中 a, b, c为整数，且 a, b不全为零.

定理 6.1. 方程 (1)有整数解的充分必要条件是 gcd(a, b) | c.

证明. 记 d = gcd(a, b).
必要性：若解存在，则 d | a, d | b蕴涵 d | (ax+ by) = c.
充分性：设 d | c，令 c = dc1. 由裴蜀定理，存在 x0, y0 使得 ax0 + by0 = d. 则 (x, y) = (x0c1, y0c1)就是

原方程的一个特解.

定理 6.2 (通解公式). 设 (x0, y0)是方程 (1)的一个特解，d = gcd(a, b). 则其全部整数解由下式给出：

x = x0 +
b

d
t, y = y0 −

a

d
t, t ∈ Z.

证明. 首先，将通解代入方程：

a
(
x0 +

b

d
t
)
+ b

(
y0 −

a

d
t
)
= ax0 + by0 +

ab

d
t− ab

d
t = c,

故确实为解.
反之，若 (x, y)是任意解，与特解相减得 a(x− x0) + b(y − y0) = 0，即

a

d
(x− x0) = − b

d
(y − y0).

由于
a

d
与

b

d
互素，上式表明

b

d
| (x−x0)（否则互素性质会导致矛盾）. 设 x−x0 =

b

d
t，代入可解出 y−y0 = −a

d
t.

故所有解均具有所述形式.
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例 6.1. 求方程 252x+ 105y = 21的所有整数解. 前已求出特解 (−2, 5)，且 d = 21. 通解为

x = −2 +
105

21
t = −2 + 5t, y = 5− 252

21
t = 5− 12t, t ∈ Z.

若要求 x ≥ 0, y ≥ 0，第一式要求整数 t ≥ 1，第二式要求整数 t ≤ 0，两者不能同时成立，故无非负整数解.

例 6.2. 考察下面两个方程.
1. 15x+ 25y = 24：因为 gcd(15, 25) = 5 ∤ 24，所以无整数解.
2. 15x+ 25y = 100：约去最大公约数后得到 3x+ 5y = 20. 一组特解为 (5, 1)，故全部整数解为

x = 5 + 5t, y = 1− 3t, qquadt ∈ Z.

这里第二式中的未知量必须是 3x+ 5y；这也可由代回特解立即核对.

例 6.3. 1. 对 107x+ 37y = 25，辗转相除并回代得到

1 = 9 · 107− 26 · 37.

乘以 25后再调整参数，可取较小特解 (x0, y0) = (3,−8). 因此通解为

x = 3 + 37t, qquady = −8− 107t, qquadt ∈ Z.

2. 对 306x− 360y = 630，有 gcd(306, 360) = 54，但 54 ∤ 630，所以无整数解.

6.2 多元一次不定方程

考虑方程

a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn = c,

有整数解的充要条件是 gcd(a1, a2, . . . , an) | c. 求解方法可采用“逐步消元”：设 d1 = a1, d2 = gcd(d1, a2), . . . ,
dn = gcd(dn−1, an) = gcd(a1, a2, . . . , an). 逐步求解中间方程：

a1x1 + a2x2 = d2t2, d2t2 + a3x3 = d3t3, . . .

最终得到用参数表示的通解.

7 其它

7.1 常用整除判别法及其原理

下面以十进制为例，N = akak−1 · · · a1a010 =

k∑
i=0

ai10
i. 利用同余思想（本质仍是整除）可得：

• 被 2或 5整除： 10 ≡ 0 (mod 2)和 (mod 5)，故 N ≡ a0 (mod 2)（或 (mod 5)）. 因此只需看末位.
• 被 3 或 9 整除： 10 ≡ 1 (mod 3)，10 ≡ 1 (mod 9)，所以 N ≡

∑
ai (mod 3)（或 (mod 9)）. 故

3 | N ⇐⇒ 数字和是 3的倍数，9同理.
• 被 4整除： 102 = 100是 4的倍数，因此 N ≡ a1a0 (mod 4). 看末两位.
• 被 8整除： 1000是 8的倍数，看末三位.
• 被 11整除： 10 ≡ −1 (mod 11)，故 10i ≡ (−1)i (mod 11). 于是

N ≡ (a0 − a1 + a2 − a3 + · · · ) (mod 11).

即奇偶位数字和的差若被 11整除，则 N 被 11整除.
• 被 6整除：等价于同时被 2和 3整除.
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• 被 7, 13的判别法：可利用 1001 = 7× 11× 13. 将 N 从右向左每三位一组，各组的交错和若被 7, 11, 13

整除，则 N 被对应素数整除.

7.2 截尾法判别 7的倍数

对于大数，还可以用截尾法：设N = 10a+ b（b为个位数字）. 若 a− 2b是 7的倍数，则N 是 7的倍数.
原因如下：

10a+ b ≡ 0 (mod 7) ⇐⇒ 10a+ b− 21b ≡ 0 (mod 7) ⇐⇒ 10(a− 2b) ≡ 0 (mod 7).

因为 gcd(10, 7) = 1，可消去 10，等价于 a− 2b ≡ 0 (mod 7). 反复应用即可简化.

7.3 完全数与梅森素数

定义 7.1. 若正整数 n的所有正因数之和（不含自身）等于 n，即 σ(n) = 2n，则称 n为完全数.

定理 7.1. 若 2p − 1为素数（称为梅森素数），则 n = 2p−1(2p − 1)是偶完全数. 反之，所有偶完全数都具有此
形式（逆定理属于欧拉）.

充分性证明. 设Mp = 2p − 1为素数，则 n = 2p−1Mp 且 gcd(2p−1,Mp) = 1. 由积性，

σ(n) = σ(2p−1)σ(Mp) = (2p − 1) · (Mp + 1) = (2p − 1) · 2p = 2 · 2p−1(2p − 1) = 2n.

故 n为完全数. 第一个偶完全数是 p = 2时的 6，随后有 28, 496, 8128等.

目前已知的完全数均为偶数，是否存在奇完全数是数论未解之谜.

7.4 费马数

定义 7.2. 费马数定义为 Fn = 22
n

+ 1，n ≥ 0.

前几个费马数：F0 = 3, F1 = 5, F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65537，它们都是素数. 费马曾猜想所有费马数
均为素数，但欧拉发现 F5 = 4294967297 = 641× 6700417是合数.

费马数具有优美的递推性质：

Fn = F0F1 · · ·Fn−1 + 2.

由此可证任意两个不同的费马数互素.

证明. 设 m < n，则 Fn − 2 = F0F1 · · ·Fn−1. 因此 Fm | (Fn − 2). 若 d 是 Fm 与 Fn 的公约数，则 d 整除

Fn − (Fn − 2) = 2. 而费马数均为奇数，故 d = 1.

这一性质也被用来证明素数有无穷多个（因每个费马数的素因子各不相同）.

7.5 形如 4k + 3的素数有无穷多个

利用整除理论可以证明某些等差数列中包含无穷多素数. 一个经典例子：

定理 7.2. 存在无穷多个形如 4k + 3的素数.
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证明. 假设只有有限个这样的素数 p1, p2, . . . , pr. 考虑

N = 4p1p2 · · · pr − 1 = 4(p1p2 · · · pr)− 1.

N 是一个形如 4m− 1（即 4k + 3）的整数. N 必有一个形如 4k + 3的素因子：若所有素因子都是 4k + 1型，

则乘积也是 4k+ 1，矛盾. 设该素因子为 p，则 p必定等于某个 pi. 但 p | N 且 p | 4p1 · · · pr，于是 p | 1，矛盾.
故存在新的 4k + 3型素数.

7.6 用整除理论证明某些数为无理数

整除理论可以给出经典的无理数证明.

例 7.1. 证明
√
2是无理数.

证明. 假设
√
2 =

m

n
，其中m,n为正整数且互素. 两边平方得m2 = 2n2. 于是 2 | m2，由素数性质 2 | m. 设

m = 2k，代入得 4k2 = 2n2，即 n2 = 2k2，所以 2 | n2，从而 2 | n. 这与 gcd(m,n) = 1矛盾.

类似方法可证
√
p（p素数）均为无理数.

15


	整除的基本概念与性质
	整除的定义
	整除的基本性质
	带余除法
	整数的进位制表示

	最大公约数
	定义与基本性质
	辗转相除法（欧几里得算法）
	裴蜀定理与扩展欧几里得算法
	互素
	多个整数的最大公约数

	最小公倍数
	素数及算术基本定理
	素数、合数
	素数的基本性质
	算术基本定理
	素数有无穷多个

	取整函数与阶乘的分解
	取整函数
	阶乘的素因数分解
	组合数的整性与费马小定理

	线性丢番图方程
	二元一次不定方程
	多元一次不定方程

	其它
	常用整除判别法及其原理
	截尾法判别 7 的倍数
	完全数与梅森素数
	费马数
	形如 4k+3 的素数有无穷多个
	用整除理论证明某些数为无理数


