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1 经典场论

1.1 电磁场类比

电磁场的 Lagrange量是
Lem = −1

4
FµνF

µν (1)

根据 Noether定理给出的守恒流

θµνem = − ∂Lem

∂(∂µAρ)
∂νAρ + ηµνLem = Fµρ∂νAρ −

1

4
ηµνF 2 (2)

考虑规范变换

Aµ −→ Aµ − ∂µθ (3)

它不改变电磁场 Fµν，因而不改变可观测量. 在规范变换下

θµνem −→ θµνem − Fµρ∂ν∂ρθ (4)

这样定义的电磁场的能量密度 θ00 不是规范不变的，这意味着同样的电磁场却会有不同的能量密度，这不合

理. 为了解决这个问题，重写

θµνem = Fµρ(∂νAρ − ∂ρA
ν + ∂ρA

ν)− 1

4
ηµνF 2

=

(
FµρF ν

ρ − 1

4
ηµνF 2

)
+ Fµρ∂ρA

ν

=

(
FµρF ν

ρ − 1

4
ηµνF 2

)
+ ∂ρ(F

µρAν)

(5)

定义 Tµν
em = FµρF ν

ρ − 1
4η

µνF 2, Cρµν = FµρAν，则

θµνem = Tµν
em + ∂ρC

ρµν (6)

现在 Tµν
em 是一个规范不变的量，它的 00分量给出能量密度

T 00
em(x) =

1

2
(E2 +B2) (7)

我们直接扔掉了非规范不变项 ∂µC
ρµν，这样做的合理性基于以下考量

• 因为 ∂µ∂ρC
ρµν = 0，所以 θµνem 守恒和 Tµν

em 守恒是一致的；

• 因为 C00ν = F 00Aν = 0，θµνem 和 Tµν
em 的 Noether荷相差∫

V

d3x ∂ρC
ρ0ν =

∫
V

d3x ∂iC
i0ν (8)

这是散度的空间积分，只要 C 在 V 的边界减小得足够快，这个积分就等于 0，从而用 θµνem和 Tµν
em 计算

的 Noether荷 P ν 是相同的.
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这个例子给我们的启示是，Noether定理给出的能动张量未必是一个物理上的可观测量. 它的平均值，才
能无模糊地给出能量密度，即

⟨θ00em⟩ = ⟨T 00
em⟩ =

1

2
⟨E2 +B2⟩ (9)

1.2 引力波的能动张量

现在我们考虑一个引力波波包，它的约化波长在 λ̄附近. 根据前面的讨论，Noether定理，在一个尺度
L≫ λ̄的盒子里，我们可以计算引力波的平均能量

tµν =

〈
− ∂L
∂(∂µhαβ)

∂νhαβ + ηµνL
〉

(10)

而当我们问引力波的定域能量动量密度是多少时，Noether定理给出的答案是模糊的. 这一点不难料到，在引
力波的几何分析中我们就已经知道，引力波的能动张量必须表示为几个约化波长或几个周期尺度上的平均，

因为要研究引力波对背景时空的影响，我们必须对场方程作粗粒化.
要计算(10)，我们必须得求出支配 hµν 动力学的 L，也就必须要把引力场作用量展开到 hµν 的二阶项. 引

力场的作用量是

SE =
c3

16πG

∫
d4x

√
−g R (11)

经过计算

SE = − c3

64πG

∫
d4x(∂µhαβ∂

µhαβ − ∂µh∂
µh+ 2∂µh

µν∂νh− 2∂µh
µν∂ρh

ρ
ν) (12)

对应的 Lagrange量密度是

L = − c3

64πG
(∂µhαβ∂

µhαβ − ∂µh∂
µh+ 2∂µh

µν∂νh− 2∂µh
µν∂ρh

ρ
ν) (13)

我们来计算 ∂L
∂(∂µhαβ)

，第二、三、四项都会给出 h或 ∂µhµν 的线性项，如果我们取规范 ∂µhµν = 0, h = 0，

则这些项都不贡献. 唯一的非零贡献只来自于第一项
∂L

∂(∂µhαβ)

∣∣∣∣
∂µhµν=h=0

= − c4

32πG
∂µhαβ (14)

我们接着计算 ⟨L⟩，第二、三、四项显然不贡献. 回忆起 ⟨·⟩内部可以随便分部积分，于是第一项变成−hαβ□hαβ .
因为 □hµν = 0，所以 ⟨L⟩ = 0. 于是

tµν =
c4

32πG
⟨∂µhαβ∂νhαβ⟩ (15)

我们接着探讨引力波能量的定域性问题，也就是说，E = P 0 的诸多表达式中（它们都是某个函数的空

间积分），有没有哪个被积函数可以提升为物理可观测量，从而定义为定域的能量密度. 在电磁学中，Tµν
em =

1
2 (E

2 +B2)是很合理的选择，它既是守恒量，又是规范不变的. 对引力场就不是这样. ∂µhαβ∂νhαβ 不是规范
不变的，也找不到什么定域的规范不变的量，因为等效原理告诉我们，在任何一个点附近，总能找到一个自

由下落坐标系，使引力效应消除. 这是电磁相互作用和引力的重要区别.
但是，对电磁波和引力波，就没有太大差别，我们能观测的都只是几个波长或周期内的平均能量，这可

以从量子力学的角度加以说明. 量子力学中平面波由零质量粒子描述，考虑一群这样的自由粒子，要确定某
一时刻体积 V 内系统的能量，我们就得知道 V 里面有多少粒子. 考虑尺度小于约化波长 λ̄的体积，要确定

光子/引力子是否在体积里，我们必须把位置测量到精度 ∆x < λ̄. 由 Heisenberg不确定性原理，动量的不确
定性 ∆p > ℏ

λ，于是我们已经完全丢失了关于粒子动量的信息，也就完全丢失了能量 E = c|p|的信息. 所以，
我们没法把能量定域到比几个约化波长更小的尺度了.
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1.3 引力波的角动量

在空间转动下，对称张量 hµν 可以解耦为

• h00 和空间部分的 hii，它们在转动变换下都是标量，因此对应 0自旋场；
• h01，在转动变换下是矢量，对应 1自旋场；
• 对称无迹张量 h′ij，对应 2自旋场.

要描述引力波，我们采用 TT 规范，h0µ = 0，只剩下空间部分的对称张量 hTT
ij . 这个张量还满足无迹条件

(hTT)ii = 0和横向条件 ∂ihTT
ij = 0，于是只剩下两个自由度（三维对称张量有 6个自由度，无迹条件施加一

个约束，横向条件施加三个约束），对应自旋为 2的无质量粒子. 为了计算方便，我们把 Lagrange量取为

L = − c4

64πG
∂µh

TT
ij ∂µhTT

ij (16)

角动量是无穷小转动变换

xi −→ Rijxj , Rij = δij + ωij (17)

对应的 Noether荷. R是正交矩阵，要求 ωij = −ωji. 坐标和场量的变分

δxi = Rijxj − xi

= ωijxj

=
∑
k<l

ωkl(δikxl − δilxk)

(18)

δhTT
ij = Rk

iR
l
jh

TT
kl − hTT

ij

= ωl
jh

TT
il + ωk

i h
TT
kj

=
∑
k<l

ωkl(δikh
TT
jl − δilh

TT
jk + δjkh

TT
il − δjlh

TT
ik )

(19)

而
∂L

∂(∂0hTT
ij )

= − c4

32πG
∂0hTT

ij

= +
c3

32πG
ḣTT
ij

(20)

从而

j0kl =
c3

32πG

[
−ḣTT

ab (xk∂l − xl∂k)hTT
ab + 2ḣTT

ab (δblh
TT
ak + δalh

TT
bk )
]

(21)

角动量定义为为

J i =
1

2c
εijk

∫
d3x j0kl =

c2

32πG

∫
d3x

(
−ḣTT

ab x
k∂lhTT

ab + 2hTT
ak ḣ

TT
al

)
εikl (22)

表达式中的两项分别具有什么物理意义呢？要弄清这一点，我们考虑标量场和矢量场的角动量. 由 Noether定
理，可以算出实标量场的角动量为

J i = −εikl
∫

d3x (∂0ϕ)x
k(∂lϕ) (23)

这和(22)的第一项形式上是一致的，只是差了一个系数. 对满足 Klein-Gordon方程 □ϕ = 0的场位形，定义内

积

⟨ϕ|ϕ′⟩ = i

2

∫
d3x (ϕ∂0ϕ

′ − ϕ′∂0ϕ) (24)

通过 ∂0⟨ϕ|ϕ′⟩ = ∂0
∫
d3x(ϕ∂0ϕ

′−ϕ′∂0ϕ) =
∫
d3x(ϕ∂20ϕ

′−ϕ′∂20ϕ) =
∫
d3x(ϕ∇2ϕ′−ϕ′∇2ϕ) =

∫
d3x∇(ϕ∇ϕ′−

ϕ′∇ϕ) = 0可知内积是时间无关的，因此不难预想守恒荷可以表示为内积中间插入某个算符的形式，量子力
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学的诠释中这就是某个力学量算符的期望值. 考虑轨道角动量算子 Li = −iεiklxk∂l，则其期望

⟨ϕ|Li |ϕ⟩ = i

2

∫
d3x

[
ϕLi(∂0ϕ)− (∂0ϕ)L

iϕ
]

=
1

2
εikl

∫
d3x

[
ϕxk∂l∂0ϕ− (∂0ϕ)x

k∂lϕ
]

= −εikl
∫

d3x (∂0ϕ)x
k∂lϕ

(25)

这正是前面我们算出来的标量场的角动量

J i = ⟨ϕ|Li |ϕ⟩ (26)

对标量场而言，角动量只能是轨道角动量，没有(22)中的第二项. Maggiore的书中考虑的是矢量场，但我们这
里考虑 Dirac旋量场. 设我们的变换是绕 z 轴转动一个无穷小的角度 θ，即 δxµ = ωµνxν , ω12 = −ω21 = θ.
我们要求的是 j0 的空间积分，δx0 = 0，有

j0 =
∂L

∂(∂0ψ)
δ0ψ = iψ†δ0ψ (27)

其中 δ0ψ = ψ′(x′)− ψ(x)而

ψ′(x′) = Λ 1
2
ψ(Λ−1x)

= exp

(
− iθΣ3

2

)
ψ(xµ − ωµ

ν x
ν)

∼
(
1− iθΣ3

2

)
[ψ(x) + θ(y∂xψ − x∂yψ)]

∼ ψ(x) + θ(y∂xψ − x∂yψ)

(28)

从而

δ0ψ = −θ
(
iΣ3

2
+ x∂y − y∂x

)
ψ (29)

j0 = −iθψ†
(
iΣ3

2
+ x∂y − y∂x

)
ψ (30)

从而可以定义 z方向上的角动量

Jz =

∫
j0d3x = −iθ

∫
d3xψ†

(
iΣ3

2
+ x∂y − y∂x

)
ψ (31)

推广到任意方向

J =

∫
d3xψ†

[
x× (−i∇) +

1

2
Σ

]
ψ (32)

对满足 Dirac方程
(iγµ∂µ −m)ψ = 0

−i(∂µψ̄)γ
µ −mψ̄ = 0

(33)

的场位形，定义内积

⟨ψ|ψ′⟩ =
∫

d3xψ†ψ (34)
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则由

∂0⟨ψ|ψ′⟩ = ∂0

∫
d3xψ†ψ

=

∫
d3x

[
(∂0ψ̄)γ

0ψ + ψ̄γ0(∂0ψ)
]

=

∫
d3x

[
−(∂iψ̄ γ

i + imψ̄)ψ + ψ̄(−γi∂iψ − imψ)
]

=

∫
d3x

[
(∂iψ̄)γ

iψ + ψ̄γi(∂iψ)
]

=

∫
d3x ∂i(ψ̄γ

iψ)

= 0

(35)

可知标量积是守恒的. 所以(32)中的第一项无非就是 L = −ix × ∇对应此内积的期望值. 要明确第二项的含
义，我们考察 Jz |p = 0, l⟩. 因为 Jz |0⟩ = 0，所以只用计算 [Jz, a

l†
0 ] |0⟩. 因为只有 p = 0的产生湮灭算子与 al†0

的对易子才不为 0，而轨道角动量部分的 ∂ 会从指数上拉下来 p，所以轨道角动量部分对对易子无贡献，自

旋角动量部分为∫
d3xψ†Σ3

2
ψ

=

∫
d3x

∫
d3p

(2π)3

∫
d3q

(2π)3
1√

2Ep2Eq

∑
rs

[ar†p u
r†(p) + br−pv

r†(−p)]e+ip·xΣ3

2

[asqu
s(q) + bs†q v

s(−q)]e+iq·x

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
s

[ar†p u
r†(p) + br−pv

r†(−p)]
Σ3

2
[asqu

s(q) + bs†q v
s(−q)]

(36)

先不要急着往下算. 观察可知展开的项大概会有 a†a, a†a, ba, bb† 四种，因为 [AB,C] = A{B,C} −
{A,C}B 以及非零反对易子只有 {a, a†}这一事实，只有包含 a的项 a†a和 ba对对易子才有非零贡献. 而 ba

的贡献为 b{a, a†}，b作用在 |0⟩上为 0. 所以非零贡献的项只有 a†a.这样我们的运算就大大简化了.

Jz |0, l⟩ = [Jz, a
l†
0 ] |0⟩

=

∫
d3p

(2π)3
1

2Ep

∑
rs

ur†(p)
Σ3

2
us(p)[ar†p a

s
q, a

l
0]

=
1

2E0

∑
r

ur†(0)
Σ3

2
ul(0)ar†0 |0⟩

=
∑
r

ξr†
σ3

2
ξlar†0 |0⟩

=
∑
r

ξr†
σ3

2
ξl |0, r⟩

(37)

我们取 l = 1，则

Jz |0, 1⟩ =

(
1

0

)
1

2

(
1

−1

)(
1

0

)
|0, 1⟩+

(
0

1

)
1

2

(
1

−1

)(
1

0

)
|0, 2⟩

= +
1

2
|0, 1⟩

(38)
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可见 |0, 1⟩ = a1†0 就是 z方向自旋向上的一个静止粒子，且 Jz 的本征值为 + 1
2 .取 s = 2，则

Jz |0, 2⟩ =

(
1

0

)
1

2

(
1

−1

)(
0

1

)
|0, 1⟩+

(
0

1

)
1

2

(
1

−1

)(
0

1

)
|0, 2⟩

= −1

2
|0, 2⟩

(39)

可见 |0, 2⟩ = a2†0 就是 z方向自旋向下的一个静止粒子，且 Jz 的本征值为 − 1
2 . 对反粒子，通过相似的步骤可

以证明

Jz |0, s = 1, 2⟩ = ∓1

2
|0, s = 1, 2⟩ (40)

即 |0, s = 1⟩对应自旋向下的粒子而 |0, s = 2⟩对应自旋向上的粒子. 湮灭了一个自旋向上的负能量粒子，相
当于产生了一个自旋向下的正能量空穴.

现在我们就能理解(22)中两项的物理含义了. 因为 □hTT
ab = 0，守恒的标量积定义为

⟨h|h′⟩ = i

2

∫
d3x

(
hTT
ab ∂0h

′TT
ab − h′TT

ab ∂0h
TT
ab

)
(41)

(22)的第一项就是轨道角动量算子在这个内积下的期望值，而 2εiklhTT
ak ḣ

TT
al 是自旋的贡献，因子 2表明引力

场的自旋为 2，对应引力子的螺旋度为 ±2.
之前我们看到，Noether流不能在比几个波长更小的尺度定域化，所以有物理意义的角动量密度也应当

是几个波长尺度上的平均
ji

c
=

c2

32πG
⟨−εiklḣTT

ab x
k∂lhTT

ab + 2εiklḣTT
al h

TT
ak ⟩ (42)

考虑从源向外传播的引力波，于 t时刻在波前上取面元，其与波源的距离为 r，对应立体角为 dΩ. 在 t + dt

时刻这个面元扫过体积为 d3x = r3drdΩ = r2(cdt)dΩ. 鉴于每单位体积的角动量是 ji

c，引力波携带的角动量

dJ i = r2(cdt)dΩ ji

c . 引力波的角动量辐射率为
dJ i

dt
=

c3

32πG

∫
r2dΩ

ji

c
=

c2

32πG
⟨−εiklḣTT

ab x
k∂lhTT

ab + 2εiklḣTT
al h

TT
ak ⟩ (43)

2 量子场论

2.1 Why a spin-2?

在量子场论中，所有相互作用都通过玻色子的交换传递. 我们来寻找平直时空背景中的量子场论，在非
相对论性极限下它回到 Newton引力理论. 要得到一个定域的场论，我们需要把引力同一个局域的量耦合起
来，在非相对论性极限下引力与质量耦合，在 Einstein引力中引力也与能量耦合，所以我们要寻找一个将引
力场与 Tµν(x)耦合起来的量子场. 因为时空背景是平直的，我们忽略引力场自身对 Tµν 的贡献，Tµν 只是物

质场的能动张量. 守恒条件为 ∂µT
µν = 0.

最简单的可能是引力由零自旋玻色子 ϕ传递. 标量场 ϕ没有 Lorentz指标，只能和能动张量的迹 T 耦合.
描述引力子的动力学及其与物质的耦合的 Lagrange量为

L = −1

2
(∂µϕ∂

µϕ+ µ2ϕ2) + gϕT (44)

g是耦合常数，µ是标量场的质量. 考虑这么一个过程，质量为 m1 和m2 的两个静止的物质粒子交换一个 ϕ

玻色子，我们来计算其相互作用势 V (x). 它应当是树图阶散射振幅的 Fourier变换（差一个负号）

V (x) = −
∫

d3q

(2π)3
Mfi(q)e

iqx (45)
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我们需要处理(1)所示的 Feynamn图，把 Tµν 看作经典外场，则散射振幅为

iMfi(q) = (−ig)2T̃1(q)D̃(q)T̃2(−q) (46)

其中 D(q) = −i
q2+µ2−iε 是标量场 ϕ的传播子，T1, T2 是能动张量的迹. 于是

图 1: 树图阶散射振幅

V (x) = −ig2
∫

d3q

(2π)3
T̂1(q)D̃(q)T̃2(−q)eiq·x (47)

对于一个沿着轨迹 x0(t)运动的相对论性经典粒子，其能量-动量张量由下式给出

Tµν(x, t) =
pµpν

p0
δ(3)(x− x0(t)) (48)

其中 pµ 是四动量. 利用 pµpµ = −m2 以及，对于静止粒子，p0 = m，一个重源的能动张量的迹变为 T (x) =

−mδ(3)(x)，这进而给出 T (q) = −m. 因此

V (x) = −ig2m1m2D(x) (49)

如果质量 µ为零

D(x) =

∫
d3q

(2π)3
−i
q2

eiq·x

=
−i

4πr

(50)

其中 r = |x|，因此我们得到了正确的牛顿势

V (r) = −Gm1m2

r
(51)

一旦我们做出等价关系 g2/(4π) = G. 如果质量 µ非零，我们则得到一个 Yukawa势

V (x) = −Gm1m2

r
e−µr (52)

这一结果表明，就非相对论性牛顿极限而言，一个自旋为 0的无质量标量场是一个可行的可能性.
但是，我们看到电磁场的能量-动量张量是无迹的，

Tem = FµνFµρ −
1

4
δµνF

2 = 0 (53)
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因此，在此理论中，光子不与引力耦合. 实验上，来自大质量物体的光线的引力弯曲是已被充分证实的. 因此，
自旋为 0的引力理论被排除.

下一个可能性是自旋为 1的场. 为了获得长程势，我们再次需要一个无质量场，但一个无质量矢量场 Aµ

只有在我们考虑规范不变性的情况下才能被一致地耦合. 在电动力学中，这可以通过耦合 Aνj
µ 来实现，要

求 jµ是一个守恒流. 在规范变换下，Aµ → Aµ − ∂νθ，并且在分部积分之后，项 −(∂µθ)j
ν → θ∂νj

ν = 0，所

以作用量是不变的. 因此，此矢量场 Aµ 与能量-动量张量之间形式为 AµAνT
µν 的耦合立即被排除，因为它

不是规范不变的. 导数耦合 (∂µAν)T
µν 也是不可行的，因为在分部积分后，由于能量-动量守恒，它给出零.

我们可以写出一个矢量场与点状粒子的耦合形式为∫
d4xAµ(x)m

dxµ0
dτ

δ(3)(x− x0(t)) (54)

其中xµ0 (τ)是粒子的世界线. 然而，在量子场论中，四矢量 jµ(x)在点状粒子的极限下约化为m(dxµ0/dτ)δ
(3)(x−

x0(t))，它是一个 U(1)流. 那么 Q ≡
∫
d3x j0等于质量m乘以（粒子数减去反粒子数），所以它不是正定的，

并且
∫
d3x j0 不能被解释为质量. 此外，即使我们忽略这个问题并将 j0 解释为质量密度，构建自旋为 1的引

力理论的这种尝试仍然失败，因为正如我们从经典电磁学中所知，光子介导的两个相同（引力）“电荷”粒子

之间的相互作用是排斥的. 从技术上讲，这是因为方程 (47)中的项 T̃1(q)D̃(q)T̃2(−q)现在被替换为

j̃ν(q)D̃µν(q)j̃
ν(−q) (55)

其中 D̃µν(q)是无质量矢量场 Aµ 的传播子. 在动量空间中

D̃µν(q) =
−i
q2

ηµν (56)

在静态极限下 q2 = −(q0)2 + q2 → q2，传播子变为

D̃µν(q) =
−i
q2

ηµν (57)

由于因子 ηµν，空间分量 Ai 的传播子与标量场的传播子相同，但 A0 的传播子具有相反的符号. 在非相对论
极限下 jµ → (j0, 0). 那么在方程 (55)中只有 D00 分量有贡献，因此我们得到与标量情况相反的符号，即正

质量之间的排斥势. 总之，自旋为 1也被排除. 自旋 j ⩾ 3的值也被排除，因为长程力的需要再次要求一个无

质量场，它只能与守恒张量一致地耦合. 指标数大于等于 3的张量一定含有全导数项. 所以 j ≥ 3的粒子一定

不能产生长程力.

2.2 Pauli-Fierz作用量

前面我们看到，Lorentz群的不可约张量表示对任意一对指标要么是反对称的要么是对称无迹的. Lorentz
群的不可约表示自然也是 SO(3)群的表示，但未必不可约. 比如，四矢量 Aµ 是 Lorentz群的不可约表示，但
在转动变换下，A0 是不变的，Ai 按矢量方式变换，Aµ 解耦为一个标量和一个矢量，即

Aµ ∈ 0⊕ 1 (58)

则我们用 ⊕表示表示的直和，用 s表示对应于自旋 s的转动群表示，0是标量表示而 1是矢量表示. 表示 s

是 2s+ 1维的. 再比如，反对称张量 Aµν 可以解耦为两个矢量

Aµν ∈ 1⊕ 1 (59)

电磁场张量 Fµν 就可以解耦为电场强度矢量和磁场强度矢量. 而对称无迹张量 Sµν 可以解耦为一个标量

（S00）、一个矢量（S0i）和一个迹固定为 −S00 的对称张量（Sij）

Sµν ∈ 0⊕ 1⊕ 2 (60)
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对称无迹张量是包含转动群的自旋-2表示的最简单张量，但我们还需要消除掉多余的自由度. Sµν 有 1个标

量自由度，3个矢量自由度和 5个张量自由度，一共 9个自由度. 由于我们考虑的是无质量粒子，问题的复杂
性增加了. 量子场论告诉我们，自旋为 ±j 的无质量粒子只有两个自由度，对应螺旋度 ±j，因此无质量粒子
的表示也只有两个自由度，所以用 Sµν 描述引力子会带来 7个冗余自由度. 消除冗余自由度的方法是利用规
范不变性. 电磁理论在规范变换

Aµ −→ Aµ − ∂µθ (61)

下是不变的. 我们可以取定 θ(x)使得 A0 = 0，进一步地，我们可以调整 θ(x)的形式使得 ∇ · A = 0. 这样，
我们就消除了两个冗余自由度，剩下的两个自由度正好对应光子的两种偏振模式. 对引力理论，我们也希望
构造一个局域规范不变的 Lagange量，这样就可以通过规范变换消掉多余的自由度. 在技术上，从对称但并
非无迹的张量 hµν 反而是方便的，这样的张量可以解耦为 hµν ∈ 0⊕ (0⊕ 1⊕ 2)，通过规范变换消掉多余的

自由度.
电磁学的规范变换(61)可以自然地推广为

hµν(x) −→ hµν(x)− (∂µξν + ∂νξµ) (62)

这和线性化引力理论那里的对称变换是一样的. 下面我们来构造自由理论的规范不变作用量. 包含”∂h∂h”项
的最一般的形式为

S2 =

∫
d4x(a1∂ρhµν∂

ρhµν + a2∂ρhµν∂
νhµρ + a3∂νh

µν∂µh+ a4∂
µh∂µh) (63)

其中下标 2表示这个量是 hµν 的二次项，h是迹. 令 a1 = − 1
2（负号是出于能量正定性考虑），并代入规范不

变条件，则

S2 =
1

2

∫
d4x(−∂ρhµν∂ρhµν + 2∂ρhµν∂

νhµρ − 2∂νh
µν∂µh+ ∂µh∂µh) (64)

这叫做 Pauli-Fierz作用量. 这和线性化引力理论的 Einstein作用量只差了一个全导数项以及系数 (32πG)−
1
2 .

于是我们发现，线性化的引力场作用量是描述自由的自旋-2无质量粒子的唯一作用量. 现在我们只要重复几
何分析中所进行的种种操作，用 de Donder规范和 TT规范分别消去 4个自由度，就能得到引力波的两个物
理模式以及运动方程.

相互作用项

Sint =
κ

2

∫
d4xhµνT

µν (65)

κ为待定的耦合常数. Sint在规范变换(62)下也是不变的，因为 (∂µξν + ∂νξµ)T
µν 在分部积分之后是 ∂µT

µν 这

样的项，由能动量守恒可知为 0.
我们回忆起在QED中，Maxwell场的 Feynamn传播子应当满足 (□gµν−∂µ∂ν)Dνρ

F (x−y) = iδρµδ
(4)(x−y)

也即

(−k2gµν + kµkν)D̃
νρ
F (k) = iδρµ (66)

可是，det(−k2gµν + kµkν) = 0，这个方程是无解的.为此需要引入 Feynamn规范固定项 Lgf = − 1
2 (∂

µAµ)2，

在该规范下电磁场的动能项简化为− 1
2∂µAν∂

µAν，传播子也简化为− ηµν

k2+iε . 对引力场，也要引入规范固定项

Sgf = −
∫

d4x(∂ν h̄µν)
2

= −
∫

d4x

(
∂νhµν − 1

2
ηµν∂

νh

)2

=

∫
d4x

(
−∂ρhµν∂νhµρ + ∂νh

µν∂µh− 1

4
∂µ∂µh

) (67)
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最后一行的第一项中我们用分部积分法交换了导数顺序. 最终

S = S2 + Sgf + Sint =

∫
d4x

(
−1

2
∂ρhµν∂

ρhµν +
1

4
∂µh∂µh+

κ

2
hµνT

µν

)
(68)

通过对作用量变分可以得到运动方程

□hµν = −κ
2

(
Tµν − 1

2
ηµνT

)
(69)

显然应当有 κ = (32πG)
1
2 .

2.3 补充：规范不变性的详细说明

Maggiore书上对规范不变性的解释太不详细，下面我们来系统地考察规范不变性. 参考资料为 S. Wein-
berg的 Gravitation and Cosmology和 The Quantum Theory of Fields.

2.3.1 动力学自由度

对电磁理论而言，其 Lagrange量为

LMax = −1

4
FµνF

µν − jµA
µ (70)

因为 F 00 = 0，Lagrange量不显含 Ȧ0，所以我们的运动方程中也没有 Ȧ0. 于是，我们只要给出了初始时刻的
Ai 和 Ȧi，就能确定系统的演化. 至于 A0，完全可以由 ∇ ·E = ρ即

−∇ · ∂A
∂t

−∇2A0 = ρ (71)

算出. 对真空，则是

A0(x, t) =

∫
d3x

(
∇ · ∂A

∂t

)
(x′)

4π|x− x′|
(72)

所以 A0 并不是一个动力学自由度，(71)是一个约束条件，称为第一类约束. 此外，由运动方程

∂µF
µν = jν (73)

不能唯一地解出 Aµ，因为如果 Aµ是运动方程的解，A′µ = Aµ + εµ也是一个解. 所以，用 Aµ描述系统本身

就有一个规范冗余. 要取定一个规范，比如 Lorenz规范，于是又消去一个自由度. 这样，只剩下 4− 1− 1 = 2

个自由度，正好对应电磁波的两种横向极化.
对 Einstein引力理论来说，其 Lagrange量为

LG =
√
−g R (74)

R中 ∂2g项为

Rλµνκ =
1

2
(∂κ∂µgνλ − ∂µ∂λgκν − ∂ν∂µgκλ + ∂ν∂λgµκ) (75)

没有 ∂20g00 项，运动方程不含 ∂20g00 项，g00 = 1 + 2Φ 由 Newton 引力确定. 不止如此，由 Bianchi 恒等式
∇0G

0ν = ∇iG
iν，右边不含 ∂30g，所以左边不含 ∂30g，故G0ν 不含 ∂20gµν，所有−8πT 0ν = G0ν 都不给出演化

方程. 从另一个方面看，Bianchi恒等式 ∇µG
µν = 0要求只有满足 ∇µT

µν = 0的物质才能与引力场耦合，这

是对物质的要求，本身不带来新的运动方程. 此外，和电磁理论一致，引力场也有 4个规范冗余自由度

xµ −→ xµ + ξµ(x) (76)

若坐标系 xµ下 gµν是方程的解，则 x′µ = xµ+ξµ对应的 g′µν也是方程的解. 于是，自由度减少到 10−4−4 = 2，

对应引力波的两种极化模式.
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2.3.2 （局域）规范不变性带来相互作用

我们都知道，带电粒子（如电子）对应的量子场有一个 U(1)整体对称性

ψl −→ ψ̃l = eiεq
l

ψl, δψl(x) = iεqlψl(x) (77)

由 Noether定理，U(1)对称性对应一个守恒荷，即电荷. 相位 eiεq
l

在经典电动力学中并无观测效应，但量子

力学中，相位区别有观测效应，比如 AB效应.
现在，如果我们要求系统具有更强的对称性，即不仅对常数 ε不变，对 ε(x)也不变，这称为（局域的）

规范不变性. 我们来看这对理论有什么限制. 首先，ψ†和 ψ的相因子相消，所以 ψ†ψ是规范不变的. 其次，在
规范变换下

∂µψ
l −→ ∂µψ̃

l = eiε(x)q
l

∂µψ + iqleiε(x)q
l

ψ∂µε (78)

所以动能项 ψ̄γµ∂µψ不是规范不变的. 如何强制动能项不变？我们必须引入规范场，满足

Aµ(x) −→ Ãµ(x) = Aµ(x) + ∂µε(x) (79)

把普通导数改成协变导数

∇µψ
l = ∂µψ

l − iqlAµψ
l (80)

则规范变换下

∇µψ
l −→ ∇µψ̃

l = eiε(x)q
l

∇µψ
l (81)

则动能项 ψ̄lγµ∇µψ
l 中相因子相消，是规范不变的. 电磁场的

∂µF
µν = Jν (82)

对引力也是类似的. 狭义相对论中，物理定律在全局的 Lorentz变换和时空平移下不变，这是整体对称
性. Einstein的等效原理将这种对称性局域化了. 在任意时空点，都可以找到一个局部惯性系，其中物理定律
和狭义相对论一样. 这意味着物理定律在随地点而变的 Lorentz变换和坐标变换（微分同胚）下不变. 微分同
胚不变性是广义相对论的核心规范对称性.

为了实现在任意坐标变换下协变，必须引入一个动态的对象来描述时空的几何，即度规张量 gµν . 它定义
了时空各点的距离和角度，相当于定义了时空的“形状”. 物质与引力场的耦合方式同样是通过协变导数. 这
里的协变导数包含了由度规决定的 Christoffel符号 Γλ

µν . 例如，描述粒子运动的方程从狭义相对论的直线方程
d2xµ

dτ2 = 0变成了测地线方程
d2xµ

dτ2
+ Γµ

λσ

dxλ

dτ

dxσ

dτ
= 0 (83)

这不再是外来的“力”，而是时空弯曲的几何效应. 度规场 gµν 的场强就是 Riemann曲率张量 Rρ
µνσ，它和 Fµν

一样都是规范不变的（也就是协变的）. Einstein场方程

Gµν = Rµν − 1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν (84)

描述“物质（能动张量 Tµν，作为源）如何告诉时空如何弯曲（由曲率张量描述），而时空弯曲又如何告诉物

质如何运动”.

2.3.3 零质量要求规范不变性

单粒子态定义为

Pµ |p, σ⟩ = pµ |p, σ⟩ (85)
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在 Lorentz变换下的变换为
U(Λ) |p, σ⟩ =

∑
σ′

Cσ′σ |Λp, σ′⟩ (86)

定义标准动量 kµ，任意动量都可以用对应的 Lorentz变换 Lµ
ν 得到

pµ = Lµ
ν (p)k

ν (87)

则任意单粒子态

|p, σ⟩ ≡ U [L(p)] |k, σ⟩ (88)

则
U(Λ) |p, σ⟩ = U(Λ)U [L(p)] |k, σ⟩

= U [ΛL(p)] |k, σ⟩

= U [L(Λp)]U [L−1(Λp)]U [ΛL(p)] |k, σ⟩

= U [L(Λp)]U [L−1(Λp)ΛL(p)] |k, σ⟩

(89)

L(p)先把 k 变成 p，Λ把 p变成 Λp，L−1(Λp)把 Λp变回 k，故 L−1(Λp)ΛL(p)不改变标准动量 k，我们把

它记作W (Λ, p). 这些变换构成一个群，称为小群. 有

Wµ
ν k

ν = kµ (90)

从而

U(W ) |k, σ⟩ =
∑
σ′

Dσ′σ(W ) |k, σ′⟩ (91)

Dσ′σ(W )是W 的有限维表示，表示空间为 {|k, σ⟩}. 从而

U(Λ) |p, σ⟩ = U [L(Λp)]U [L−1(Λp)ΛL(p)] |k, σ⟩

= U [L(Λp)]U [W (Λ, p)] |k, σ⟩

= U [L(Λp)]
∑
σ′

Dσ′σ(W ) |k, σ′⟩

=
∑
σ′

Dσ′σ(W )U [L(Λp)] |k, σ′⟩

=
∑
σ′

Dσ′σ[W (Λ, p)] |Λp, σ′⟩

(92)

接下来的任务就是研究小群的表示了. 对有质量粒子，其标准动量为 kµ = (m,0)，保持这个动量不变的

变换显然就是旋转变换，对应的群就是 SO(3). 对光子，标准动量为 kµ = (k, 0, 0, k)，对应的小群是什么呢？

我们考虑类时矢量 tµ = (1,0)，看W 作用在 t上得到什么. 一方面，由变换的幺正性

(Wt)µ(Wt)µ = tµtµ = 1 (93)

另一方面

(Wt)µkµ = (Wt)µ(Wk)µ = tµkµ = k (94)

由这两式解得

(Wt)µ = (1 + ξ, α, β, ξ) ξ =
α2 + β2

2
(95)
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取

S(α, β)µν =


1 + ξ α β −ξ
α 1 0 −α
β 0 1 −β
ξ α β 1− ξ

 (96)

则 S(α, β)t =Wt, S(α, β)k =Wk，也就是 S−1Wt = t, S−1Wk = k. S−1W 既保持类时矢量 t不变又保

持类光矢量 k不变，它只能是绕 z轴的旋转变换，于是

W (α, β, θ) = S(α, β)Rz(θ) (97)

W (α, β, θ)构成的群为二维 Eculid空间等距群 ISO(2).
我们来考察 ISO(2)群的生成元. 即

U [W (α, β, θ)] = 1 + iαA+ iβB + iθJ3 (98)

其中 A = J2 +K1, B = −J1 +K2. 这当然可以通过暴力计算得到，但我们可以考虑哪些变换是保持类光矢
量 kµ不变的. 首先，绕 z轴的旋转显然是保持类光矢量不变的. 其次，先沿 x轴作一个无穷小 boost，再绕 y

轴作一个无穷小旋转，参数都为 α，则
1

cosα sinα

1

− sinα cosα




coshα − sinhα

− sinhα coshα

1

1



1

0

0

1

 =


1

0

0

1

+O(α2) (99)

是保持类光矢量不变的，则 J2 +K1是小群的生成元. 同理 −J1 +K2也是小群的生成元. 生成元非平庸的对
易关系

[A,B] = 0

[J3, A] = +iB

[J3, B] = −iA

(100)

于是可以引入 A,B 的共同本征态 |k, a, b⟩满足

A |k, a, b⟩ = a |k, a, b⟩

B |k, a, b⟩ = b |k, a, b⟩
(101)

定义

|kθ, a, b⟩ ≡ U−1[R(θ)] |k, a, b⟩ (102)

则根据对易关系可以算出
A |kθ, a, b⟩ = (a cos θ − b sin θ) |kθ, a, b⟩

B |kθ, a, b⟩ = (a sin θ + b cos θ) |kθ, a, b⟩
(103)

这会导致有连续的简并的单光子态，但是没有什么实验发现过这样的自由度 θ. 必须有 a = b = 0. 还剩 J3，

定义 |k, σ⟩满足
J3 |k, σ⟩ = σ |k, σ⟩

A |k, σ⟩ = B |k, σ⟩ = 0
(104)

它在小群变换下只差一个相因子

U(W ) |k, σ⟩ = U [S(α, β)R(θ)] |k, σ⟩ = eiαA+iβBeiJ3θ |k, σ⟩ = eiσθ |k, σ⟩ (105)
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σ正是螺旋度，通过

U(Λ) |p, σ⟩ = eiσθ(Λ,p) |Λp, σ⟩ (106)

可以再一次看出螺旋度是 Lorentz不变的. 由单粒子态的定义

|p, σ⟩ =
√
2|p|aσ†p |0⟩ (107)

得

U(Λ)aσ†p U−1(Λ) =

√
|Λp|
|p|

aσ†Λpe
iσθ(Λ,p) (108)

考察矢量场的平面波展开

Aν(x) =

∫
d3p

(2π)3
1√
2|p|

∑
σ

[
aσpε

(σ)ν(p)e−ipx + h.c.
]
p0=|p|

(109)

Lorentz变换下

U(Λ)Aν(x)U−1(Λ) =

∫
d3p

(2π)3
1

2|p|
√

2|Λp|
∑
σ

[
aσ†Λpε

(σ)ν(p)e−ipxe−iσθ(Λ,p) + h.c.
]

≡
∫
[dp]

√
2|Λp|

∑
σ

[
aσ†Λpε

(σ)ν(p)e−ipxe−iσθ(Λ,p) + h.c.
]

=

∫
[dΛp]

√
2|Λp|

∑
σ

[
aσ†Λpε

(σ)ν(p)e−iΛpΛxe−iσθ(Λ,p) + h.c.
] (110)

我们希望

U(Λ)Aν(x)U−1(Λ) = (Λ−1)νµA
µ(Λx) (111)

这要求

ε(σ)ν(p)e−iσθ(Λ,p) = (Λ−1)νµε
(σ)µ(Λp) (112)

即

Λµ
νε

(σ)ν(p) = eiσθ(Λ,p)ε(σ)µ(Λp) (113)

但这能成立吗？我们取 p = k, Λ = L(q)，则 Λp = L(q)k = q，小群 W (Λ, p) ≡ L−1(Λp)ΛL(p) =

L−1(q)L(q)L(k) = L(k) = I，故 θ(Λ, p) = 0. 从而

ε(σ)µ(q) = Λµ
νε

(σ)ν(k) = L(q)µνε
(σ)ν(k) (114)

特比地，如果我们取 Λ为小群变换，比如 R(θ)或者 S(α, β)，则它们对应的 θ(Λ, p)是 θ或 0. 从而

ε(σ)µ(k)eiσθ = R(θ)µνε
(σ)ν(k)

ε(σ)µ(k) = S(α, β)ε(σ)ν(k)
(115)

代入 ε(±1) = 1√
2
(0, 1,±i, 0)会发现

R(θ)
1√
2


0

1

±i

0

 = e±θ 1√
2


0

1

±i

0

 (116)

而

S(α, β)
1√
2


0

1

±i

0

 =
1√
2


α± iβ

1

±i

α± iβ

 =
1√
2




0

1

±i

0

+ (α± iβ)


1

0

0

1


 (117)
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出现了冗余项. 一般地

W (θ, α, β)µνε
(±1)ν(k) = S(α, β)µλR(θ)

λ
ν ε

(±1)ν(k) = e±iθ

[
ε(±1)µ(k) +

α± iβ√
2|k|

kµ
]

(118)

这个结果极其重要. 小群的平移变换 S(α, β)并没有改变物理态（因为 A和 B作用在态上给出 0），但它
改变了描述这个态的场 Aµ 的极化矢量.这种改变是加上一个与光子的四动量 kµ 成正比的项. 在坐标空间中，
这正好对应于给四势 Aµ 加上一个四维梯度 ∂µΛ，即规范变换.

3 完整的引力理论

自旋-2的无质量粒子的理论是规范不变的，可以取定 Lorenz规范

∂µh̄µν = 0 (119)

在此规范下运动方程为

□h̄µν = −κ
2
Tµν (120)

由此可见物质的能动张量满足守恒定律 ∂µT
µν = 0. 但是这只有当我们把 Tµν 看成给定的外场，也就是忽略

引力自身的贡献时才成立. 一旦我们考虑动力学的物质场，就一定会有物质和物质场之间的能量交换. 守恒
的不是物质的能动张量本身，而是物质和引力场总的能动张量. 应当作替换

Tµν −→ Tµν + t(2)µν (121)

t
(2)
µν 是用 Noether定理从 Pauli-Fierz作用量算出的引力子的能动张量，它应当是 h的二次项，呈 ∂h∂h形式，

上标 (2)就是为了提醒这一点. 此时运动方程应该改写为

□h̄µν = −κ
2
(Tµν + t(2)µν ) (122)

规范条件自动保证守恒定律

∂µ(Tµν + t(2)µν ) = 0 (123)

如今运动方程(122)中有 −κ
2 t

(2)
µν，这是 hµν 的二次项，同时正比于 κ，所以我们必须在作用量里加上一个

正比于 κ的 hµν 的三次项. 形式上，应当是

S3 =
κ

2

∫
d4xhµνSµν(∂h) (124)

其中 Sµν 具有如下形式

Sµν(∂h) = Aµνρσαβγδ∂ρhαβ∂σhγδ (125)

Aµνρσαβγδ∂ρhαβ∂σ 是一大堆平直时空度规的乘积. 从而，物质和引力场总的作用量为

S =

∫
d4x

[
−1

2
∂ρhµν∂

ρhµν +
1

4
∂µh∂µh+

κ

2
hµνT

µν +
κ

2
hµνSµν(∂h)

]
(126)

Sµν 和 t
(2)
µν 并不一样，引力场与物质耦合的能动张量，和引力场与自己耦合的能动张量是不同的. 也就是说，

引力波能动张量和物质能动张量的地位在运动方程中才是相同的，在作用量中并不相同.
作用量中出现立方项，意味着引力子和自己是非线性耦合的. 把引力与电动力学和 Yang-Mills理论比较

是很有益的. 电动力学中，光子只负责传递相互作用，自己不带电荷，因此它不会和自己耦合，对电流也没
贡献. Yang-Mills理论中，规范玻色子会携带规范群对应的荷（比如在 QCD中就是色荷），从而与自己有非
线性耦合. 对引力是相似的，承当流的是能动张量，引力与自己的能动张量是耦合的. 为了更清楚地看到立方
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阶的引力理论与非 Abel规范理论的相似性，我们证明(126)在规范变换(62)下

δ

∫
d4x

κ

2
hµνT

µν = κ

∫
d4x (∂µξν)T

µν

= −κ
∫
d4x ξν ∂µT

µν

= +κ

∫
d4x ξν ∂µt

µν(2)

= −κ
∫
d4x (∂µξν) t

µν(2) .

(127)

然而，我们已经看到，局域规范不变性的存在对于消除 hµν 中的冗余自由度至关重要，我们不能在 κ的高阶

项中失去它. 为了补救这一点，可以观察到这个额外项可以在O(κ)阶被抵消，方法是将线性规范变换 (62)提
升为如下形式的非线性变换

hµν → hµν − (∂µξν + ∂νξµ) + κO(h∂ξ) . (128)

于是，引力子动能项的变换会产生一个 O(κ)阶的项，并且可以选择 O(h∂ξ)项的张量结构，使其抵消来自等

式 (127)的额外项. 因此，等式 (62)仅在无穷小水平上是理论的规范对称性，而在有限水平上会出现非线性规
范变换，正如非 Abel规范理论中的情况一样.
很明显，迭代过程不会止步于此，无论是作用量还是规范变换都不会. 一旦我们在作用量中加入三次于

hµν 且正比于 κ的项 S3，这会通过 Noether定理对引力子的能量-动量张量产生一个贡献，该贡献再次三次于
hµν 且正比于 κ. 我们发现显式写出 κ的幂次是有用的，因此将其记为 κ

(3)
µν . 应用 Noether定理，现在得到：

∂µ(Tµν + t(2)µν + κt(3)µν ) = 0 . (129)

因此，与 ∂µh̃µν = 0的一致性现在要求

□h̃µν = −κ
2
(Tµν + t(2)µν + κ t(3)µν ) . (130)

进而，生成此运动方程的作用量（它有一个三次于 hµν 且正比于 κ2 的项）必须包含一个额外的四次于

hµν 且正比于 κ2的项，因此其相关的能量-动量张量也有一个进一步的四次于场且正比于 κ2的项，我们将其

记为 κ2t
(4)
µν，于是有：

□h̄µν = −κ
2
(Tµν + t(2)µν + κ t(3)µν + κ2t(4)µν + . . .) , (131)

其中省略号表示迭代持续到所有阶次. 我们看到了爱因斯坦引力中典型的完全非线性结构，包含任意高次幂
的 hµν，以及一个非线性规范不变性. 广义相对论可以“自下而上”地推断出来. 然而，这种重构过程的某些
方面并非唯一. 特别地，完整的爱因斯坦作用量包含一个边界项，因为它可以写为：

SE =
1

16πG

∫
d4x

√
−g R =

1

16πG

∫
d4x

[√
−gL2 − ∂µK

µ
]
, (132)

其中

L2 = gµν
(
Γα
βµΓ

β
αν − Γα

µνΓ
β
αβ

)
(133)

是度规一阶导数的二次项，且

Kµ =
√
−g
(
gµνΓα

αν − gαβΓµ
αβ

)
. (134)

后一项是全散度，因此不影响运动方程. 然而，边界项在量子理论中是相关的，特别是等式 (132)中的边界项
在半经典量子引力中变得物理相关，与黑洞热力学相关联. 很明显，边界项超出了从 Pauli-Fierz作用量开始
的迭代过程所能达到的范围，因为在该过程的每个阶段，我们都存在与丢弃边界项的可能性相关的模糊性.
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