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1 场方程的线性化

设时空度规相对于平直时空度规有小偏移

gµν = ηµν + hµν , |hµν | ≪ 1 (1)

由

g′µν = Λρ
µΛ

λ
ν (ηρλ + hρλ) ≡ ηµν + h′

µν (2)

可知

h′
µν = Λρ

µΛ
λ
νhρλ (3)

即 hµν 像平直时空上的张量一样变换，所以我们用 η升降 hµν 的指标. 设 gµν = ηµν +mµν，其中mµν 和 hµν

是同阶小量. 由
δµν = gµρgνρ = (ηµρ +mµρ)(ηνρ − hνρ) = δµν + (mµ

ν − hµ
ν ) +O(h2) (4)

得mµ
ν = hµ

ν，故

gµν = ηµν − hµν +O(h2) (5)

考虑 (xµ)′ = xµ + εµ(xν)，则

g′µν =
∂xρ

∂xµ′

∂xλ

∂xν′ gρλ

= (δρµ − ∂µε
ρ)(δλν − ∂νε

λ)(ηρλ + hρλ)

= ηµν − (∂µε
ν + ∂νε

µ) + hµν

= gµν − (∂µε
ν + ∂νε

µ)

(6)

这和电磁学中的规范变换是一致的.
我们考虑弱场下的 Christoffel符号

Γρ
µν =

1

2
gρλ(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν)

=
1

2
ηρλ(∂µhλν + ∂νhλµ − ∂λhµν) +O(h2)

(7)
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Riemann张量

Rλ
σµν = ∂µΓ

λ
σν − ∂νΓ

λ
σµ

=
1

2

{
∂µ
[
ηλρ(∂σhρν + ∂νhρσ − ∂ρhσν)

]
− ∂ν

[
ηλρ(∂σhρµ + ∂µhρσ − ∂ρhσµ)

]}
=

1

2
ηλρ(∂µ∂σhρν − ∂ν∂σhρµ + ∂ν∂ρhσµ − ∂µ∂ρhσν)

=
1

2
(∂µ∂σh

λ
ν − ∂ν∂σh

λ
µ + ∂ν∂

λhσµ − ∂µ∂λhσµ)

(8)

缩并
Rσν = ηµλR

λ
σµν

=
1

2
(∂µ∂σh

µ
ν − ∂ν∂σh

µ
µ + ∂ν∂

µhσµ − ∂µ∂
µhσν)

=
1

2
(∂σ∂

µhµν + ∂ν∂
µhµσ − ∂ν∂σh−□hσν)

(9)

再缩并得
R = ηνσRσν

=
1

2
(∂ν∂µhµν + ∂σ∂µhµσ −□h−□h)

= ∂µ∂νhµν −□h

(10)

从而 Einstein张量

Gαβ = Rαβ − 1

2
ηαβR

=
1

2
(∂α∂

µhµβ + ∂β∂
µhµα − ∂α∂βh−□hαβ + ηαβ□h− ηαβ∂

µ∂νhµν)

(11)

这个表达式还是不够简洁. 我们作反迹处理，取

h̄αβ = hαβ − 1

2
ηαβh (12)

则 h̄ = ηαβ h̄αβ = h− 1
2 (4)h = −h. 得

hαβ = h̄αβ +
1

2
ηαβh = h̄αβ − 1

2
ηαβ h̄ (13)

从而

Rαβ =
1

2

{
∂γ

[
∂α

(
h̄βγ − 1

2
ηβγ h̄

)
+ ∂β

(
h̄αγ − 1

2
ηαγ h̄

)]
+ ∂α∂β h̄−□

(
h̄αβ − 1

2
ηαβ h̄

)}
=

1

2

[
∂γ(∂αh̄βγ + ∂β h̄αγ)−□

(
h̄αβ − 1

2
ηαβ h̄

)] (14)

缩并

R = ∂α∂β h̄αβ +
1

2
□h̄ (15)

则 Einstein张量
Gαβ =

1

2

[
−□h̄αβ + ∂γ(∂αh̄βγ + ∂β h̄αγ)− ηαβ∂

µ∂ν h̄µν

]
(16)

注意到除了 − 1
2□h̄αβ 外的项都含 ∂µh̄µν，我们设法使其为 0. 考虑规范变换

h′
µν = hµν − (∂µε

ν + ∂νε
µ) (17)

缩并

h′ = h− 2∂µεµ (18)
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取反

h̄′
µν = h′

µν − 1

2
ηµνh

′

= hµν − (∂µε
ν + ∂νε

µ)− 1

2
ηµν (h− 2∂µεµ)

= h̄µν − (∂µε
ν + ∂νε

µ) + ηµν∂
λελ

(19)

可见

∂µh̄′
µν = ∂µh̄µν −□εµ − ∂ν(∂

µεµ) + ηµν∂
µ(∂λελ) = ∂µh̄µν −□εµ (20)

只要取 ∂µh̄µν −□εµ = 0即可使 ∂µh̄′
µν = 0从而

Gµν = −1

2
□h̄µν (21)

规范条件

∂µh̄µν = 0 (22)

称为 de Donder规范.

2 引力波的传播

在真空中，引力场方程变为

□h̄µν = 0 (23)

它有平面波解

h̄µν = Hµνe
ikρx

ρ

(24)

波矢 kρ 满足 kρkρ，说明真空中引力波以光速传播. 由(22)得

kµHµν = 0 (25)

我们从(20)不难看出，如果 h̄µν 满足 de Donder规范且 □εµ = 0，则 (xµ)′ = xµ + εµ 导出的 h̄′
µν 也符合

de Donder规范. 这个 ε会带来自由度的冗余. □εµ = 0有平面波解

εµ = λµeikρx
ρ

(26)

可见

H ′
µν = Hµν − i(kµλν + kνλµ − ηµνkρλ

ρ) (27)

于是可以取规范使得

H0µ = 0 Hµ
µ = 0 (28)

称为横向无迹规范或 TT规范.
我们考察引力波的物理自由度. 首先 Hµν 有 10个独立分量，de Donder规范条件和 TT规范各减少 4个

自由度，真正物理的独立极化分量只有 10− 4− 4 = 2个. TT规范中，必有

H00 = 0, H0i = 0, kiHij = 0, Hi
i = 0 (29)

因为 h̄ = 0，亦可以写为

h00 = h0i = 0, hi
i = 0, ∂ihij = 0 (30)
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取 ki 沿着 z轴方向，则 H 必有以下形式

Hµν =


0 0 0 0

0 H+ H× 0

0 H× −H+ 0

0 0 0 0

 (31)

H+,H× 就是极化张量 H 的两个独立物理分量.等价地

hTT
ab (t, z) =

(
h+ h×

h× −h+

)
cos [ω (t− z)] , a, b = 1, 2 (32)

度规

ds2 = −dt2 + dz2 + {1 + h+ cos[ω(t− z)]}dx2 + {1− h+ cos[ω(t− z)]}dy2 + 2h× cos[ω(t− z)]dxdy (33)

随便给定一个沿 n方向传播的平面波解 hµν(x)，它满足 Lorentz规范条件但不满足 TT规范条件.我们可
以通过下述方法找到 TT规范中波的形式.首先引入

Pij(n) = δij − ninj (34)

此张量对称、横向（即 niPij(n) = 0）且是投影算子（PikPkj = Pij），其迹为 Pii = 3− 1 = 2. 构造 Lambda
张量

Λij,kl(n) = PikPjl −
1

2
PijPkl (35)

仍有

Λij,klΛkl,mn = Λij,mn (36)

且它对所有指标都是横向的，譬如 niΛij,kl = niPikPjl − 1
2n

iPijPkl = −. 它对指标 (i, j)和 (k, l)是无迹的，

例如

Λii,kl = PikPil −
1

2
PiiPkl = Pkl − Pkl = 0 (37)

并且，它在同时交换指标 (i, j) ↔ (k, l)下是反对称的. 它的完整形式是

Λij,kl(n) = δikδjl −
1

2
δijδkl − njnlδik − ninkδjl +

1

2
nknlδij +

1

2
ninjδkl +

1

2
ninjnknl (38)

现在，我们构造

hTT
ij = Λij,klhkl (39)

显然 hTT
ij 对指标 i, j是横向无迹的.而 hkl是 Lorentz规范下的平面波解，可以推出 □hTT

ij = 0.故 hTT
ij 就是 TT

规范下的解.

3 引力波的能量

3.1 引力波的频率分解

引力波当然携带能量，这一点从探测器固有参照系中测试质量会因随波起伏就可以看出. 根据广义相对
论，任何形式的能量都会贡献时空曲率，所以引力波自己是否会弯曲时空？在线性近似引力理论中这是不可

想象的，因为时空背景总是 Minkowski度规 ηµν，引力波只是这个背景上的涨落，如果引力波弯曲了这个背

景时空，它也就不再是平直时空背景上的涨落了. 所以，我们需要把引力波定义为某个动态的、弯曲的时空
背景上的涨落

gµν(x) = ḡµν(x) + hµν(x), |hµν | ≪ 1 (40)
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但这又会带来模糊性. 我们没法决定 gµν 的哪一部分属于背景，哪一部分属于涨落.
但是，如果存在明显的尺度差异，我们就能够划清时空背景和引力波. 如果时空背景变化的空间尺度为

LB，附加扰动的空间尺度由波长 λ表征，满足

λ̄ ≪ LB (41)

或者 ḡµν 的变化频率至多 fB，而 hµν 在频率空间是 f 附近的一个峰，其中

f ≫ fB (42)

即 hµν 是静态或缓变时空背景上的一个高频扰动. 尽管对引力波而言 λ = f，时空背景的 fB 和 LB 并无确定

关系，故两个条件是彼此独立的，一般只要满足一个就行了. 这样的划分方法称为短波展开.
对引力波探测器而言，一般采用频率条件. 地基探测器能接收到的引力波的典型频率是 f ∼ 102−103Hz，

对应约化波长 λ̄ ∼ 500− 50km. 在这个空间尺度上，相较于引力波，地球引力场并不是平滑的，山川起伏造
成的度规涨落（∼ 10−9）比引力波（∼ 10−21）还要大十几个数量级. 但是，地球的引力场是相对静态的,很
难找到与引力波同频的变化.此外，地基引力波探测器比它们要探测的引力波的波长要小得多，它们并不检
测大尺度上引力场的空间变化，它们寻找引力波路过造成的短暂的引力场变化.

现在，我们的问题是，高频扰动如何在时空背景中传播？以及，这些扰动如何影响时空背景本身？前者让

我们看到这种扰动确实是“波”，后者帮助我们搞清楚引力波的能量究竟是什么.我们在 ḡµν 附近展开 Einstein
场方程.这涉及两个小量，扰动的振幅 h ≡ O(|hµν |)，以及扰动和时空背景的尺度之比 λ̄

LB
或 fB

f ，取决于采

用哪个条件. 首先，把 Ricci张量展开到 O(h2)阶

Rµν = R̄µν +R(1)
µν +R(2)

µν + · · · (43)

这里 R̄µν 只与 ḡµν 有关，R
(1)
µν 和 R

(2)
µν 分别是 hµν 的线性和二次项. R̄µν 只含 ḡµν 有关的项，从而只包含低频

模式. R(1)
µν 是 hµν 的线性项，从而只含高频模式.R(2)

µν 是 hµν 的二次项，可能出现正频和负频彼此抵消的情况

（注意度规相乘其频率相加），因此既含高频模式又含低频模式.于是场方程可以分解为低频和高频部分

R̄µν = −
[
R(2)

µν

]Low
+ 8πG

(
Tµν − 1

2
gµνT

)Low

(44)

R(1)
µν = −

[
R(2)

µν

]High
+ 8πG

(
Tµν − 1

2
gµνT

)High

(45)

上标 Low和 High分别指低频和高频，或者长波和短波，取决于用哪个条件.
我们计算出 R

(1)
µν，是

R(1)
µν =

1

2

(
D̄αD̄µhνα + D̄αD̄νhµα − D̄αD̄αhµν − D̄νD̄µh

)
(46)

以及

R(2)
µν =

1

2
ḡρσ ḡαβ

[
1

2
D̄µhραD̄νhσβ + (D̄ρhνα)(D̄σhµβ − D̄βhµσ)

+hρα(D̄νD̄µhσβ + D̄βD̄σhµν − D̄βD̄νhµσ − D̄βD̄µhνσ)

+

(
1

2
D̄αhρσ − D̄ρhασ

)
(D̄νhµβ + D̄µhνβ − D̄βhµν)

] (47)

3.2 低频模式与粗粒化

考虑没有物质源的情况，Tµν = 0. 首先我们发现，(44)的右边是 h的 2阶项，左边却是 0阶项，同样地，

(45)的左边是 1阶项，这是否矛盾？并不矛盾，因为我们还有 λ̄
LB
这个小量，可以与小量 h相抵消.至于两个

小量之间的关系如何，我们将在下面导出. 顺带指出 ḡµν ∼ O(1). 从(44)可以看出 R̄µν 只由 [R
(2)
µν ]Low.从(47)可
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以看出 R
(2)
µν 是 (∂h)2 和 h∂2h这样的项的和，可以预见，[R

(2)
µν ]Low 只含 (∂h)2 项，则

R̄µν ∼ (∂h)2 (48)

这表明是扰动 hµν 的导数影响着背景时空的曲率. ḡµν 变化的空间尺度是 LB，h的空间变化尺度是 λ̄，所以

∂ḡµν ∼ 1

LB
(49)

且

∂h ∼ h

λ̄
(50)

因为 R̄µν 只含背景时空度规的二阶导数，所以

R̄µν ∼ ∂2ḡµν ∼ 1

L2
B

(51)

比对可得
1

L2
B

∼
(
h

λ̄

)2

(52)

也即

h ∼ λ̄

LB
(curvature determined by GWs) (53)

如果Tµν ̸= 0，则相比于物质源，引力波对背景时空曲率的贡献是可忽略不计的.则 1
L2

B
∼ h2

λ̄2+matter contribution ≫
h2

λ̄2，即

h ≪ λ̄

LB
(curvature determined by matter) (54)

现在我们也能够明白为什么线性近似引力理论中我们为什么只把度规展开到线性阶了. 如果我们把背景
度规取为 ηµν，则强制要求 1

LB
= 0严格成立（η不依赖于空间坐标，变化尺度为∞）. 这样，任何有限的 h，

不管多么小，都将违背 h ≤ λ̄
LB
的条件，从而不可能将时空度规展开到线性以上的阶.

此外，(53)和(54)告诉我们引力波的振幅不可能是任意的，必须有 h ≪ 1. 如果 h和 1相近，则 λ̄
LB
与 1

相近或远大于 1.无论无何，都无法从背景时空中分离出引力波.
当背景时空的空间尺度 LB 和引力波波长 λ̄界限分明时，有一种办法能够很方便地找到长波模式. 我们

引入尺度 l̄以使 λ̄ ≪ l̄ ≪ LB，并在边为 l̄的立方体内求评价. 波长阶为 LB 的模式不受影响，因为它在立方

体内几乎不变，而波长阶为 λ̄的模式剧烈震荡，平均后为 0. 类似地，若 hµν 是准静态时空背景上的一个高

频扰动，可以引入时标 t̄满足 1
f ≪ t̄ ≪ 1

fB
并取平均.从而(44)可以重写为

R̄µν = −⟨R(2)
µν ⟩+ 8πG

⟨
Tµν − 1

2
gµνT

⟩
(55)

这里的操作也体现了重整化的思想：我们“积去”微小尺度上的涨落，得到描述我们关心尺度上的有效理论.
现在我们定义物质的有效能动张量 ⟨

Tµν − 1

2
gµνT

⟩
= T̄µν − 1

2
ḡµν T̄ (56)

其中 T̄ = ḡµν T̄
µν 为背景时空度规升降指标得到的迹. 按定义，T̄µν 是一个低频量，是原先能动张量的光滑版

本. 我们引入另一个量

tµν = − 1

8πG

⟨
R(2)

µν − 1

2
ḡµνR

(2)

⟩
(57)

其中 R(2)同样也是用背景时空度规升降指标得到的迹. tµν 的迹（鉴于 gµνR
(2)
µν = ḡµνR

(2)
µν + o(h3)，用什么度

规定义迹实际上无所谓）

t = ḡµνtµν = +
1

8πG
⟨R(2)⟩ (58)
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其中利用了 ḡµν 为低频量，可以自由进出求平均值的尖括号，以及 ḡµν ḡµν = 4. 把(58)代入(62)得到

−⟨R(2)
µν ⟩ = 8πG

(
tµν − 1

2
ḡµνt

)
(59)

与(55)联合，得到

R̄µν − 1

2
ḡµνR̄ = 8πG

(
T̄µν + tµν

)
(60)

这可以看作是 Einstein场方程的粗粒化. 时空度规低频部分 ḡµν 的动力学行为，完全由能动张量的低频部分

T̄µν 和只依赖于引力波的 hµν 所决定.

3.3 引力波的能动张量

(60)中，引力波的贡献 tµν 在形式上和物质的能动张量是一致的，我们于是可以给引力波定义一个能动

张量.首先我们来算出 tµν 的具体形式.我们所关心的引力波携带着能量和动量从遥远的波源而来，于是可以
把时空背景取为平直的. 只要把(47)中的 ∇̄替换成 ∂µ，得到

对称张量 hµν 有 10个自由度，但其中有 8个是规范自由度，只有两个物理自由度. 自然，tµν 也既包含物
理自由度又包含规范自由度. 前者给出引力波的能动张量，无法通过规范的选取消去. 如何得到物理自由度？
最简单的办法是取横向无迹规范，则 ∂ihij = 0, h = 0, h00 = 0, h0i = 0. 粗粒化求平均时通过分部积分可得

⟨R(2)
µν ⟩ = −1

4
⟨∂µhαβ∂νh

αβ⟩ (61)

同理得 ⟨R(0)⟩ = 0. 于是

tµν =
1

32πG
⟨∂µhαβ∂νh

αβ⟩ (62)

现在我们可以检验冗余的规范自由度对这个表达式无贡献. 取规范变换 xµ → xµ + εµ，则

δtµν =
1

32πG

[
⟨∂µhαβ∂ν(δh

αβ) + (µ ↔ ν)⟩
]

=
1

32πG

[
⟨∂µhαβ∂ν(∂

αεβ + ∂βεα) + (µ ↔ ν)⟩
]

=
1

16πG

[
⟨∂µhαβ∂ν∂

αεβ + (µ ↔ ν)⟩
] (63)

对 ∂α分部积分，并运用 Lorentz规范条件 ∂αhαβ = 0，可知此式为 0. 于是 tµν 只与物理模式 hTT
ij 有关，(62)中

的 h可以换成 hTT. 可以算出规范不变的能量密度为

t00 =
1

32πG
⟨ḣTT

ij ḣTT
ij ⟩ = 1

16πG
⟨ḣ2

+ + ḣ2
×⟩ (64)

对于沿 z轴传播的平面波，hTT
ij 只与 t− z有关，从而 t01 = t02 = 0且 ∂zh

TT
ij = −∂0h

TT
ij = +∂0hTT

ij，从而

t03 = t00 (65)

最后，我们观察到，根据 Bianchi恒等式，(60)的左侧的协变导数 ∇̄µ
(
R̄µν − 1

2 ḡµνR̄
)
为 0.从而有

∇̄µ(T̄µν + tµν) = 0 (66)

守恒量是 T̄µν + tµν，而它们各自不一定守恒，这表明物质源和引力波之间存在着能动量交换. 在远离物质源
的地方，T̄µν = 0，且时空趋于平直，方程(66)简化为

∂µtµν = 0 (67)

下面我们来计算引力波的能流，即远离物质源的地方，单位时间内流过单位面积的引力波能量. 从(67)得
到 ∫

V

d3x(∂0t
00 + ∂it

i0) = 0 (68)
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其中 V 是远离物质源的空间区域，其边界为 S.区域内的引力波能量

EV =

∫
V

d3xt00 (69)

则
dEV

dt
= −

∫
V

d3x∂it
0i = −

∫
S

dAnit
0i (70)

取 TT规范，并取 S 为远离源的 r处的球面，其面源为 dA = r2dΩ而法矢量为 n = r.则
dEV

dt
= − 1

32πG

∫
dA⟨∂0hTT

ij ∂rh
TT
ij ⟩ ≡ −

∫
dAt0r (71)

向外辐射的引力波，在足够远的距离 r，其形式是统一的

hTT
ij (t, r) =

fij(t− r)

r
(72)

其中 trec = t− r为推迟时间，与电动力学中的一致. 故

∂rh
TT
ij (t, r) = − 1

r2
fij(t− r) +

1

r
∂rfij(t− r)

= − 1

r2
fij(t− r)− 1

r
∂tfij(t− r)

= O

(
1

r2

)
+ ∂0

[
1

r
fij(t− r)

]
= ∂0hTT

ij (t, r) +O

(
1

r2

)
(73)

于是，从(71)我们看出，在远离源的地方 t0r = t00.从而
dEV

dt
= −

∫
dAt00 (74)

体积 V 内能量的减少意味着引力波携带走了一部分能量，能流
dE

dAdt
= t00 =

1

32πG
⟨ḣTT

ij ḣ
TT
ij ⟩ (75)

即
dE

dt
=

r2

32πG

∫
dΩ⟨ḣTT

ij ḣ
TT
ij ⟩ (76)

用两种模式表示
dE

dAdt
=

1

16πG
⟨ḣ2

+ + ḣ2
×⟩ (77)

从 t = −∞到 t = +∞流过 dA的总能量
dE

dA
=

1

16πG

∫ +∞

−∞
dt⟨ḣ2

+ + ḣ2
×⟩ (78)

依照之前的讨论，对实际的引力波探测器，这里的平均是几个引力波周期上的时间平均.于是我们可以交换积
分次序，先算 −∞到 +∞的 dt的积分，消去所有的时间依赖后，余下的积分只是对常数的积分. 于是(78)中
的求平均操作可以略去，得到

dE

dA
=

1

16πG

∫ +∞

−∞
dt(ḣ2

+ + ḣ2
×) (79)

插入 h+,×(t)的平面波展开，得到
dE

dA
=

1

16πG

∫ +∞

−∞
df(2πf)2(|h̃+|2 + |h̃×|2) =

π

4G

∫ +∞

−∞
df f2(|h̃+|2 + |h̃×|2) (80)

鉴于被积函数是偶函数，我们可以只对正频部分积分
dE

dA
=

π

2G

∫ +∞

−∞
df f2(|h̃+|2 + |h̃×|2) (81)
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是故
dE

dAdf
=

π

2G
f2(|h̃+|2 + |h̃×|2) (82)

取 dA = r2dΩ，在以源为球心的一个球上积分，得到能谱
dE

df
=

πf2r2

2G

∫
dΩ(|h̃+|2 + |h̃×|2) (83)

同理可以计算动量流. 在远离源的一个球壳 V 内的引力波动量为

P k
V =

∫
V

d3xt0k (84)

考虑向外辐射的引力波，重复之前的步骤，得到

∂0P
k
V =

∫
V

d3x∂0t
0k = −

∫
S

dAt0k (85)

故其携带的动量流为
dP k

dAdt
= t0k (86)

从而
dP k

dt
= − 1

32πG
r2
∫

⟨ḣTT
ij ∂

khTT
ij ⟩ (87)

注意到，如果 t0k 的宇称为奇，则此式为 0.

4 背景时空中的传播

无外部物质存在时，Tµν = 0，(45)变为

R(1)
µν = −[R(2)

µν ]
high (88)

同样地，我们有两个小量 h和 λ̄
LB

.但是，之前我们已经看到，无外源时，这两个小量的阶是相同的，我们可
以用 ϵ统一标记

ϵ = O(h) = O

(
λ̄

LB

)
(89)

为记号简洁，取LB，从而 h ∼ λ̄ ∼ ε. 从(46)可知R
(1)
µν 的领头阶（我们简要地说一下判断阶的方法，∇̄ ∼ ∂+Γ̄，

∂ 贡献一个 1
λ̄
∼ 1

ϵ，h贡献一个 ϵ）

R(1)
µν ∼ ∂2h ∼ h

λ̄2
∼ 1

ϵ
(90)

从(47)可知

R(2)
µν ∼ ∂2h2 ∼ h2

λ̄2
∼ 1 (91)

故 [R
(2)
µν ]high 至多 O(1)阶，可以忽略. 从而 R

(1)
µν 的领头阶为 0，即

[R(1)
µν ] 1ϵ = 0 (92)

展开为

ηρσ(∂ρ∂νhµσ + ∂ρ∂µhνσ − ∂ν∂µhρσ − ∂ρ∂σhµν) ≈ 0 (93)

这不是别的，就是线性理论中 h的运动方程.
若源存在，Tµν ̸= 0. 由之前的讨论可知这时 h ≪ λ̄

LB
≪ 1，对 h 展开和对 λ̄

LB
展开是不同的. 只保留

h 的线性阶，对 λ̄
LB
逐阶展开. 要估算

(
Tµν − 1

2gµνT
)High，我们注意到，若 Tµν 是光滑的，则高频部分取

决于度规 gµν，从而有一个高频成分 O(h). 另外 gµνT = (ḡµν + hµν)T 也有高频 O(h) 阶部分，来自于 ḡµν
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与 T 的高频 O(h) 阶部分相乘，以及 hµν 与 T 的低阶部分相乘. 从而
(
Tµν − 1

2gµνT
)High

= O
(

h
L2

B

)
. 但是

R
(1)
µν ∼ ∂2h ∼ h

λ̄2 .
(
Tµν − 1

2gµνT
)High 比 R

(1)
µν 小一个 O

(
λ̄2

L2
B

)
阶的因子. 只保留领头阶和次领头阶，则(46)变

为

R(1)
µν = 0 (94)

现在 ḡµν 由 Tµν 主导，不再平坦，R
(1)
µν 包含的也应当是一般的协变导数.故

ḡρσ(D̄ρD̄νhµσ + D̄ρD̄µhνσ − D̄νD̄µhρσ − D̄ρD̄σhµν) = 0 (95)

引入 h = ḡµνhµν 及 h̄µν = hµν − 1
2 ḡµνh，并引入 Lorentz规范

∇̄ν h̄µν = 0 (96)

则

∇̄ρ∇̄ρh̄µν + 2R̄µρνσh̄
ρσ − R̄µρh̄

ρ
ν − R̄µρh̄

ρ
µ = 0 (97)

(44)告诉我们 R̄µν 只有 [R
(2)
µν ]Low的贡献，从而是 O(h

2

λ̄2 )阶的，因为我们只关心 h阶的情况，可以扔掉 R̄h̄的

两项. 另外，R̄µρνσh̄
ρσ = O

(
h
L2

B

)
而 ∇̄ρ∇̄ρh̄µν = O

(
h
λ̄2

)
，因为我们只考虑 λ̄

LB
的领头阶和次领头阶，得到

∇̄ρ∇̄ρh̄µν = 0 (98)

(96)和(98)决定了 λ̄ ≪ LB 的引力波如何在弯曲背景时空中传播.

4.1 弯曲时空中的几何光学

我们知道电磁场的 Lagrange量密度为

L = −1

4
FµνF

µν (99)

在度规为 ḡµν 的弯曲时空中，作用量为

S = −1

4

∫
d4x

√
−ḡḡµαḡνβF

µνFαβ (100)

变分得到运动方程

∇̄µ(∇̄µAν − ∇̄νAµ) = 0 (101)

这就是平直时空Maxwell方程 ∂µF
µν = 0的推广. 取弯曲时空的 Lorentz规范

∇̄µA
µ = 0 (102)

根据 [∇̄µ, ∇̄ν ]Aµ = Rν
µA

µ 以及 ∇̄µA
µ = 0，可得

∇̄ρ∇̄ρA
µ −Rµ

ρA
ρ = 0 (103)

当电磁波的波长 λ̄远小于背景度规的典型空间变化尺度LB时，几何光学才是有效的. 此外，还应当有 λ̄ ≪ Lc，

其中 Lc 是电磁场振幅、偏振或波长变化的典型空间尺度，也就是说，电磁波的波长应当远小于波前的曲率

半径. 这些条件满足时，我们就可以采用程函近似，即寻找一个解，其相位 θ以 λ̄的尺度迅速变化，而振幅

按 L = min{LB , Lc}的尺度缓慢变化. 记

Aµ(x) = [aµ(x) + εbµ(x) + ε2cµ(x) + · · · ]e
iθ(x)

ε (104)

这里的 ε只是为了提醒我们各项的阶，系数为 εn 的项，其阶为
(

λ̄
L

)n
.它最终会被取为 1.

因为 Rµ
ρA

ρ = O
(

A
L2

B

)
而 ∇̄ρ∇̄ρA

µ = O
(

A
λ̄2

)
. 只保留 λ̄

LB
的领头阶及次领头阶的情况下，可以忽略

Rµ
ρA

ρ，运动方程变为

∇̄ρ∇̄ρA
µ = 0 (105)
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定义波矢 kµ = ∂µθ，将(105)代入(102)，只保留最低阶，得

ḡµνk
µkν = kµkµ = 0 (106)

这叫做程函方程. 由此可知 0 = ∇̄ν(k
µkµ) = 2kµ∇̄νkµ. 因为 θ是标量，∇̄ν∂µθ = ∇̄ν∇̄µθ = ∇̄µ∇̄νθ = ∇̄µ∂νθ，

从而 ∇̄νkµ = ∇̄µkν . 从而
kµ∇̄µkν = 0 (107)

这恰好是测地线方程. 这说明，与等相面垂直的曲线，也就是光线，正是 ḡµν 的零测地线.
取到 ε的次领头阶，(105)给出

2kρ∇̄ρaµ + (∇̄ρkρ)a
µ = 0 (108)

引入 a = (aµa∗µ)
1
2 以及极化矢量 aµ = aeµ 满足 eµe∗µ = 1. 则由 2akµ∂µa = kµ∂µ(a

2) = kµ∇̄µ(a
ρa∗ρ) =

−(∇̄ρkρ)a
2，即得到标量振幅的方程

kµ∂µa = −1

2
(∇̄µk

µ)a (109)

把 aµ = aeµ 代入(108)并结合(109)，得
kρ∇̄ρe

µ = 0 (110)

(110)告诉我们光的偏振矢量沿着零测地线是平行移动的. 而(109)告诉我们几何光学极限下光子数是守恒的，
要看出这一点，我们把(109)换一种形式

∇̄µ(a2kµ) = 0 (111)

这告诉我们 a2kµ是协变守恒流，从而 a2k0的空间积分是守恒荷. 在 A0 = 0规范中，电场就是 E = ∂0A，其

振幅为 k0a，电磁波的能量密度正比于 (k0a)2，而每个光子的能量是 k0，所有 k0a2 的物理意义就是光子数

密度，它的空间积分守恒，意味着光子数守恒.
对引力波，同样可以进行程函近似. 设

h̄µν(x) = [Aµν(x) + εBµν(x) + · · · ]e
iθ(x)

ε (112)

定义 kµ∂µθ并用 Aµν = Aeµν 定义引力波的归一化极化矢量，A为标量振幅. 与电磁波相似，仍有
• kµk

µ = 0, kµ∇̄µkν = 0. 即引力子沿零测地线传播；
• ∇̄µ(A2kµ) = 0.即引力子数量守恒；
• kνeµν = 0. 即极化张量是横向的（垂直于传播方向）.
• kρ∇̄ρeµν = 0. 即极化张量沿零测地线是平行移动的.

4.2 微引力透镜

几何光学适用的范围内，引力子在弯曲时空中的传播行为和光子是相同的. 比如，引力子的轨迹在大质
量物体附近会偏折，且偏折角与光子一样；引力子在引力阱内也会红移.

如图(1)是引力透镜的光路图，S为波源，O为观察者，L为透镜天体，其质量为M，光的碰撞参数为 b.
观察者与透镜天体、光源的距离分别为 Dl 和 Ds，透镜天体与光源的距离为 Dls，且 Ds ≫ b, Dls ≫ b. 假
设由引力透镜引起的光的偏折 α非常小，包含 L和 D的透镜面以及与其平行且包含 S 的光源面，都与光经

过的路线近似垂直. 根据光线在球对称引力场中的偏折公式

α =
4GM

b
(113)

由几何关系

Dlsα⃗ = Ds(θ⃗ − ϕ⃗), α⃗ =
4GM

b2
b⃗ =

4GM

Dlθ2
θ⃗ (114)
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图 1: 引力透镜光路图

这里 b⃗是透镜面上偏折点的位置矢量，α⃗是偏折角的角度矢量，θ⃗和 ϕ⃗分别是像和光源的角度矢量（相对于

观察者的天球面）. 定义 α2
0 = 4GMDls

DsDl
，由于 ϕ⃗ ∝ θ⃗，可以改写为标量方程

ϕ = θ − α2
0

θ
(115)

解得

θ± =
1

2

(
ϕ±

√
ϕ2 + 4α2

0

)
(116)

ϕ = 0时 θ± = ±α0，像在天球上描绘的是半径为 α0的圆，称为 Einstein环，角度 α0称为 Einstein半径. 2α0

大致表示由引力透镜可以看见多个像时，像之间的分离角大小. 这一点可以从

θ+ − θ− =
√

ϕ2 + 4α2
0 ≈ 2α0 (117)

一般 ϕ都是小角，若 ϕ太大，则无法观测到引力透镜效应，与傍轴条件类似.
利用透镜方程式，可以计算出像的明亮程度相对于光源来说增加了多少. 假设从观测者看到的像在天球

上所张的立体角为 dΩ(θ)，观测到的光度为 f，光源的表面亮度为 I，则有

f = I dΩ(θ) (118)

另一方面，取无透镜时观测到的光度为 f0，而这时的像在天球上所张的立体角为 dΩ(ϕ)，又由于表面亮度 I

是光源的固有性质，所以

f0 = I dΩ(ϕ) (119)

由此，由引力透镜引起的光度的增长率一般由

A :=
f

f0
=

dΩ(θ)

dΩ(ϕ)
=

(
det

∂ϕ

∂θ

)−1

(120)

给出. 将此式应用于 (116)式之情形，得

A± =
dθ2±
dϕ2

= ±1

4

(
ϕ√

ϕ2 + 4α2
0

+

√
ϕ2 + 4α2

0

ϕ
± 2

)
(121)
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这里 A+ > 1, A− < 0. 这意味着
1. θ = θ+的像是和光源方向相同的顺像，且必然比原来明亮；

2. θ = θ− 的像是和光源方向相反的逆像.
另外，θ = θ± 两像相加所得的总增幅率 Atot 为

Atot = A+ + |A−| =
1

2

(
ϕ√

ϕ2 + 4α2
0

+

√
ϕ2 + 4α2

0

ϕ

)
(122)

但是，当光线交叉时，因为波前变化的空间尺度不再小于 λ̄，程函近似条件实际上是不成立的. 要研究焦
点附近的实际行为，需要考虑衍射，或者用量子力学的语言来说，不确定性原理. 我们考虑一束环形光线，它
们是某平面波前的一部分，环的半径为 b. 光线被质量为M 的天体偏折，碰撞参数也为 b，偏折角 θ = 4GM

b .
偏折后的光线在焦距 dF 处会聚，满足 b

dF
= tan θ ≈ θ，即

dF ≈ b2

4GM
(123)

实际上，不确定性原理禁戒这样完美的会聚. 如果我们把光子的初始位置定死为 b，其不确定性∆y要小于 b.
由 Heisenberg测不准原理，其横向动量的不确定性 ∆ky ≥ ℏ

b，会带来角度的不确定性

∆θs ≈
∆ky
kx

≥ λ̄

b
(124)

从而带来横向位置的不确定性

∆ys ≈ dF∆θs ≥
λ̄b

4GM
(125)

如果要求光线较好地会聚，则 ∆ys ≪ b，从而

λ̄ ≪ 4GM (126)

对质量大致在M⊙ 的天体，这意味着对 λ̄ ≪ O(106)km也就是 f ≫ O(1010)kHz的波才能有较明显的引力透

镜效应. 对电磁波，这正落在可见光频段. 但对引力波，没有什么天体能产生这么高频的引力波.

4.3 引力波的吸收与散射

引力波会被显著地吸收和散射吗？之后用场论描述引力波时，将看到引力子-物质-物质顶点正比于
√
G，

于是树图阶引力子-物质振幅正比于 G，散射截面就正比于 G2。在自然单位制下，散射截面具有量纲 [M ]−2，

引力常数具有量纲 [M ]−2，因此散射截面

σ ∼ G2E2 (127)

考虑具有 4-动量 kµ = (k, 0, 0, k) 的引力子经过太阳，与具有 4-动量 pµ = (mp, 0, 0, 0) 的静止质子碰撞，

E = −(k + p)2 = m2
p + 2mpk.而天文来源的引力波能量相比较子质量可忽略，因此 σ ∼ G2m2

p.
光子经过太阳主要是与电子发生 Thomson散射，其截面 σ = 8πa2

3m2
e

. 太阳基本上由等离子体组成，质子与
电子数密度相当，我们可以计算平均自由程 l = 1

nσ，代入数值将发现引力子的平均自由程是光子的 O(1080)

倍.如果再代入数密度具体计算，可以得到引力子平均自由程为 O(1078)m，这远大于可观测宇宙直径.除非
途经中子星或黑洞这样的致密星，引力波不会被显著吸收.
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