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1 经典力学的时空观

在经典力学中，空间是相对的，两个不同时事件发生在同一还是不同空间点上，依赖于参照系的选择. 但
是，经典力学认为时间是绝对的，若在某个参考系中，两个事件同时发生，则在一切参考系中，两个事件都

是同时发生的. 绝对时间假设是经典力学的一个基础假设.
经典力学的另一个基础假设是伽利略相对性原理，即力学规律在一切惯性参考系中都是相同的.
经典力学认为相互作用的传播速度是无穷的，这可以从两点加以说明. 其一，如果相互作用是以一个有

限速度传递的，而时间的绝对性意味着通常的速度相加法则应该适用于一切现象，因此在有相对运动的不同

参考系中传播速度不同，从而导致相互作用的物体的运动规律在不同惯性系中不同，与伽利略相对性原理相

悖. 其二，经典力学中相互作用的势能仅依赖于所有质点在同一时刻的位置，这意味着其中任何质点的位置
改变立刻影响到其它所有质点，即相互作用是瞬时传递的.

2 狭义相对论的基本假设

狭义相对论也有两条基本假设. 其一是狭义相对性原理，即所有的自然定律在一切惯性系中都是相同的.
其二是光速不变原理. 这里的“光速”不能简单地理解为“真空中的光速”，而应理解为相互作用传播速

度的上限. 经典力学认为这个上限是无穷，而狭义相对论指出这一上限是一有限常数 c，且 c在一切惯性系中

的值都是相同的. 电动力学可以证明，这个 c应恰好是真空中电磁波传播的速度.

3 同时的相对性

从 x′ 轴上的 A发一个信号，对K 系中的人，AB = AC，信号同时到达 B,C 两点. 但是对于K ′ 系中的

人，信号向左走过的距离短，向右走过的距离长，而信号向左向右传递的速度都是 c，故信号先到达 B，后

到达 C.
这说明了，在狭义相对论中，同时性是相对的. 在一个惯性系中的观察者看来同时发生的事，在另一个

参考系的观察者看来并不一定同时发生.
在经典力学中，是没有这种问题的. 因为信号传递的速度是无穷大，无论哪个参考系中的观察者看来，信

号都是瞬时到达 B,C 的.

1

https://www.zhihu.com/people/zhao-gan-46-59


4 狭义相对论的时空结构

一个事件由发生的空间点和时间决定. 我们建立假想的四维空间，包含三条空间坐标轴和一条时间坐标
轴. 空间中的一个点代表一个事件，称为世界点. 粒子的演化对应一条曲线，称为世界线.
设事件 1：K 系内 t1 时刻从空间点 (x1, y1, z1) 发出一个信号. 事件 2：在 t2 时刻该信号到达空间点

(x2, y2, z2)，显然成立：

(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 + (z2 − z1)
2 − c2(t2 − t1)

2 = 0

在K ′ 系中，两事件的则为 (x′
1, y

′
1, z

′
1, t

′
1)和 (x′

2, y
′
2, z

′
2, t

′
2)，且有：

(x′
2 − x′

1)
2 + (y′2 − y′1)

2 + (z′2 − z′1)
2 − c2(t′2 − t′1)

2 = 0

我们称：

s12 = [c2(t2 − t1)
2 − (x2 − x1)

2 − (y2 − y1)
2 − (z2 − z1)

2]
1
2

为两事件的间隔. 于是，若事件在某个惯性参考系内间隔为 0，则在一切惯性参考系内它们的间隔都为 0.
使两事件无限接近，则上面的式子可改写为：

dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2 = ds2

易见 ds和 ds′ 应为同阶无穷小量，则：

ds2 = ads′2

其中 a为一待定量. 由时空的均匀性及空间的各向同性，a仅与两惯性系间相对速度的绝对值有关.
考虑K1,K2,K，v1 和 v2 为K1,K2 相对于K 的速度，则：

ds2 = a(v1)ds
2
1ds

2 = a(v2)ds
2
2ds

2
1 = a(v12)ds

2
2

推出：
a(v1)

a(v2)
= a(v12)

等号左边仅依赖于 v1,v2 之绝对值，而等式右边还依赖于 v1,v2 间的夹角，故 a只能为常量 1，即：

ds2 = ds′2

继而：

s = s′
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即：两事件之间隔在所有惯性参考系中相同.

5 类时间隔、类空间隔、光锥

设 K 系中有两事件 (x1, y1, z1, t1)和 (x2, y2, z2, t2). 能否找到这样一个参考系 K ′，使得其中两事件在同

一空间点发生？

记 t2 − t1 = t12，(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 + (z2 − z1)
2 = l212，则 K 系中 s212 = c2t212 − l212，K ′ 系中

s′212 = c2t′212 − l′212.
由 s212 = s′212 及 l′212 = 0得 s212 = c2t′212 > 0.
于是，存在一个参考系使事件 1, 2发生于同一空间点，等价于其间隔 s12 为实数，称实数间隔为类时间

隔.
同理，可以推出，存在一个参考系使事件 1, 2发生于同一时间，等价于其间隔 s12 为虚数，称实数间隔

为类空间隔.
间隔的类时性与类空性只取决于两事件本身，与参考系是无关的.

取原点为事件 O的世界点，两条直线代表两个信号经过事件 O（即在 t = 0时刻经过 x = 0）以光速向

两个方向的传递. 在 aOc及 dOb区域内，c2t2 − x2 > 0，区域内部的任何事件与 O 的间隔都是类时的. 即，
不存在一个参考系使得两事件发生于同一时刻，事件的先后顺序是一定的. aOC 内的事件一定后于 O 发生，

该区域称为 O的绝对未来. aOC 内的事件一定先于 O发生，该区域称为 O的绝对过去. bOd和 cOb的区域

内，事件发生的先后顺序与具体参考系有关，因果律不再有意义. 这些区域称为 O的绝对间隔.
若考虑所有三个空间坐标轴，则代替两条相交直线的是圆锥体 x2 + y2 + z2 − c2t2 = 0，称为光锥.
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6 固有时，钟慢效应

设一静止系 K，一只钟相对于 K 系作任意的运动，但在任一无限小时间间隔内，钟都是匀速的，可以

引入固联在钟上的坐标系，与钟本身指示的时间一起构成一个惯性参考系.
对K 系中的无限小时间间隔内，动钟行进

√
dx2 + dy2 + dz2. 与钟固连的参考系中，钟静止，钟指示的

时间间隔为 dt′，则 ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2 = c2dt′2，有：

dt′ = dt

√
1− dx2 + dy2 + dz2

c2dt2
= dt

√
1− v2

c2

其中 v为钟相对于K 系的速度. 当静钟走时为 t2 − t1 时，动钟走时为：

t′2 − t′1 =

∫ t2

t1

dt

√
1− v2

c2

固联在物体上随其一起运动的钟所指示的时间称为物体的固有时. 可见，运动物体的固有时，相较于静
止系内相应的时间间隔短，这称为“钟慢效应”.

我们知道，运动是相对的. K 系内的观察者看来K ′系是运动的，K ′系内的钟会走得较慢. 而在K ′系内

的观察者看来，应该是K 系内的钟变慢了. 这是否矛盾？
不矛盾. 假设在某一时刻，K ′系内的一只钟B与K ′内的一只钟A空间位置相同，且指示时间恰好相同.

一段时间后，K ′ 系中的这一只钟与K 系中的另一只钟 C 空间位置重合，再比较这两只钟的指示时间. K 系
中的观察者会认为自己所在的参考系中所有的钟走的都是一样快的，B 指示的时间比 C 滞后，说明是 B 走

得慢. 但同时是相对的，“K 系中所有的钟走的都是一样快的”对 K ′ 系中的观察者并不成立. 或者说，要比
较两个参考系中钟的快慢，总要将一个参考系中的某只钟与另一个参考系中的多个钟相比较，这本来就不是

一个对称的过程.
有两只钟，一只静止，另一只描绘一闭合路径回到出发点，显然动钟与静钟相比走得慢. 那么，是否可

以把动钟看成静止的，继而得到相反的结论呢？不能. 动钟有加速和减速的过程，固联在动钟上的参考系是
非惯性系，相对性原理不再成立.

7 洛伦兹变换、尺缩效应

现在要求一个惯性系到另一个惯性系的变换的数学形式. 这种变换必须使四维时空内的度量结构不变，
满足这一要求的变换仅有平移和旋转. 平移变换是平凡的，我们只考虑旋转变换.
四维空间内的一切转动都可以分解为在 xy, yz, xz, tx, ty, tz 内的旋转. 前三个对应一般的空间转动. 我们

研究涉及 t轴的转动. 固定 y, z，研究在 tx平面内的转动，变换须使 c2t2 − x2保持不变，可知其数学表达式

应为： (
x

ct

)
=

(
coshϕ sinhϕ

sinhϕ coshϕ

)(
x′

ct′

)
若 K ′ 以速度 V 沿 x轴相对 K 作相对运动，则此时只有 x, t变化，变换具有上述形式，只需定下 ϕ. ϕ
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只与 V 有关，计算得 sinhϕ =
v
c√

1− v2

c2

, coshϕ =
1√

1− v2

c2

，则洛伦兹变换的数学形式为：


x

y

z

ct

 =



1√
1− v2

c2

v
c√

1− v2

c2

1

1
v
c√

1− v2

c2

1√
1− v2

c2




x′

y′

z′

ct′



K 系内一根平行于 x轴的静杆，在K 系内测得其长度为 x2 − x1 = ∆x. K ′系内，同一时刻 t′杆两端在

K ′ 系内的坐标为 x′
2, x

′
1，则 x1,2 =

x′
1,2 + V t′√
1− v2

c2

，则：

∆x =
∆x′√
1− v2

c2

杆的固有长度长度指在相对它静止的参考系内它的长度. 可见，运动物体的固有长度，相较于静止系内
测得的长度要长，这就是尺缩效应.

洛伦兹变换具有不可对易性：洛伦兹变换的几何意义是四维空间内的转动，很明显，两次绕不同轴转动

的结果，与施行它们的先后顺序有关.

8 速度的变换

对洛伦兹变换微分可得速度变换公式. 设 K ′ 系相对 K 以速度 v 沿 x 轴运动，质点速度在 K 系中为

u = (ux, uy, uz)，在K ′ 系中为 u′ = (u′
x, u

′
y, u

′
z)，则：

u′
x =

ux − v

1− vux

c2
, u′

y =
uy

γ
(
1− vux

c2

) , u′
z =

uz

γ
(
1− vux

c2

)
逆变换只需将 v换为 −v. 当 ux = c时，可得 u′

x = c，体现光速不变.

9 四维矢量

四维时空坐标记作 xµ = (ct, r)，度规张量 ηµν = diag(1,−1,−1,−1). 间隔平方为 ds2 = ηµνdx
µdxν . 洛

伦兹变换保持 ds2 不变. 一般地，若一组四个量 Aµ 在洛伦兹变换下与 dxµ 变换相同，则称 Aµ 为四维矢量.
其标量积 AµBµ = A0B0 −A ·B是洛伦兹不变量.

10 四维速度

粒子的固有时 τ 满足 dτ = ds/c. 四维速度定义为：

uµ =
dxµ

dτ
= (γc, γv) , γ =

1√
1− v2/c2

它满足归一化条件 uµuµ = c2. 四维速度的变换直接由洛伦兹变换给出.
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11 四维动量与能量

四维动量 pµ = muµ = (E/c,p)，其中 E = γmc2 为能量，p = γmv为三维动量. 不变量为：

pµpµ =
E2

c2
− p2 = m2c2

即能量-动量关系 E2 = p2c2 +m2c4. 对于光子，m = 0，有 E = pc.

12 最小作用量原理

为了研究实物粒子的运动，我们从最小作用量原理出发. 该原理指出：对于每一个力学体系，存在一个
称为作用量的积分 S，实际运动使 S 取最小值，即变分 δS = 0.

对于自由粒子（不受任何外力），作用量必须与参考系的选择无关，即必须是洛伦兹标量. 另外，被积函
数应为世界线的一阶微分. 对于一个自由粒子，唯一能构造出的这种标量就是间隔 ds（或其常数倍）. 因此
作用量必须取如下形式：

S = −α

∫ b

a

ds,

其中 α > 0. 这是因为沿着直线世界线的
∫ b

a

ds取最大值，为了使得作用量在实际路径上有最小值，需要添

上负号（这样直线世界线给出的作用量最小）. α是表征粒子的常数.
利用间隔与坐标时的关系 ds = c

√
1− v2/c2 dt，可将作用量写为对时间的积分：

S =

∫ t2

t1

Ldt,

从而得到拉格朗日函数

L = −αc

√
1− v2

c2
.

为确定 α，考虑经典极限 c → ∞. 将 L按 v/c展开：

L = −αc

√
1− v2

c2
≈ −αc+

αv2

2c
.

拉格朗日函数中的常数项不影响运动方程，可以略去. 略去 −αc后与经典力学的拉格朗日函数 L =
1

2
mv2比

较，得
α

2c
=

m

2
=⇒ α = mc.

因此，自由粒子的作用量和拉格朗日函数分别为

S = −mc

∫ b

a

ds , L = −mc2
√

1− v2

c2
.

13 能量与动量

粒子的动量定义为 p = ∂L/∂v. 对拉格朗日函数求导得

p =
mv√
1− v2

c2

.

在低速极限 v ≪ c下，p ≈ mv，回到经典表达式. 当 v → c时，动量趋于无穷大，表明有质量粒子无法达到

光速.
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三维力 f = dp/dt. 在不同情况下，力与加速度的比例不同：
• 若力垂直于速度（只改变方向），则

dp

dt
=

m√
1− v2/c2

dv

dt
.

• 若力平行于速度（只改变大小），则
dp

dt
=

m

(1− v2/c2)3/2
dv

dt
.

可见，在相对论力学中，力与加速度之比依赖于力的方向.
粒子的能量定义为 E = p · v − L. 代入 L和 p的表达式：

E =
mc2√
1− v2

c2

.

当 v = 0时，能量取有限值 E = mc2，称为静能. 在低速下展开：

E ≈ mc2 +
1

2
mv2,

其中第二项即为经典动能.
上述公式同样适用于由多个粒子组成的复合物体（此时 m为总质量，v为整体运动速度）. 对于静止的

复合物体，其静能mc2 不仅包含各组成部分的静能之和，还包含内部粒子的动能和相互作用能. 因此，复合
物体的总质量 m并不等于其各部分质量之和，即相对论力学中质量守恒不再成立，只有包含静能在内的总

能量守恒成立.
将 E 和 p的表达式平方后相减，消去速度，得到重要关系：

E2

c2
= p2 +m2c2,

或等价地

E = c
√
p2 +m2c2.

此即相对论性能量-动量关系. 在低速 p ≪ mc时，展开得

E ≈ mc2 +
p2

2m
.

由 p = Ev/c2，即

v =
pc2

E
.

对于质量为零的粒子（如光子、中微子），由能量-动量关系可得 p = E/c，且它们必须以光速运动. 对于有质
量粒子，在极端相对论情况（E ≫ mc2）下，也有 p ≈ E/c.

作用量 S = −mc

∫
ds的变分为

δS = −mc

∫ b

a

dxi δx
i

ds
= −mc

∫ b

a

ui δx
i ds.

分部积分得

δS = −mcuiδx
i
∣∣∣b
a
+mc

∫ b

a

δxi dui

ds
ds.

对于固定端点（δxi|a = δxi|b = 0），实际路径满足 δS = 0，故
dui

ds
= 0,

即自由粒子的四维速度恒定.
四维动量定义为

pi = − ∂S

∂xi
,
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其分量为

pi =

(
E
c
, −p

)
, pi =

(
E
c
, p

)
.

由变分结果 δS = −mcuiδx
i 可知，对于自由粒子有

pi = mcui,

代入四维速度的分量 ui = (γc, γv)，立即得到 E = γmc2 和 p = γmv.
四维动量的平方是洛伦兹不变量：

pip
i = m2c2,

这正是能量-动量关系.
设参考系K ′ 相对K 以速度 V 沿 x轴运动，则由四维动量的变换（类似于坐标变换）得

px =
p′x +

V

c2
E ′√

1− V 2/c2
, py = p′y, pz = p′z, E =

E ′ + V p′x√
1− V 2/c2

.

四维力定义为 gi = dpi/ds = mcdui/ds，它满足 giu
i = 0. 用三维力 f = dp/dt可表示为

gi =

(
f · v

c2
√

1− v2/c2
,

f

c
√
1− v2/c2

)
,

其中时间分量与力的功率有关.
将 pi = −∂S/∂xi 代入 pip

i = m2c2，得到相对论性哈密顿-雅可比方程：
1

c2

(
∂S

∂t

)2

−
(
∂S

∂x

)2

−
(
∂S

∂y

)2

−
(
∂S

∂z

)2

= m2c2.

为过渡到经典力学，令 S = S′ −mc2t（因为相对论能量包含静能mc2）. 代入上述方程并整理得

1

2mc2

(
∂S′

∂t

)2

− ∂S′

∂t
− 1

2m

[(
∂S′

∂x

)2

+

(
∂S′

∂y

)2

+

(
∂S′

∂z

)2
]
= 0.

在 c → ∞极限下，第一项消失，得到经典哈密顿-雅可比方程：
∂S′

∂t
+

1

2m
(∇S′)2 = 0.
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