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1 Einstein场方程

1.1 场方程的导出

如何把物理定律推广到弯曲时空中？我们知道惯性参考系中的物理定律，根据等效原理，自由下落参考

系中的物理定律与惯性系中的相同.我们把定律写成协变的、张量的形式，便得到了弯曲时空中的物理定律.
例如，局部惯性系中自由质点的轨迹为 d2xµ

dτ2 = 0，推广到整个时空中，便是 uα∇αu
µ = 0.局部惯性系中能动

张量守恒 ∂µT
µν = 0，推广到整个时空中，便是 ∇µT

µν = 0.
要建立起相对论性的引力理论，则这个理论的经典极限应该为 Newton引力理论，即

∇2Φ = δij∂i∂jΦ = 4πGρ (1)

这里 Φ便是引力势，ρ为物质密度.在 Newton力学中，运动方程为
d2xi

dt2
= −δij∂jΦ (2)

弯曲时空（引力场）中，自由质点的运动方程为
d2xµ

dτ2
+ Γµ

αβ

dxα

dτ

dxβ

dτ
= 0

在经典极限下，dx0

dτ = dt
dτ ≫ dxi

dτ （这里运用了自然单位制，即 c = 1，dxi

dt ≪ 1即为低速），故运动方程变为

d2xµ

dτ2
+ Γµ

00

(
dt

dτ

)2

= 0 (3)

Christoffel符号展开为 1
2g

µν(∂0gν0 + ∂0g0ν − ∂νg00)，经典极限下引力场是静态的，时空度规不会随时间变化，

故 Christoffel符号变为 1
2g

µν∂νg00.设

gµν = ηµν + hµν , ∥hµν∥ ≪ 1 (4)

不难说明

gµν = ηµν − hµν +O(h2) (5)

则

Γµ
00 = −1

2
ηµν∂νh00 +O(h2) (6)

故
d2t

dτ2
= 0 (7)

d2xi

dτ2
=

1

2
ηij∂jh00

(
dt

dτ

)2

⇒ d2xi

dt2
=

1

2
δij∂jh00 (8)

与(2)一致，且 h00 = −2Φ，g00 = η00 + h00 = −(1 + 2Φ).
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(1)右端的 ρ实际上是 T00，要把 Newton引力理论推广到弯曲时空中，很自然的想法是把等式右边写成
Tµν .而等式左边的 ∂i∂jΦ含度规的二阶导数，推广后的等式左边也应该含度规的二阶导数的项，并且与曲率

张量有关.注意到 Tµν 是无散的，而 Einstein张量 Gµν 也是无散的，于是，可构想的最简单的引力理论便是

Gµν = κTµν (9)

这里的 κ是某个常数.
为了检验这种引力理论的合理性，并且确定常数 κ，我们取静止的理想流体作为引力的源.它的能动张量

为

Tµν = (ρ+ P )uµuν + Pgµν ≈ ρuµuν (10)

对非相对论性流体而言声速远小于光速，即 ∂P
∂ρ = c2s ≪ 1，故 ρ ≫ P .另一方面，静止要求流体的 4-速度为

uµ = (u0, 0, 0, 0).4-速度的归一化条件 gµνu
µuν = −1可以导出

u0 =

√
−1

g00
=

√
−1

−1 + h00
= (1− h00)

− 1
2 = 1 +

1

2
h00 +O(h2) (11)

下降指标得到

u0 = g0µu
µ = g00u

0 = (−1 + h00)

(
1 +

1

2
h00

)
= −1 +

1

2
h00 +O(h2) (12)

能动张量的 00分量

T00 ≈ ρu2
0 = ρ[1 + h00 +O(h2)] (13)

对能动张量求迹

T = gµνTµν ≈ ρgµνuµuν = −ρ (14)

则

R00 = κ

(
T00 −

1

2
g00T

)
= κ

(
1

2
ρ+

3

2
h00ρ

)
=

1

2
ρκ (15)

另一方面（其中 i表示空间指标）
R00 = Rµ

0µ0

= Ri
0i0

= ∂iΓ
i
00 − ∂0Γ

i
00

= −1

2
∂i(η

iµ∂µh00)

= −1

2
δij∂i∂jh00

= −1

2
∇2h00

= ∇2ϕ

(16)

故场方程退回到

∇2ϕ =
κ

2
ρ (17)

与 Newton引力理论比较可知 κ = 8πG，故 Einstein场方程为

Gµν = 8πGTµν (18)
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1.2 关于场方程的讨论

我们对 Einstein场方程做一些讨论.首先，场方程包含 10个方程，由于∇µG
µν = 0的存在，场方程包含

的独立方程数目为 6.
其次，Einstein场方程是非线性的，不仅 Riemann张量是度规的二阶导数，Tαβ 本身往往也是度规的函

数.但是，我们知道，Newton引力是线性的，两个质点的引力势等于两个质点各自引力势的和.物理上，这
可以解释为广义相对论中引力场和自身是耦合的，这是等效原理的自然结果.考虑两个被引力束缚在一起的
粒子，若引力场不与自身耦合，则两个粒子的引力质量简单地等于各自引力质量之和，而由于引力势能的存

在，两个粒子的惯性质量并不等于其惯性质量之和（相对论里质量就是能量），与等效原理矛盾.在引力场很
弱时，这种耦合也极其微弱，可以忽略不计，就过渡到 Newton的线性引力.

1.3 宇宙学常数

我们可以在场方程中再加一些无散的项.度规本身就是无散的，所以，我们可以把场方程改写为

Gµν + Λgµν = 8πGTµν (19)

这里的 Λ称为宇宙学常数.等价地，我们相当于给能动张量加上了一个附加项

T ′
µν = Tµν − 8πG

Λ
gµν ≡ Tµν − TΛ

µν (20)

这个附加项可以看成局部惯性系中

ρ =
Λ

8πG
, P = −ρ (21)

的理想流体.

2 变分法

2.1 Einstein-Hilbert作用量

假设场由 ϕ(xµ)描述，其作用量为

S =

∫
d4xL =

∫
d4x

√
−g L̂ (22)

其中 L(ϕ, ∂µϕ)是场 ϕ及其导数的函数.泛函导数 δS
δϕ = 0可以导出 Euler-Lagrange方程

∂µ

[
∂L

∂µ(∂νϕ)

]
− ∂L

∂νϕ
= 0 (23)

例如，对自由标量场

L = −ηµν∂µϕ∂νϕ− 1

2
mϕ2 (24)

可以导出著名的 Klein-Gordon方程
□ϕ−m2ϕ = 0 (25)

对重力场，如何确定 L的形式呢？首先，作用量 S 必须是标量.其次，L必须取决于曲率张量，所以它
不会因为坐标系的选取而被消除.最简单的取法便是把 Lagrange量密度直接取为

L̂ = R
√
−g (26)

即

SH =
1

16πG

∫
d4x

√
−g R (27)
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R是标量，d4x
√
−g是不变体积元，才能保证作用量为标量，

√
−gR为标量密度.对作用量变分得

δSH =
1

16πG

∫
d4xδ

(√
−g gαβRαβ

)
=

1

16πG

∫
d4x

[
δ
(√

−g
)
gαβRαβ +

√
−g(δgαβ)Rαβ +

√
−g gαβ(δRαβ)

] (28)

很容易算出

δ
(√

−g
)
=

1

2

√
−g gαβδgαβ = −1

2

√
−g gαβδg

αβ (29)

故前两项即为
√
−g δgαβ

(
Rαβ − 1

2
gαβRαβ

)
=

√
−g δgαβGαβ (30)

要计算第三项，首先我们指出

∇µ(δΓ
µ
αβ)−∇α(δΓ

β
µβ) = ∂µ(δΓ

µ
αβ)− Γµ

µνδΓ
ν
αβ − Γν

µβδΓ
µ
αν − Γν

µαδΓ
µ
νβ

− ∂α(δΓ
µ
µβ) + Γµ

ανδΓ
ν
µβ + Γν

αµδΓ
µ
νβ + Γν

αβδΓ
µ
µν

= δ(∂µΓ
µ
αβ)− δ(∂αΓ

β
µβ)− (Γµ

µνδΓ
ν
αβ + Γν

αβδΓ
µ
µν)

− (Γν
µβδΓ

µ
αν + Γµ

ανδΓ
ν
µβ)

= δ(∂µΓ
µ
αβ − ∂αΓ

µ
µβ − Γµ

µνΓ
ν
αβ − Γν

µβΓ
µ
αν)

= δRαβ

(31)

再计算 δΓγ
αβ，对 0 = ∇γgαβ 两端取变分得

0 = δ(∂γgαβ − Γλ
αγgλβ − Γλ

βγgλα)

= δ(∂γgαβ)− (δΓλ
αγ)gλβ − Γλ

αγ(δgλβ)− (δΓλ
βγ)gλα − Γλ

βγ(δgλα)

= ∂γ(δgαβ)− Γλ
αγ(δgλβ)− Γλ

βγ(δgλα)− (δΓλ
αγ)gλβ − (δΓλ

βγ)gλα

= ∇γ(δgαβ)− (δΓλ
αγ)gλβ − (δΓλ

βγ)gλα

(32)

轮换 α, β, γ 指标可得
∇α(δgβγ)− (δΓλ

αβ)gλγ − (δΓλ
αγ)gλβ = 0

∇β(δgαγ)− (δΓλ
αβ)gλγ − (δΓλ

βγ)gλα = 0

∇γ(δgαβ)− (δΓλ
γβ)gλα − (δΓλ

γα)gλβ = 0

(33)

可得

δΓλ
αβ =

1

2
gλγ [∇α(δgβγ) +∇β(δgαγ)−∇γ(δgαβ)] (34)

从而

gαβ(δRαβ) =
1

2
gαβgλγ [∇λ∇α(δgγβ) +∇λ∇β(δgγα)−∇λ∇γ(δgαβ)

+∇β∇γ(δgλα)−∇β∇λ(δgγα)−∇β∇α(δgλγ)]

=
1

2
∇α∇β(g

αλgβγδgγλ + gλβgαγδgγλ − 2δgαβgλγgλγ)

= ∇α∇β(g
αλgβγgγλ − gαβgλγδgλγ)

(35)

故积分的第三项为 ∫
d4x

√
−g∇α(V

α) = 0 (36)

这里我们假定 V α 在无穷远处为 0.从而
δSH

δgαβ
=

1

16πG

∫
d4x

√
−g Gαβ = 0 (37)
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从而有

Gαβ = 0 (38)

也可见 Einstein张量与 Lagrange量密度的关系
√
−g Gαβ =

∂L
∂gαβ

− ∂ν

[
∂L

∂(∂νgαβ)

]
(39)

2.2 Palatini变分及有源情形

我们可以把 R看成 Γ的函数，对 g和 Γ独立变分，按之前的结果

δSH =
1

16πG

∫
d4x

√
−g

{
δgαβGαβ + gαβ

[
∇γ(δΓ

γ
αβ)−∇β(δΓ

γ
γα)

]}
(40)

对 g的变分给出

Gαβ = 0 (41)

下面我们计算关于 Γ的变分

δΓSH =
1

16πG

∫
d4x

√
−g gαβ

[
∇γ(δΓ

γ
αβ)−∇β(δΓ

γ
γα)

]
=

1

16πG

∫
d4x

√
−g gαβ

[
∂γ(δΓ

γ
αβ)− Γµ

αγ(δΓ
γ
µβ)− Γµ

βγ(δΓ
γ
µα) + Γγ

γµ(δΓ
µ
αβ)

− ∂β(δΓ
α
γα) + Γµ

βγ(δΓ
γ
µα) + Γµ

βα(δΓ
γ
γµ)− Γγ

βµ(δΓ
µ
γα)

]
=

1

16πG

∫
d4x

{
(−δΓγ

αβ)
[
∂γ(

√
−ggαβ) +

√
−g(Γα

γµg
µβ + Γβ

γµg
µα)

]
+ (δΓα

γα)
[
∂β(

√
−ggαβ) +

√
−g(Γα

βµg
µβ + Γβ

βµg
µα)

]}
=

1

16πG
d4x

∫ [
(δΓα

γα)∇β(
√
−ggαβ)− (δΓγ

αβ)∇γ(
√
−ggαβ)

]

(42)

δΓSH = 0给出

∇γ(g
αβ√−g) = 0 (43)

我们在作用量中加上描述引力源的项

SM =

∫
d4x

√
−gLM (44)

则 δS = δSH + δSM 给出 √
−g

16πG
Gαβ +

∂(
√
−gLM )

∂gαβ
= 0 (45)

定义能动张量

Tαβ = − 2√
−g

∂(
√
−gLM )

∂gαβ
(46)

则回到 Einstein场方程(18).

2.3 修正引力理论

我们没有理由认为引力场的 Lagrange量密度就一定是 R，这个形式简单得可疑，因此，我们可以尝试其

它形式的 Lagrange量，从而得出其它形式的引力理论.
比如，取

L̂ = R− κ

R
(47)
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时得到的场方程为

Gαβ +
κ

R2

(
Rαβ +

1

2
gαβ

)
+ k[gαβ∇µ∇µ −∇(α∇β)]R

−2 = 8πGTαβ (48)

它在 R ≪
√
κ时，即大尺度上与 Einstein场方程有显著偏离.

再比如，取

L̂ = R+ kR2 (49)

其中 k ∼ ℏ−1，它在 R ≫ 1
k 时与 Einstein场方程有显著偏离.

我们也可以假想宇宙间存在着一个标量场 ϕ与时空耦合，即

Sg =
1

16πG

∫
d4x

√
−g Rf(ϕ)

Sϕ =

∫
d4x

√
−g[g(ϕ)∇µ∇µϕ− V (ϕ)]

(50)
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