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1 协变导数

1.1 Christoffel符号

先考虑平直时空.即使是平直时空，不同位置的基矢量也可能不同.但是，这时不同位置的切矢量是可以
直接比较的.我们通过基矢量的导数定义 Christoffel符号

∂βeα = Γγ
βαeγ (1)

则矢量的梯度

∇V = ∂β(V
αeα)dx

β

= (∂βV
αeα + V α∂βeα)dx

β

= (∂βV
αeα + V αΓγ

βαeγ)dx
β

= (∂βV
α + V γΓα

βγ)eαdx
β

≡ ∇βV
αeαdx

β

其中 V α 的协变导数为

∇βV
α ≡ ∂βV

α + V γΓα
βγ (2)

式中的 ∂βV
α 和 Γα

βγV
γ 在坐标变换下都不按张量的变换方式变换，但协变导数整体按照张量的变换方式变

换.
标量的协变导数和偏导数一致

∇βϕ = ∂βϕ (3)

为了得到对偶矢量的协变导数的表达式，将协变导数作用于矢量和对偶矢量的标量积 pαA
α 上

∇β(pαA
α) = ∂β(pαA

α)

= (∂βpα)A
α + pα(∂βA

α)

= (∂βpα)A
α + pα(∇βA

α −AγΓα
βγ)

此外，我们要求协变导数遵循 Leibniz律

∇β(pαA
α) = pα∇βA

α +Aα∇βpα (4)

由此可得

∇βpα = ∂βpα − Γγ
βαpγ (5)
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推而广之，对一般的张量，有

∇βT
µν...
ρσ... = ∂βT

µν...
ρσ... + Γµ

βαT
αν...
ρσ... + · · · − Γα

βρT
µν...
ασ... (6)

我们考虑标量的二阶梯度

∇∇Φ = ∇α∇βΦ
(
θ̂α ⊗ θ̂β

)
(7)

在惯性参考系中，二阶协变导数即为二阶偏导数 ∂α∂βΦ
(
θ̂α ⊗ θ̂β

)
.偏导数有对称性 ∂α∂βΦ = ∂β∂αΦ，张量

关系式在坐标系变换下不变，故协变导数也要有相同的对称性

∇α∇βΦ = ∇β∇αΦ (8)

此即 ∂α∂βΦ− Γγ
αβ∂γΦ = ∂β∂αΦ− Γγ

βα∂γΦ，即 (Γγ
αβ − Γγ

βα)∂γΦ = 0，于是

Γγ
αβ = Γγ

βα (9)

即 Christoffel符号关于两个下指标对称.
另一方面，在惯性参考系中 ∇η = 0，于是对一般的参考系也应有 ∇g = 0，这要求

∇γgαβ = 0 (10)

轮换三个指标可得
∇γgαβ = ∂γgαβ − Γµ

γαgµβ − Γµ
γβgµα = 0

∇αgβγ = ∂αgβγ − Γµ
αβgµγ − Γµ

αγgµβ = 0

∇βgαγ = ∂βgαγ − Γµ
βαgµγ − Γµ

βγgµα = 0

(11)

前两式相加减去第三式得

Γµ
αβ =

1

2
gµγ(∂αgβγ + ∂βgαγ − ∂γgαβ) ≡ gµγΓαβµ (12)

1.2 平行移动

若时空是弯曲的，则不同点处的矢量无法直接相比较.如果我们要定义矢量的导数，则需要比较 P 处的

矢量 Aα(P )和相距无穷近的 Q处的矢量 Aα(Q).我们必须先把 P 处的矢量平移到 Q处，得到 Aα(P → Q)，

如图(1)所示.我们让
Aα

PT (P → Q) = Aα(P )− Γα
βγA

γ (13)

则

DβA
α =

Aα(Q)−Aα
PT (P → Q)

dxβ
= ∂βA

α + Γα
βγA

γ (14)

这和前面定义的协变导数是一致的.
沿某参数曲线移动一矢量，则协变导数

DAα

dλ
=

DAα

dxβ

dxβ

dλ
= uβ∇βA

α (15)

其中 uβ ≡ dxβ

dλ 是曲线的切矢量.若 DAα

dλ = 0，则我们说矢量场 Aα 沿参数曲线是平行移动的.
由

DAα

dλ

∣∣∣∣
PT

= uβ∇βA
α = uβ(∂βA

α + Γα
βγA

γ) = 0 (16)

可知
dAα

dλ

∣∣∣∣
PT

= −Γα
βγu

βAγ (17)

2



图 1: 平行移动

而在 LLF中，Γα
βγ = 0，所以在局部惯性系中

dAα

dλ

∣∣∣∣
PT

= 0 (18)

即我们沿曲线平行移动一矢量，其诸分量不变，这符合我们的直觉.

2 时空的对称性

2.1 Lie导数

设 P 的坐标为 xα，Q的坐标为 xα + dxα ≡ (x′)α.我们把从 P 到 Q的平移看成坐标变换，则

Aα
LT(P → Q) =

∂(x′)α

∂xβ
Aβ(P )

= (δαβ + ∂βu
αdλ)Aβ(P )

= Aα(P ) + ∂βu
αAβ(P )dλ

(19)

另一方面
Aα(Q) = Aα(xβ + dxβ)

= Aα(P ) + (uβdλ)∂βA
α

(20)

故

LuA
α =

Aα(Q)−Aα
LT(P → Q)

dλ

= uβ(∂βA
α)−Aβ(∂βu

α)

(21)

不难发现

LuA
α = uβ∇βA

α −Aβ∇βu
α (22)
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推而广之，对一般的张量，Lie导数为

LuT
α
β = uλ∂λT

α
β − Tλ

β ∂λu
α + Tα

λ ∂βu
λ

= uλ∇λT
α
β − Tλ

β∇λu
α + Tα

λ∇βu
λ

(23)

2.2 Lie平移与对称性

对一条参数为 λ的曲线，可以取坐标系使 x0 = λ，则沿这条曲线 x1 = x2 = x3 = const.于是，曲线的切
矢量

uα =
dxα

dλ
= δα0 (24)

从而在曲线上每一点处都有 ∂µu
α = 0.现在假设某张量 T 沿这条曲线是 Lie移动的，即 Lu(T ) = 0.而 Lu(T )

除了 uα∂α(T )之外的项都含 uα 的偏导数，从而为 0.则

uα∂α(T ) =
∂α(T )

∂x0
= 0 (25)

即张量沿这条曲线是不变的，张量与坐标 x0 无关.

2.3 Killing矢量

现在我们考虑度规张量 gαβ，根据上一小节的讨论，若 gαβ 沿某个矢量场 ξ 是 Lie移动的，则存在某个
坐标 x0使 ∂gαβ

∂x0 = 0.反过来也是成立的，若 gαβ 与某个坐标无关，则存在一个矢量场 ξ使 gαβ 沿 ξ是 Lie移
动的.这种情况下

Lξgαβ = ξγ∇γgαβ + gαγ∇βξ
γ + gγβ∇αξ

γ = 0 (26)

由于度规张量的协变导数为 0，式子中的第一项为 0，且 ∇和 g可以交换顺序，于是

∇αξβ +∇βξα = 0 (27)

此即 Killing方程.ξ称为 Killing矢量场，它刻画了时空所具有的对称性.

2.4 Party tricks

我们要求矢量的散度 ∇αA
α，则需要求 Γα

αβ .

Γµ
µα =

1

2
gµβ(∂µgαβ + ∂αgµβ − ∂βgµα)

=
1

2
gµβ∂αgµβ

=
1

2
∂α ln |g|

=
∂α

(√
|g|

)
√
|g|

(28)

这里我们用到了

∂α ln |g| = gµβ∂αgµβ (29)
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我们用矩阵证明这一点.对矩阵M，若其发生一个变化 δM，则 ln detM 的变化

δ ln detM = ln[det(M + δM)]− ln detM

= ln

[
det(M + δM)

detM

]
= ln[det(I +M−1δM)]

= ln
[
1 + tr(M−1δM)

]
= tr(M−1δM)

(30)

把M 换成 gαβ，则M−1 变成 gαβ，δ ln |g| = tr
(
gµβδgβγ

)
= gµβδgβµ.除以 δxα 即得(29).

于是
∇αA

α = ∂αA
α + Γα

αβA
β

= ∂αA
α + Γβ

βαA
α

= ∂αA
α +

∂α
√
|g|√
|g|

Aα

= ∂α

(√
|g|Aα

) 1√
|g|

(31)

即矢量的散度只含偏导数.于是，Gauss定理在弯曲时空上亦成立∫
V

(∇αA
α)
√
|g| d4x =

∫
V

∂α

(√
|g|Aα

)
d4x =

∮
∂V

Aα
√
|g| dΣα (32)

这一点对张量是否成立？并不

∇αA
αβ = ∂αA

αβ + Γα
αγA

γβ + Γβ
αγA

αγ (33)

由于最后一项的存在，简化是不可行的.另外，即使可以简化，也毫无意义.比如，能动张量 Tαβ的散度∇αT
αβ

是一个 4-矢量，但弯曲时空中，我们无法对 4-矢量做积分，因为不同点处的切空间是不同的，所以这不能给
我们有意义的积分结果.

3 测地线

3.1 弯曲时空中质点的运动

局部惯性系中，自由质点的轨迹为一条直线，而直线的切矢量沿直线是平行移动的.很自然地，在弯曲
时空中，自由质点的轨迹应当是这样一条曲线 γ，其切矢沿自身是平行移动的

Duβ

dλ
= uα∇αu

β = 0 (34)

这类曲线称为测地线.把协变导数展开可得
duβ

dλ
+ Γβ

αµu
αuµ = 0 (35)

或
d2xβ

dλ2
+ Γβ

αµ

dxα

dλ

dxµ

dλ
= 0 (36)

测地线方程中的参数 λ称为仿射参数，λ可以看成沿世界线的“打点计时器”.对类时世界线，仿射参数可以
自然地取为固有时 τ .显然，若 λ是仿射参数，则 λ′ = aλ+ b也是仿射参数，a相当于更换了计时单位，b相

当于改变了初始计时时刻.
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3.2 变分法

测地线的另一种导出方式是根据最小作用量原理，即连接时空中两点的世界线应当使得作用量

S =

∫ λ2

λ1

L

(
xµ,

dxµ

dλ

)
dλ =

1

2

∫ λ2

λ1

gµν
dxµ

dλ

dxν

dλ
dλ (37)

取极小值.由 Euler-Lagrange方程
d

dλ

(
gαν

dxν

dλ

)
− 1

2
∂αgµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
(38)

最后即得测地线方程.

3.3 沿测地线的守恒量

选取固有时为仿射参数时，uα 即为 4-速度，和 4-动量只差了一个质量，故(34)可以写成

pα∇αp
β = 0 (39)

因为度规和协变导数可对易，有

pα∇αpβ = m
dpβ
dτ
− Γγ

βαp
αpγ = 0 (40)

故

m
dpβ
dτ

= Γγβαp
αpγ

=
1

2
(∂βgαγ + ∂αgβγ − ∂γgαβ)p

αpγ

=
1

2
∂βgαγp

αpγ

(41)

后两项相消是因为指标 α, γ 的对称性.于是，我们可以看到，∂βgαγ = 0则 dpβ

dτ = 0.即：若度规不依赖于某
个坐标，则该坐标对应的动量沿世界线是守恒的.

我们知道，若 ∂βgαγ = 0，则存在 Killing矢量 ξβ，考虑 pβξβ 沿世界线的变化

m
D

dτ

(
pβξβ

)
= pα∇α(p

βξβ)

= pα(∇αp
β)ξβ + pαpβ(∇αξβ)

= 0 + pαpβ∇(αξβ)

=
1

2
pαpβ(∇αξβ +∇βξα)

= 0

(42)

4 曲率张量

4.1 Riemann张量及其对称性

曲率的直观图像是，将矢量沿曲面上一条闭合曲线平移一周，则矢量会发生变化.如图(2)所示，矢量沿
A→ B→ C→ A平移，则平移后的矢量与原来矢量会有一个 90◦ 的夹角，这在平面上是不可能的.
取图(3)所示的菱形闭合轨迹，且只考虑 xσ 和 xλ两个坐标.将矢量 V α沿 A→ B→ C→ D→ A平行移

动.因为是平行移动，所以 ∂V α

∂xσ = −Γα
σµV

µ.故

V α(B) = V α
I −

∫
I
Γα
σµV

µdxσ (43)
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图 2: 球面上的平移 图 3: 菱形闭合轨迹

对其它几段路径也是类似.最终

δV α = V α
F − V α

I

=

∫
IV
Γα
λµV

µdxλ −
∫

II
Γα
λµV

µdxλ +

∫
III
Γα
σµV

µdxσ −
∫

I
Γα
σµV

µdxσ

= −δxσ

∫
II

∂

∂xσ

(
Γα
λµV

µ
)
dxλ + δxλ

∫
I

∂

∂xλ

(
Γα
σµV

µ
)
dxσ

= δxλδxσ

[
∂

∂xλ

(
Γα
σµV

µ
)
− ∂

∂xσ

(
Γα
λµV

µ
)]

= δxλδxσ(∂λΓ
α
σµV

µ − ∂σΓ
α
λµV

µ + Γα
σµ∂λV

µ − Γα
λµ∂σV

µ)

= δxλδxσV µ(∂λΓ
α
σµ − ∂σΓ

α
λµ + Γα

λβΓ
β
σµ − Γα

σβΓ
β
λµ)

(44)

我们定义

Rα
µλσ ≡ ∂λΓ

α
σµ − ∂σΓ

α
λµ + Γα

λβΓ
β
σµ − Γα

σβΓ
β
λµ (45)

为 Riemann曲率张量.它的前两项是 Christoffel符号的导数，也就是度规张量的二阶导，这些项无法通过参考
系的选择消去.后两项是 Christoffel符号的非线性项，这说明由 Riemann曲率张量导出的微分方程都是非线
性的.

Riemann张量的另一种定义是
[∇λ,∇σ]V

α ≡ Rα
µλσV

µ (46)

此式可以推广为

[∇σ,∇λ]T
γδ...
αβ... = Rγ

µσλT
µδ...
αβ... + · · · −Rµ

ασλT
γδ...
µβ... (47)

下面我们来考虑 Riemann张量的对称性.首先，显然有

Rα
µλσ = −Rα

µσλ (48)

交换 λ, σ指标相当于闭合路径取反向，曲率也取反.其次，我们将 Riemann张量的上指标下降，即 Rαµλσ =

gανR
ν
µλσ .取局部惯性系，则 gµν = ηµν ,Γ = 0而 ∂Γ ̸= 0，则

Rαµλσ =
1

2
(∂λ∂µgασ + ∂σ∂αgλµ − ∂λ∂αgσµ − ∂σ∂µgαλ) (49)

从而显然有下面的对称性

Rαµ(λσ) = 0 (50)

Rαµλσ = Rλσαµ (51)
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Rα[µλσ] = 0 (52)

Riemann张量有 4个指标，n维空间中每个指标有 n个可能取值，共 n4个自由度，但是对称性的限制会

使自由度减少.两个指标的交换反对称性(50)会使 n2 变成
(
n
2

)
= n(n−1)

2 （不允许两个指标相同，因为对应的

张量分量为 0）.而分块对称性(51)使我们把 αµ和 λσ 看成两个指标，每个指标有 N = n(n−1)
2 种可能取值，

两指标的对称性使得自由度减为
(
N
2

)
+N = N(N+1)

2 = n(n−1)(n2−n+2)
8 （允许两个指标相同）.最后考虑循环

对称性(52)，综合考虑其它几个对称性，实际上可以写R[αµλσ] = 0.这带来
(
n
4

)
= n(n−1)(n−2)(n−3)

24 个约束.最
终，Riemann张量总的自由度数目为

n(n− 1)(n2 − n+ 2)

8
− n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

24
=

n2(n2 − 1)

12
(53)

n = 1时，自由度数目为 0，这说明一维流形没有内禀曲率，这是符合直觉的.n = 2时，自由度数目为

1，这说明曲面的曲率可以用曲率半径来描述.n = 4时，自由度数目为 20，这正是之前 Riemann法坐标中使
∂∂g = 0时缺少的 20个自由度.

4.2 Ricci张量与 Ricci标量

我们可以对 Riemann张量的第 1, 3指标取迹（由于对称性，其它指标对应的迹都是 0），得到 Ricci张量

Rµν ≡ Rα
µαν = gαβRβµαν (54)

将 Riemann曲率张量展开
Rµν = ∂αΓ

α
µν − ∂νΓ

α
αν + Γα

αβΓ
β
νµ − Γα

νβΓ
β
αµ (55)

后两项相互抵消，第一项显然关于 µ, ν 对称，第二项是 ∂ν∂µ

(
ln

√
|g|

)
也关于 µ, ν 对称.于是，Ricci张量关

于它的两个下指标对称.在 4维时空中，Ricci张量有
(
4
2

)
+ 4 = 10个独立分量，可以启发性地把它看成“半

个 Riemann张量”.Ricci张量的迹称为 Ricci标量

R ≡ Rµ
µ = gµνRµν (56)

我们可以定义Weyl张量

Cαµλσ = Rαµλσ −
2

n− 2

(
gα[λRσ]µ − gµ[λRσ]α

)
+

2

(n− 2)(n− 1)
gα[λgσ]µR (57)

它有着与 Riemann张量相同的对称性，且其关于 1, 3指标的迹为 0.故Weyl张量有 10个独立分量，它可以看

成“另外半个 Riemann张量”，即
Riemann←→ Ricci +Weyl (58)

4.3 测地线偏离

曲率的另一个直观图像是 Eculid第五公设的破坏，即平行线可以相交.比如，在球面上相互平行的纬线，
会在南北极点汇聚.直线在弯曲时空中的对应就是测地线，于是，我们要研究两条初始平行的测地线如何“偏
离”平行. 如图(4)，两条测地线 γu 和 γv，其切矢量场分别为 u(λ)和 v(λ).在 A点和 A′ 点，两曲线的参数

同为 λ0，且 u(λ0) = v(λ0).取 ξ(λ) = x(λ)|γv − x(λ)|γu，求 ξ随 λ的演化.
取 A处的局部惯性系，则 gµν |A = ηµν , Γ

λ
µν |A = 0 , gµν |A′ = ηµν , Γ

λ
µν |A′ = ∂βΓ

λ
µνξ

β .A处和 A′ 处的测

地线方程分别为
d2xβ

dλ2

∣∣∣∣
γu

= 0 (59)

d2xβ

dλ2

∣∣∣∣
γv

= −∂ρΓβ
µνξ

ρuµuν (60)
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图 4: 测地线偏离

故
d2ξβ

dλ2

∣∣∣∣
λ0

= −∂ρΓβ
µνξ

ρuµuν (61)

这个式子的右边并不是张量，因此我们应该考虑二阶协变导数而不是二阶导数.二阶协变导数
D2ξβ

dλ2
=

D

dλ

(
dξβ

dλ
+ uνξρΓβ

νρ

)
=

d

dλ

(
dξβ

dλ
+ uνξρΓβ

νρ

)
+ uαΓβ

ασ

(
dξσ

dλ
+ uνξρΓσ

νρ

)
=

d2ξβ

dλ2
+ uνξρ

dΓβ
νρ

dλ
+ terms that contain Γ

=
d2ξβ

dλ2
+ uµuνξρ∂µΓ

β
νρ

= (∂µΓ
β
νρ − ∂ρΓ

β
µν)ξ

ρuµuν

= Rβ
ρµνξ

ρuµuν

(62)

即在局部参考系中 D2ξβ

dλ2 = Rβ
ρµνξ

ρuµuν .等式两侧都是张量，故在一切参考系中都成立.

4.4 Bianchi恒等式与 Einstein张量

首先，由(47)可得
[∇α,∇β ]∇γpδ = −Rµ

γαβ∇µpδ −Rµ
δαβ∇γpµ (63)
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其次
∇α[∇ρ,∇γ ]pδ = ∇α(−Rµ

δβγpµ)

= −pµ∇αR
µ
δβγ −Rµ

δβγ∇αpµ

= −pµ∇αRµδβγ −Rµ
δβγ∇αpµ

(64)

最后一行利用度规与协变导数对易，同时下降和上升了 R和 p的指标.此外，显然由轮换关系

[∇[α,∇β ]∇γ]pδ = ∇[α[∇β ,∇γ]]pδ (65)

可得

Rµ
[γαβ]∇µpδ +Rµ

δ[αβ∇γ]pµ = pµ∇[αRβγ]µδ +Rµ
δ[βγ∇α]pµ (66)

左边和右边的第二项相同，且由对称性可知左边的第一项为 0，故 pµ∇[αRβγ]µδ = 0.因为 pµ是任意的，所以

得到 Bianchi恒等式
∇[αRβγ]µδ = 0 (67)

或者

∇αRβγµν +∇βRγαµν +∇γRαβµν = 0 (68)

乘以 gβµ 得

∇αRγν +∇µRγαµν −∇γRαν = 0 (69)

再乘 gγν 得

∇αR−∇µRαµ −∇νRαν = 0 (70)

µ和 ν 是哑指标，且 ∇α = ∇µgαµ，故

∇µ

(
Rαµ −

1

2
gαµR

)
= 0 (71)

定义 Gµν ≡ Rαµ − 1
2gαµR为 Einstein张量，则

∇µGµα = 0 (72)

即 Einstein张量是无散的.
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