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1 线性算子

定义 1.1. 设 X,Y 为向量空间，若 T : X → Y 使得 T (αx + βy) = αTx + βTy 对一切 x, y ∈ X 和 α, β ∈ K
都成立，则称 T 为线性算子. 特别地，若 Y = K，则称 T 为线性泛函.

例 1.1. 以下是线性算子的一些例子
• 设 Ω为 Rn 中的开集，X = Y = C∞(Ω)，则 T =

∑
|α|=k

aα∂
α 是 X → Y 的线性算子；

• 设 X = Lp(Ω)，Y 是 Ω上可测函数的集合，K(x, y)为 Ω × Ω上的可测函数，则 T : X → Y, u 7→ Tu

满足 (Tu)(x) =

∫
Ω

K(x, y)u(y)dy, x ∈ Ω为线性算子；

• 特别地，取积分核K(x, y) = e−2πixy，则 (Ff)(x) =
∫
Rn

f(y)e−2πixydy就是 Fourier变换.

以下是非线性算子的一些例子

• f(u) =
∫
Ω

u(x)2dx是非线性泛函；

• ‖u‖p 是非线性泛函.

定义 1.2. 称线性算子 T : X → Y 为有界的，若存在 C > 0使得 ‖Tx‖Y ≤ C ‖x‖X 对一切 x ∈ X 成立.

可见，T 有界等价于 T 把 X 中的有界集映为 Y 中的有界集合.

定理 1.1. 线性算子 T 是有界的等价于 T 是连续的.
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证明. 1.（⇒）取 {xn}∞n=1 ⊆ X，‖xn − x‖X → 0时，‖Txn − Tx‖Y = ‖T (xn − x)‖Y ≤ C ‖xn − x‖X → 0，

故 T 连续.
2.（⇐）设 T 无界，则任意的 n，都存在 xn 使得 ‖Txn‖Y > n ‖xn‖X，令 x̃n =

xn
n ‖xn‖X

，则 ‖T x̃n‖Y =

‖Txn‖Y
n ‖xn‖X

> 1，但 ‖x̃n‖X =
1

n
→ 0，T 在 x = 0处不连续，矛盾！

定理 1.2. 有限维赋范空间之间的线性算子一定有界.

图 1: 有限维线性空间之间的线性算子

证明. 设X 是 n维线性空间，Y 是m维线性空间，则 φ : X → Kn和 ψ : Y → Km是连续的代数同构，只要

证明存在连续线性映射 T : Kn → Km，则 T̃ = ψ−1 ◦ T ◦ φ : X → Y 自然是连续（有界）线性算子，如交换

图(1)所示.
对 x ∈ Kn，Tx = Ax，其中 A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n. 则

‖Tx‖Km =

 m∑
i=1

 n∑
j=1

aijxj

2


1
2

≤

 m∑
i=1

 n∑
j=1

|aij |2
 n∑

j=1

|xj |2
 1

2

=

 m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2
 1

2

‖x‖Kn

其中

 m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2
 1

2

是由 A决定的常数，T 有界.

下面我们给一个无界算子的例子.

例 1.2. 设 X = C1([0, 1]), Y = C([0, 1])，都赋以一致范数，T =
d

dt
. 考虑 un(t) = tn, n = 1, 2, · · · . 则

‖Tun‖ =
∥∥ntn−1

∥∥ = n，‖un‖ = 1但
‖Tun‖
‖un‖

= n可以任意大. T 无界.

实际上，(1.2)的条件可以放宽，只要对定义域做出限制即可.

定理 1.3. 若 dimX <∞，则 X 到 Y 的线性算子有界. 若 dimX = ∞，且 Y 6= {0}，则一定存在 X → Y 的

无界线性算子.

证明. 1. 设 dimX = n，取一组基 {e1, . . . , en}，则任意 x ∈ X 可唯一表示为 x =

n∑
i=1

aiei，其中 ai 是标

量. 定义 ‖ · ‖∞为坐标的极大范数 ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|ai|. 由于有限维空间上所有范数等价，存在常数 c > 0

使得

‖x‖∞ ≤ c‖x‖X ∀x ∈ X.
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由线性性，Tx =

n∑
i=1

aiT (ei). 利用 Y 中范数的三角不等式和齐次性

‖Tx‖Y ≤
n∑

i=1

|ai|‖T (ei)‖Y ≤
(

max
1≤i≤n

|ai|
) n∑

i=1

‖T (ei)‖Y = ‖x‖∞ ·M

其中M =

n∑
i=1

‖T (ei)‖Y 是常数. 代入 ‖x‖∞ ≤ c‖x‖X 得

‖Tx‖Y ≤ cM‖x‖X

则 T 有界.
2. 取X 的一组 Hamel基 {xi}i∈I . 由于X 是无穷维，可取一个可数子集 {xn}∞n=1. 任取 Y 中一个非零向量

y0，定义线性算子 T : X → Y 在基上的作用为

T (xn) =

ny0 n = 1, 2, . . .

0 else

然后线性延拓至整个X . 由于在X 中 ‖xn‖为某个正数（赋范空间中基向量的范数不一定趋于 0，但每
个 xn 非零），而 ‖T (xn)‖ = n‖y0‖ → ∞，从而

‖T (xn)‖
‖xn‖

=
n‖y0‖
‖xn‖

→ ∞,

故 T 不是有界算子（无界）. 因此，只要 X 是无穷维且 Y 6= {0}，总能构造出无界线性算子.

记从X 到 Y 的全体有界线性算子的集合为 L(X,Y )，特别地，记 L(X) = L(X,X)，X∗ = L(X,K). 在
L(X,Y )上定义加法和数乘满足 (T + S)x = Tx+ Sx, (λT )(x) = λ(Tx)，则容易验证 L(X,Y )具有线性结

构. 再定义算子范数，对任意的 T ∈ L(X,Y )，满足 ‖T‖X→Y = sup
x∈X,x ̸=0

‖Tx‖Y
‖x‖X

= sup
x∈X,∥x∥=1

‖Tx‖Y，则

命题 1.4. 装备有 ‖·‖X→Y 的 L(X,Y )是赋范线性空间.

证明. 正定性、齐次性由 ‖·‖Y 即刻得到.
对三角不等式，由 ‖T + S‖ = sup

x∈X,∥x∥X=1

‖(T + S)x‖Y = sup
x∈X,∥x∥=1

‖Tx+ Sx‖Y ≤ sup
x∈X,∥x∥=1

(‖Tx‖Y +

‖Sx‖Y ) ≤ sup
x∈X,∥x∥=1

‖Tx‖Y + sup
x∈X,∥x∥=1

‖Sx‖Y = ‖T‖+ ‖S‖得.

定理 1.5. 设 (L(X,Y ), ‖·‖X→Y )是赋范空间，则

• 若 Y 完备，则 L(X,Y )完备；

• X∗ 一定是 Banach空间.

证明. • 设 {Tn}∞n=1 ⊆ L(X,Y ) 是基本列. 则对任意的 ε > 0，都存在 N，使得任意的 m,n > N 成立

‖Tm − Tn‖X→Y = sup
x∈X,∥x∥=1

‖(Tm − Tn)x‖ < ε. 从而任意的 x ∈ X 都有 ‖(Tm − Tn)x‖ ≤ ε ‖x‖. 固定

x，则 {Tnx}∞n=1是 Y 中的基本列，由 Y 的完备性，Tnx→ y ∈ Y . 定义 T : X → Y, x 7→ y，显然 T 是

线性的.
由三角不等式 ‖Tnx− Tx‖ ≤ ‖Tnx− Tmx‖+‖Tmx− Tx‖，当m,n足够大且m→ ∞时，‖Tnx− Tmx‖ ≤
ε ‖x‖，‖Tmx− Tx‖ → 0，所有对足够大的 n成立 ‖Tnx− Tx‖ ≤ ε ‖x‖，也就是 ‖Tx‖ ≤ ‖Tnx‖+ ε ‖x‖，

由 Tn有界进一步得 ‖Tx‖ ≤ (‖Tn‖+ ε) ‖x‖，从而 T 有界. 同时， sup
x∈X,x ̸=0

‖Tnx− Tx‖
‖x‖

≤ ε对足够大的

n成立，从而 ‖Tn − T‖ → 0, n→ ∞.
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2 Riesz表示定理

H 为 Hilbert空间，对 y ∈ H，可以定义 fy : H → K满足 fy(x) = 〈x, y〉 , x ∈ H . 则由 Cauchy-Schwarz
不等式得 |fy(x)| = | 〈x, y〉 | ≤ ‖y‖ ‖x‖，即 fy 为有界线性泛函，fy ∈ H∗. 显然有 ‖fy‖ ≤ ‖y‖，另一方面，
‖y‖2 = | 〈y, y〉 | = |fy(y)| ≤ ‖fy‖ ‖y‖ ⇒ ‖y‖ ≤ ‖fy‖，故 ‖y‖ = ‖fy‖. 那么，反过来是否成立呢？也就是说，
对任意的有界线性泛函 f ∈ H∗，是否存在 y ∈ H，对任意 x ∈ H 满足 f(x) = 〈x, y〉呢？答案是肯定的. 我们
有以下命题.

定理 2.1 (Riesz表示定理). 任意 f ∈ H∗，存在唯一的 yf ∈ H 使得 f(x) = 〈x, yf 〉对任意 x ∈ H 皆成立，且

‖yf‖ = ‖f‖.

可以把这个定理放到 Rn 中看. 在 Rn 中，有界线性泛函自然长成向量内积的形式 f(x) = a1x1 + · · · +
anxn = 〈x,a〉，问题就是怎么找到那个 a. f(x) = 0在 Rn 中确定了一个平面，a就是这个平面的法矢量，对

一切 x ∈ ker f 满足 〈x,a〉 = 0.

证明. 若 f = 0，取 yf = 0即可. 若 f 6= 0，则 ker f 6= H . 连续映射对闭集的原像为闭集，故 ker f 为闭子空间.

于是 (ker f)⊥ 6= {0}，存在 y0 ∈ (ker f)⊥且 ‖y0‖ = 1. 对任意的 x，f
[
x− f(x)

f(y0)
y0

]
= f(x)− f(x)

f(y0)
f(y0) = 0，

故 x − f(x)

f(y0)
y0 ∈ ker f . 从而

〈
x− f(x)

f(y0)
y0, y0

〉
= 0，即 〈x, y0〉 −

f(x)

f(y0)
‖y0‖2 = 〈x, y0〉 −

f(x)

f(y0)
= 0，故

f(x) =
〈
x, f(y0)y0

〉
，于是找到了 yf = fyy0.

定理 2.2. H 为 Hilbert空间，a(·, ·)为H 上的共轭双线性函数，若存在 C > 0使得 |a(x, y)| ≤ C ‖x‖ ‖y‖对一

切 x, y ∈ H 均成立. 则存在 A ∈ L(H)使得 a(x, y) = 〈x,Ay〉且 ‖A‖ = sup
x,y∈Hx,y ̸=0

|a(x, y)|
‖x‖ ‖y‖

.

证明. 固定 y ∈ H，定义 Fy(x) = a(x, y)，由 |Fy(x)| = |a(x, y)| ≤ C ‖y‖ ‖x‖可知 Fy 连续且 ‖Fy‖ ≤ C ‖y‖.
由 Riesz 表示定理，存在唯一的 z ∈ H 使得 Fy(x) = 〈x, z〉 对任意 x ∈ H 成立，且 ‖z‖ = ‖Fy‖. 定义
A : H → H, y 7→ z，则 a(x, y) = Fy(x) = 〈x,Ay〉. 显然 A是线性的. 其次，对任意的 y ∈ H 有 ‖Ay‖ =

‖z‖ = ‖Fy‖ ≤ C ‖y‖，故 A有界. 最后，‖A‖ = sup
y∈Hy ̸=0

‖Ay‖
‖y‖

= sup
y∈Hy ̸=0

‖Fy‖
‖y‖

≤ sup
x,y∈Hx,y ̸=0

|a(x, y)|
‖x‖ ‖y‖

. 另一方

面，|a(x, y)| = | 〈x,Ay〉 | ≤ ‖x‖ ‖Ay‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ ‖y‖对任意 x, y ≤ H成立，故 sup
x,y∈Hx,y ̸=0

|a(x, y)|
‖x‖ ‖y‖

≤ ‖A‖.

3 Baire纲定理

定义 3.1. (X, d)是度量空间，E ⊆ X，若 E 无内点，即没有一个开集能包含在 E 中，则称 E 为无处稠密集

或疏朗集.

例 3.1. Q = R，故 Q不是疏朗集.

例 3.2. Contor三分集是疏朗集.

定义 3.2. 设 (X, d)为度量空间. 可数个疏朗集的并集称为第一纲集，不是第一纲集的集合为第二纲集，第一
纲集的补集为剩余集.

下面我们引入分析中尤为重要的 Baire纲定理.

定理 3.1 (Baire纲定理，BCT). 完备的度量空间一定是第二纲集.
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要证明这一定理，我们需要引入如下引理，它就是数学分析中闭区间套定理的推广

引理 3.2 (闭集套定理). (X, d)完备，一列闭球 {Bk}∞k=1 满足

• Bk+1 ⊆ Bk;
• Bk 的直径趋于 0.

则
∞⋂
k=1

Bk = {x0}，其中 x0 ∈ X .

证明. 设 Bk = B(xk, rk), k = 1, 2, · · · , n. 任意的 n > m，xn ∈ Bn ⊆ Bm，当 n,m → ∞时 d(xm, xn) <

rm → 0，故 {xk}∞k=1为Cauchy列，由完备性 xk → x0，由Bm闭知 x0 ∈ Bm对任意m成立. 从而 x0 ∈
∞⋂

n=0

Bn.

下面证唯一性. 若 y ∈
∞⋂

n=1

Bn，则 d(x0, y) ≤ d(x0, xn) + d(xn, y) ≤ 2rn → 0, n→ ∞.

BCT的证明如下

证明. 假设 X 是第二纲的，X =

∞⋃
k=1

Ek，其中 Ek 是疏朗集. 任取开球 B(x0, r0)，由 E1 疏朗可知存在

B(x1, r1) ⊆ B(x0, r0), r1 < 1 使得 B(x1, r1) ∩ E1 = ∅. int(E1) = ∅，故 B(x0, r0) 不会完全落在 E1 中，

从而存在 x1 ∈ B(x0, r0) − E1. 而 B(x0, r0) − E1 为开集，故存在 r1 使得 B(x1, r1) ⊆ B(x0, r0) − E1，从

而 B(x1, r1) ∩ E1 = ∅. 因为 E2 为疏朗集，存在 B(x2, r2) ⊆ B(x1, r1), r2 <
1

2
使得 B(x2, r2) ∩ E2 = ∅，

依此类推，得到一列闭球 B(x1, r1) ⊇ B(x2, r2) ⊇ · · · . 由闭球套定理，
∞⋂
k=1

B(xk, rk) = {x}, x0 ∈ X . 而

x ∈ B(xk, rk), ∀k，故 x /∈ Ek, ∀k，从而 x /∈
∞⋃
k=1

Ek = X，矛盾！

我们来看纲推理的两个应用. 证明有限维 Hilbert空间有至多可数的 ONB时，我们利用了其 Hamel基的
可数性. 事实上，无穷维 Hilbert空间的 Hamel基一定不可数，我们有

命题 3.3. l2 的 Hamel基不可数.

证明. 假设存在一组可数 Hamel基 B = {xk}∞k=1. 令Xn = {x1, · · · , xn}，则Xn闭且 l2 =

∞⋃
n=1

Xn（l2中任意

的元素都可以用 Hamel基中有限个元素线性表出）. 由 BCT，存在 n0 使得 Xn0
有内点，矛盾！因为真子空

间上的点都是边界点.

推论. 多项式全体组成的向量空间 P 赋予任何范数都不是 Banach空间.

证明. P 有可数的 Hamel基 {1, x, x2, · · · }

数学分析中我们学过，Weierstrass构造了一个处处连续却处处不可微的病态函数. 下面的定理告诉我们，
这样的病态函数不仅存在，而且在 Baire纲的意义下是很“多”的.

定理 3.4 (Weierstrass). A为 C[0, 1]中处处不可微的函数的集合，则 A为第二纲集.

证明. 显然第一纲集的并依然是第一纲集，所以要证 A 是第二纲集，只需证明 X − A 是第一纲集，否则

X = A ∪ (X −A)是第一纲集，与 BCT矛盾.
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X − A 是 C[0, 1] 中至少在一点 t 处可微的函数 f 的集合，则 lim
h→0

f(t+ h)− f(t)

h
= f ′(t)，对 1，存

在 δ > 0 使得 h ∈ (−δ, δ) 时
∣∣∣∣f(t+ h)− f(t)

h
− f ′(t)

∣∣∣∣ < 1 成立，进而
∣∣∣∣f(t+ h)− f(t)

h

∣∣∣∣ < |f ′(t)| + 1. 取

n > max

{
|f ′(t)|+ 1,

1

δ

}
，则对 h ∈

(
− 1

n
,
1

n

)
⊆ (−δ, δ)有

∣∣∣∣f(t+ h)− f(t)

h

∣∣∣∣ < |f ′(t)|+ 1 < n. 令

An =

f ∈ C[0, 1] : ∃t ∈
[
1

n
, 1− 1

n

]
s.t. sup

t∈[− 1
n , 1

n ]

∣∣∣∣f(t+ h)− f(t)

h

∣∣∣∣ ≤ n


则 X −A ⊆

∞⋃
n=1

An. 我们需要证明每个 An 都是疏朗集.

首先证明 An是闭集，从而 An = An. 设 An 3 fk ⇒ f, k → ∞. 对每个 fk，都存在 tk ∈
[
1

n
, 1− 1

n

]
使

得 sup
h∈[− 1

n , 1
n ]

∣∣∣∣fk(tk + h)− fk(tk)

h

∣∣∣∣ ≤ n，即 |fk(tk + h)− fk(tk)| ≤ n|h|对任意 h ∈
[
− 1

n
,
1

n

]
都成立. {tk}∞k=1

存在子列 tkj → t0 ∈
[
1

n
, 1− 1

n

]
. 于是 |f(t0 + h)− f(t0)| ≤ |f(t0 + h)− f(tkj

+ h)|+ |f(tkj
+ h)− fkj

(tkj
+

h)| + |fkj (tkj + h) − fkj (tkj )| + |fkj (tkj ) − f(tkj )| + |f(tkj ) − f(t0)|. kj → ∞时，由 f 的连续性可知第一、

五项趋于 0，由 fkj
⇒ f 可知第二、四项趋于 0，而第三项始终小于等于 n|h|，故 |f(t0 + h)− f(t0)| ≤ n|h|，

f ∈ An. 所以 An 为闭集.
然后证明An无内点. 只需要证明任意的 f ∈ An和 ε > 0都有B(f, ε)∩Ac

n 6= ∅. 也就是说，我们想要构造

φ使得 ‖φ− f‖ < ε但任意的 t ∈
[
1

n
, 1− 1

n

]
都存在 h ∈

[
− 1

n
,
1

n

]
使得

∣∣∣∣φ(t+ h)− φ(t)

h

∣∣∣∣ > n. 注意到只要

|φ′(t)| > n在除了有限个不可微点外成立，则对任意的 t可以取合适的 h使 φ在 [t, t+h]上连续而在 (t, t+h)

上可微，从而由 Lagrange中值定理可知
∣∣∣∣φ(t+ h)− φ(t)

h

∣∣∣∣ = |φ′(ξ)| > n, ξ ∈ (t, t+h). 我们需要 φ与 f 足够

接近，自然的想法是多项式逼近，存在 p ∈ P [0, 1]使得 ‖f − p‖ < ε

2
. 可是我们无法保证 |p′(t)| > n恒成立. 记

M = max
t∈[0,1]

|p′(t)|. 我们考虑在多项式上再加一个扰动 g(t)，它必须满足 ‖g‖ < ε

2
以保证 ‖p+ g − f‖ < ε. 它还

应该在有限个点外满足 |g′(t)| > M+n，从而 |(p+g)′(t)| ≥ |g′(t)|−|p′(t)| > M+n−M = n. 这样的 g(t)可以通

过三角波构造，把 [0, 1]分成K份，用折线连结
(
0,−ε

2

)
,

(
1

2K
,
ε

2

)
,

(
1

K
,−ε

2

)
, · · · ,

(
1− 1

2K
,
ε

2

)
,
(
1,−ε

2

)
即可，只要 2Kε > M + n，就能满足要求.

4 一致有界原理

定理 4.1 (一致有界原理（UBP）). 设X 为 Banach空间，Y 为赋范空间，F ⊆ L(X,Y ). 若对任意的 x ∈ X 都

有 sup
T∈F

‖Tx‖Y <∞，则 sup
T∈F

‖T‖ <∞.

等价地，若 sup
T∈F

‖T‖ = ∞，则存在 x0 ∈ X 使得 sup
T∈F

‖Tx0‖Y = +∞.

这个定理告诉我们，算子族的逐点有界是蕴含一致有界的. 它的逆否命题则断言，如果算子族不是逐点
有界的，则一定存在一个向量，算子族作用在它上面会得到无界的结果. 这就像物理上的共振现象. 当驱动力
的频率与系统固有频率匹配时，即使驱动力很小，也能引起巨大的振动. 所以这个定理也叫“共鸣定理”.

证明. 令 Fn = {x ∈ X : sup
T∈F

‖Tx‖ ≤ n} =
⋂
T∈F

{x ∈ X : ‖Tx‖ ≤ n}，交集的每一项都是闭集，故整体为闭

集. 对任意的 x ∈ X， sup
T∈F

‖Tx‖ < ∞，存在 n使得 x ∈ Fn，故 X =

∞⋃
n=1

Fn. 由 Baire纲定理，存在 n0 使
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得 Fn0
有内点，记为 x0，存在 r使得 B(x0, r) ⊆ Fn0

. 对任意的 x ∈ B(0, 1)，x0 + rx ∈ B(x0, r)，则对任意

的 T ∈ F，‖T (x0 + rx)‖ ≤ n0. 但另一方面，‖T (rx)‖ ≤ ‖T (x0 + rx)‖+ ‖Tx0‖ ≤ n0 + ‖Tx0‖ ≤ 2n0，从而

‖Tx‖ ≤ 2n0
r

. 故 sup
T∈F

sup
x∈B(0,1)

‖Tx‖ ≤ 2n0
r
，而 ‖T‖ = sup

x∈B(0,1)

‖Tx‖，所以 sup
T∈F

‖T‖ ≤ 2n0
r

.

共鸣定理有如下重要推论

定理 4.2 (Banach-Steinhaus). 设 X 为 Banach空间，Y 为赋范空间，T, Tn ∈ L(X,Y ), n = 1, 2, · · · . 则下面
两点等价

1. 任意 x ∈ X 都有 Tnx→ Tx;
2. sup

n
‖Tn‖ <∞且 Tnx→ Tx在 X 的某个稠密子集M 上恒成立.

证明. 1.（2 ⇒ 1）任意 x ∈ X，存在 {xk}∞k=1 ⊆ M 使得 xk → x，则 ‖Tnx− Tx‖ ≤ ‖Tnx− Tnxk‖ +

‖Tnxk − Txk‖+‖Txk − Tx‖ ≤ ‖Tn‖ ‖x− xk‖+‖Tnxk − Txk‖+‖T‖ ‖xk − x‖ ≤ (sup
n

‖Tn‖+‖T‖) ‖x− xk‖+

‖Tnxk − Txk‖. 由于 xk ∈ M，n → ∞ 时 ‖Tnxk − Txk‖ → 0. 而 k → ∞ 时前一项也为 0. 故
‖Tnx− Tx‖ → 0.

2. Tnx→ Tx若在 X 上成立则肯定在M 上成立，由 UBP又得 sup
n

‖Tn‖ <∞，即证.

之前我们证明了 Fourier级数在 L2范数意义下是收敛的，那它是否逐点收敛呢？答案是否定的，我们有

如下定理

定理 4.3 (Du Bois-Reymond). Snf =

n∑
k=−n

f̃(k)e2πikx，则存在 f ∈ C(T)使得 {Snf(0)}∞n=1 发散.

证明. 我们知道 Snf = (f ∗Dn)(x) =

∫ 1
2

− 1
2

f(t)Dn(x− t)dt，其中Dn(t) =

n∑
k=−n

e2πikt =
sin[(2n+ 1)πt]

sin(πt)
. 定义

Tn : C(T) → R, f 7→ Snf(0). 则显然 |Tnf | =

∣∣∣∣∣
∫ 1

2

− 1
2

f(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1

2

− 1
2

|f(t)Dn(t)|dt ≤
1

2
‖f‖

∫ 1
2

− 1
2

|Dn(t)|dt =

1

2
‖Dn‖1 ‖f‖.

我们声明 ‖Tn‖ = ‖Dn‖1，论证如下. 因为 Dn 在
[
−1

2
,
1

2

)
只有有限个零点，故 sgnDn 在

[
−1

2
,
1

2

)
只

有有限个间断点. 对任意的 ε > 0，我们可以构造如(2)所示的函数，它在大部分点上等于 sgnDn 但在 Dn

零点的邻域内为线性函数，且这些邻域的长度之和 |In| <
ε

4n+ 3
，显然 ‖fε‖ = 1. 这样构造的 fε 可以使

fε(t)Dn(t) ≥ 0且在
[
−1

2
,
1

2

)
− Iε 上 fε(t)Dn(t) = |Dn(t)|而 Iε 上 fε(t)Dn(t) ≤ |Dn(t)|. 则

|Tnfε| =

∣∣∣∣∣
∫ 1

2

− 1
2

fε(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣∣
=

∫ 1
2

− 1
2

fε(t)Dn(t)dt

≥
∫
[− 1

2 ,
1
2 )−Iε

|Dn(t)|dt−
∫
Iε

|Dn(t)|dt

≥
∫
[− 1

2 ,
1
2 )

|Dn(t)|dt− 2

∫
Iε

|Dn(t)|dt

≥ ‖Dn‖1 − (2n+ 1) · ε

4n+ 3
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从而 ‖Tn‖ ≥ |Tnfε|
‖fε‖

> ‖Dn‖1 − ε对任意 ε成立，即 ‖Tn‖ ≥ ‖Dn‖1. 而 ‖Dn‖1 = 2

∫ 1
2

0

∣∣∣∣ sin[(2n+ 1)πt]

sin(πt)

∣∣∣∣ dt ≥
2

∫ 1
2

0

∣∣∣∣ sin[(2n+ 1)πt]

πt

∣∣∣∣ dt =
2

π

∫ (2n+1)π
2

0

∣∣∣∣ sinxx
∣∣∣∣ dx → +∞, n → ∞，故 sup

n
‖Tn‖ = +∞. 由 UBP，存在

f ∈ C(T)使得 sup
n

|Tnf | = +∞，故 lim sup
n→∞

|Snf(0)| = +∞，{Snf(0)}∞n=1 发散.

图 2: fε ∈ C(T)

5 开映射定理

在微分方程中，我们常常需要考察解的稳定性. 也就是说，Tx = y，当 y变化很小时，相应的解 x是否

变化也很小. 这等价于在 T−1 存在的前提下考察 T−1 的连续性. 我们引入如下定理

定理 5.1 (逆算子定理（IMT）). X,Y 为 Banach空间，T ∈ L(X,Y )且 T 为双射，则 T−1 ∈ L(X,Y ).

它是如下定理的明显推论

定理 5.2 (开映射定理 (OMT)). X,Y 为 Banach空间，T ∈ L(X,Y )且 T 为满射，则 T 是开映射，即 T 把开

集映为开集.

要证明这个定理，需要如下引理

引理 5.3. X,Y 为 Banach空间，T ∈ L(X,Y )且 T 为满射，则存在 δ > 0使得 δBY ⊆ T (BX)，其中 δBY 为

Y 中半径为 δ的球，BX 为 X 中的单位球.

证明. 首先，我们证明存在 r > 0 使得 rBY ⊆ T (BX). T 为满射，故 Y = T (X) = T

( ∞⋃
n=1

nBX

)
=

∞⋃
n=1

T (nBX). Y 的闭包是自身，而并的闭包等于闭包的并，故 Y =

∞⋃
n=1

T (nBX) =

∞⋃
n=1

T (nBX). 由 Baire纲定

理，存在 n0使得 T (n0BX)有内点，故存在B(y0, t) ⊆ T (n0BX). 令 r =
t

n0
，对任意的 z ∈ rBY，y0+n0z与

y0−n0z皆落在B(y0, t) ⊆ T (n0BX)中. 所以存在 {xk}∞k=1, {x′k}∞k=1 ⊆ n0BX 使得 Txk → y0+n0z, Tx′k →

y0 − n0z，从而 T

(
xk − x′k
2n0

)
→ z，而 {xk − x′k

2n0
}∞k=1 ⊆ Bx，故 z ∈ T (BX).

现在，对任意的 y ∈ r

3
BY，3y ∈ rBY ⊆ T (BX)，所以存在 x̃1 ∈ BX使得 ‖3y − T x̃1‖ <

r

3
即
∥∥∥∥y − T

x̃1
3

∥∥∥∥ <
r

9
. 令 y1 = y − T

x̃1
3
使得 ‖9y1 − T x̃2‖ <

r

3
即
∥∥∥∥y1 − T

x̃2
9

∥∥∥∥ <
r

27
. 令 y2 = y1 − T

x̃2
9
，依此类推. 则
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∥∥∥∥yk − T
x̃k+1

3k+1

∥∥∥∥ <
r

3k+2
, yk+1 = yk − T

x̃k+1

3k+1
，故 y = yn + T

(
n∑

k=1

x̃k
3k

)
. 对任意的 p，当 n → ∞ 时，∥∥∥∥∥

n+p∑
k=n+1

x̃k
3k

∥∥∥∥∥ < 1
3n+1

1− 1
3

<
1

2n
→ 0，由X的完备性可知

∞∑
k=1

x̃k
3k

= x ∈ X且 ‖x‖ ≤

∥∥∥∥∥x−
n∑

k=1

x̃k
3k

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

n∑
k=1

x̃k
3k

∥∥∥∥∥，在
n充分大的时候，第一项小于

1

2
，而第二项一直小于

1

2
，故 ‖x‖ < 1，x ∈ Bk. 则 n→ ∞时

∥∥∥∥∥y − T

n∑
k=1

x̃k
3k

∥∥∥∥∥ =

‖yn‖ <
δ

3n
→ 0. 所以 y = T

∞∑
k=1

x̃k
3k

= Tx.

下面我们来证明 OMT

证明. 对 X 中的开集 U，只需证明 T (U) 是 Y 中的开集. 任取 y ∈ T (U)，存在 x ∈ U 使得 y = Tx. 令
V = U − x，则 0 ∈ V 是 V 的内点. 所以存在 t > 0使得 tBx ⊆ V，即 Bx ⊆ 1

t
V . 由引理，存在 δ > 0使得

δBY ⊆ T (BX) ⊆ 1

t
T (V )，所以 0是 T (V )的内点. 从而 y = Tx是 T (U) = T (V ) + Tx的内点.

(2.2)告诉我们有界的双线性函数可以诱导出有界线性映射，下面的命题告诉我们，如果对双线性函数作
出一定限制，则诱导出的线性映射可逆，同时可以得到逆映射的界的一个估计.

定理 5.4 (Lax-Milgram). H 为 Hilbert空间，若 H 上的共轭双线性函数 a(·, ·) : H ×H → K满足
•（连续性）存在 C > 0使得 ‖a(x, y)‖ ≤ C ‖x‖ ‖y‖对一切 x, y ∈ H 成立；

• 存在 δ > 0使得 δ ‖x‖2 ≤ a(x, x)对任意 x ∈ H 成立.
则存在唯一的 A ∈ L(H)使得

• 对任意的 x, y ∈ H 有 a(x, y) = 〈x,Ay〉;
• A−1 ∈ L(H)且

∥∥A−1
∥∥ ≤ 1

δ
.

证明. 定理(2.2)已经证明了满足第一条的 A存在且唯一. 下面证明 A是双射. 首先，设 Ay = 0，则 a(y, y) =

〈y,Ay〉 = 0，从而 ‖y‖2 ≤ 1

δ
a(y, y) = 0，‖y‖ = 0，从而 A为单射.

其次，类似可知，若 〈y,Ax〉 = 0对任意 x ∈ H 成立则 y = 0，即 (imA)⊥ = {0}. 若 imA是H 的闭子空

间则 H = imA⊕ (imA)⊥ = imA，从而 A为满射. 设 {Axk}∞k=1 ⊆ imA，Axk → y，只需证明 y ∈ imA. 由
δ ‖xn − xm‖2 ≤ a(xn − xm, xn − xm) = 〈xn − xm, Axn −Axm〉 ≤ ‖xn − xm‖ ‖Axn −Axm‖，故对充分大的
m,n有 ‖xn − xm‖ ≤ 1

δ
‖A(xn − xm)‖ → 0，即 {xk}∞k=1 为 Cauchy列，于是存在 x ∈ H 使得 xk → x，由 A

的连续性 Axk → Ax，由极限的唯一性 y = Ax ∈ imA.

现已证明 A 为双射，由 IMT，A−1 ∈ L(H). 且
∥∥A−1

∥∥ = sup
x∈H,∥x∦=0

∥∥A−1x
∥∥

‖x‖
= sup

y∈H,∥y∦=0

‖y‖
‖Ay‖

=

sup
y∈H,∥y∦=0

‖y‖2

‖Ay‖ ‖y‖
，而对任意的 y有 ‖Ay‖ ‖y‖ ≥ 〈Ay, y〉 = a(y, y) ≥ δ ‖y‖2，故

∥∥A−1
∥∥ ≤ 1

δ
.

我们先前证明了有限维线性空间上所有范数都彼此等价的，对一般的 Banach空间这一命题是不成立的.
但是，我们可以断言，Banach空间上可比较强弱的范数都是彼此等价的，即

定理 5.5 (等价范数定理). (X, ‖·‖1)和 (X, ‖·‖2)都完备，且 ‖·‖1 ≲ ‖·‖2，则 ‖·‖1 ∼= ‖·‖2.

证明. 因为 ‖·‖1 ≲ ‖·‖2，存在 C > 0 使得 ‖x‖1 ≤ C ‖x‖2 对任意 x ∈ X 都成立. 这等价于说 id ∈
L((X, ‖·‖1), (X, ‖·‖2)). 由 IMT，id−1 = id ∈ L((X, ‖·‖2), (X, ‖·‖1))，从而存在 C ′ > 0使得 ‖x‖2 ≤ C ′ ‖x‖1
对任意 x ∈ X 成立. 即 ‖·‖2 ≲ ‖·‖1. 从而 ‖·‖1 ∼= ‖·‖2.
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6 闭图像定理

之前我们考虑的线性映射 T : X → Y 都是定义在整个 X 上的，但一般 T 可以只定义在 X 的某个子空

间上，这个子空间称为 T 的定义域，记作 domT . X 上的有界线性算子一定是定义在整个X 上的，无界算子

则不然. 我们希望把无界算子纳入泛函分析的框架，引入一种比有界算子更广的算子.

定义 6.1. (X, ‖·‖X) 和 (Y, ‖·‖Y ) 为赋范空间，X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y } 赋予范数 ‖(x, y)‖X×Y =

‖x‖X + ‖y‖Y 构成的赋范空间 (X × Y, ‖·‖X×Y )称为 X,Y 的乘积空间.

显然成立以下命题

命题 6.1. 若 X 和 Y 都完备，则 X × Y 也完备.

定义 6.2. 设 T : X → Y 为线性算子，GrT = {(x, Tx) : x ∈ domT} ⊆ X × Y 称为 T 的图像. 若 GrT 是

X×Y 的闭子空间，则称 T 为闭算子. 等价地，若 domT ⊇ {xk}∞k=1 → x, Txk → y则 x ∈ domT, y = Tx.

注意，闭算子的定义中并不蕴含 domT 闭. 闭集的定义要求 domT 3 xk → x可推出 x ∈ domT，而闭

算子的定义中 domT 3 xk → x联合 Txk → y 才能推出 x ∈ domT . 这个定义确保算子的图像不会在某点处
断开或跳跃，尽管定义域可以抠去某些点. 就像 y =

1

x
, x > 0（当然这不是一个线性算子）的定义域不包含

0但它的图像是一条连续的曲线. 而 y =

x
2, x 6= 0

1, x = 0
，尽管 x → 0时 y → 0但 y(0) 6= 0图像在这一点是

断开的. 闭算子未必是有界的，下面我们举一个无界闭算子的例子

例 6.1. T =
d

dt
: C[0, 1] → C[0, 1]，我们之前已经证明过这个算子无界. 现在设 C1[0, 1] 3 uk → u, u′k → v，

则 uk(t)− uk(0) → u(t)− u(0). 另一方面，uk(t)− uk(0) =

∫ t

0

u′k(ξ)dξ，由一致收敛函数列取极限与积分可

换序，uk(t)− uk(0) →
∫ t

0

v(ξ)dξ. 于是，u(t)− u(0) =

∫ t

0

v(ξ)dξ，由变上限积分的性质，u(t) ∈ C1[0, 1]且

u′(t) = v(t). 故 T 为闭算子.

那反过来，有界算子是否一定是闭的呢？首先，若定义域本身是闭的，答案是肯定的. 有如下命题

命题 6.2. T 有界，domT 为 X 的闭子空间，则 T 是闭算子.

证明是显然的.

证明. 若 domT 3 xk → x，因为 domT 闭，则 x ∈ domT . T 有界，则 Txk → Tx. 若 Txk → y，由极限的

唯一性得 y = Tx.

若定义域不是闭的，则可以将其保范延拓到闭集上，从而成为闭算子. 有定理

定理 6.3 (有界线性算子的延拓定理（BLT）). 设X 为赋范空间，Y 为 Banach空间，T ∈ L(domT, Y )，则存

在唯一的 T̃ ∈ L(domT , Y )使得 T̃ |domT = T 且
∥∥∥T̃∥∥∥ = ‖T‖.

证明. 任取x ∈ domT，存在 domT 3 xn → x. 因为T 有界，当m,n充分大时 ‖Txm − Txn‖ ≤ ‖T‖ ‖xn − xm‖ →
0，故 {Txn}∞n=1 为 Y 中的 Cauchy列，由 Y 完备，Txn → y ∈ Y，定义 T̃ x = y.

设 domT 3 x′n → x，则 n → ∞ 时 ‖Tx′n − y‖ ≤ ‖Tx′n − Txn‖ + ‖Txn − y‖ ≤ ‖T‖ (‖x′n − x‖ +

‖x− xn‖) + ‖Txn − y‖ → 0. 从而 Tx′n → y. 即 y不依赖于 {xn}的选取，T̃ 是良定义的. 此外，容易验证 T̃

是线性的.
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图 3: 将 GrT 投影到 domT 和 Y 上

任取 x ∈ domT，则
∥∥∥T̃∥∥∥ ≥

∥∥∥T̃ x∥∥∥
‖x‖

=
‖Tx‖
‖x‖

，故
∥∥∥T̃∥∥∥ ≥ sup

x

‖Tx‖
‖x‖

= ‖T‖. 另一方面，任取 x ∈ domT，存在

domT 3 xk → x，则
‖Txk‖
‖xk‖

≤ ‖Tb‖，故 lim
k→∞

‖Txk‖
‖xk‖

≤ ‖T‖，故

∥∥∥T̃ x∥∥∥
‖x‖

≤ ‖T‖，从而
∥∥∥T̃∥∥∥ = sup

x

∥∥∥T̃ x∥∥∥
‖x‖

≤ ‖T‖.

于是
∥∥∥T̃∥∥∥ = ‖T‖.

所以，在保范延拓的意义上，线性有界算子都是闭算子. 此外，显然会有如下推论

推论. 稠定（定义域在 X 中稠密）的有界线性算子可唯一地保范延拓到全空间.

那么，我们自然要问，闭算子什么时候有界？这个问题的答案由以下定理给出

定理 6.4 (闭图像定理（CGT）). X,Y 为 Banach空间，T : X → Y 为闭线性算子，domT 闭，则 T 有界.

我们给出两个证明. 第一个证明是考虑投影映射

证明. GrT 在 X × Y 中为闭集，从而为 Banach空间. 如图(3)，考虑

Π1 : GrT → domT, (x, Tx) 7→ x

Π2 : GrT → Y, (x, Tx) 7→ Tx

以及 T = Π−1
2 ◦ Π1. 因为 ‖Tx‖Y ≤ ‖Tx‖Y + ‖x‖X = ‖(x, Tx)‖X×Y，Π2 有界. 同理 Π1 有界. 而 Π1 为双射，

且由 domT 闭可知其为 Banach空间，由 IMT得 Π−1
1 有界，从而 T 有界.

另一种证明是利用等价范数定理

证明. 引入X 上的另一范数 ‖x‖1 = ‖x‖X + ‖Tx‖Y . T 为闭算子，故 GrT 为 Banach空间，从而 (X, ‖·‖1)也
完备，因为 Π1是保距同构. 显然对任意的 x都有 ‖x‖X ≤ ‖x‖X + ‖Tx‖Y = ‖x‖1，即 ‖·‖X ≲ ‖·‖1. 由等价范

数定理 ‖·‖1 ≲ ‖·‖X，故存在 C > 0使得 C(‖x‖X + ‖Tx‖Y ) ≤ ‖x‖X，从而 ‖Tx‖Y ≤ 1− C

C
‖x‖X，故 T 有

界.
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