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1 压缩映像定理

定理 1.1. 完备度量空间到自身的压缩映射存在唯一的不动点

证明. 先证明 x∗ 若存在则必唯一. 设 y 也满足 Ty = y，则 d(x∗, y) = d(Tx∗, T y) ≤ αd(x∗, y)，这只在

d(x∗, y) = 0时是可能的，从而 x∗ = y.
下证明存在性. 任取 x0 ∈ X，构造序列 xn+1 = Txn, n = 0, 1, · · ·，则 d(xn+1, xn) = d(Txn, Txn−1) ≤

αd(xn, xn−1) ≤ · · ·αnd(x1, x0)，从而对任意的 p都有 d(xn+p, xn) ≤
p∑

k=1

d(xn+k, xn+k−1) ≤
p∑

k=1

αn+k−1d(x1, x0) =

αn−1(α− αp+1)

1− α
d(x1, x0) ≤

αn

1− α
d(x1, x0). 只要 n充分大，d(xn+p, xn)就能任意地小，从而 {xn}为 Cauchy

列，由 X 完备知存在 x∗ 使得 d(xn, x
∗) → 0, n → ∞. 则 0 ≤ d(Tx∗, x∗) ≤ d(Tx∗, xn) + d(x∗, xn) ≤

αd(x∗, xn−1) + d(x∗, xn)，取 n → ∞即得 d(Tx∗, x∗) = 0，即 Tx∗ = x∗.

定理中的完备性条件是不可去掉的. 比如，考虑度量空间 ((0, 1), d)，其中 d(x, y) := |x− y|. T : (0, 1) →
(0, 1), x 7→ x

2
显然是压缩映射，但不动点不存在. 这是因为 (0, 1)不完备. 事实上，我们有

引理 1.2. 完备空间的闭子集一定是一个完备的子空间；任意度量空间的完备子空间必然是闭子集.

证明. 设 (X, d)完备，Y ⊆ X . 取 Y 中的 Cauchy列 {yn}，则 {yn}也是X 中的 Cauchy列，必收敛于 x ∈ X .
因为 Y 为闭集，x ∈ Y . 即 Y 中的任意 Cauchy列收敛，从而 Y 完备.

设 (X, d)是度量空间，Y ⊆ X 且 (Y, d)完备. 取 Y 中的序列 {yn}，若 {yn}收敛，则它必然是 Cauchy
列，由 Y 的完备性知 {yn}一定收敛于 Y 中某点，从而 Y 中的收敛列都收敛于 Y 中某点，Y 是闭集.

2 完备化

定义 2.1. 设有两个度量空间 (X1, d1)和 (X2, d2)

1. 若映射 T : X1 → X2 对任意 x1 ∈ X1 和 x2 ∈ X2 满足 d1(x1, y1) = d2(Tx1, Tx2)，则称 T 是等距映射；

2. 若 T 为双射，则称 T 为等距同构映射，(X1, d1)和 (X2, d2)是等距同构的；

3. 若 (X1, d1)与 (X2, d2)的某个子空间等距同构，则称 (X1, d1)可等距嵌入 (X2, d2)，记为 (X1, d1) ↪→
(X2, d2).

定义 2.2 (完备化). 对度量空间 (X, d)，若存在完备的度量空间 (X̃, d̃)使得 (X, d)与 (X̃, d̃)的某个稠密子空

间等距同构，则称 (X̃, d̃)为 (X, d)的完备化.
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设 (Y, d)是 (X, d)的子空间，Y 在 X 中稠密是说 X 中的任意点都可以任意地接近 Y 中的某个点. 用符
号语言表述就是，对于 x ∈ X 和任意的 ε > 0，存在 y ∈ Y 使得 d(x, y) < ε. 等价的表述是，任意 x ∈ X，都

可以找到 Y 中的点列收敛于 x.

定理 2.1. 任何度量空间都有其完备化，且在等距同构意义下唯一.

我们回忆一下，在数学分析中，我们是怎么对 Q进行完备化得到 R的？那时，我们把实数定义为 Q中
的 Cauchy列的等价类，比如 1 = {0.9, 0.99, · · · } = {1, 1, · · · },

√
2 = {1, 1.4, 1.41, · · · }，接下来的证明中我

们仍然采用这套流程.

证明. 对度量空间 (X, d)，令 F 为 (X, d)中 Cauchy列的集合. 引入等价关系 ∼，对 Cauchy列 ξ = {xn}∞n=1

和 η = {yn}∞n=1，ξ ∼ η当且仅当 lim
n→∞

d(xn, yn) = 0. 对 F 模去 ∼得到 X̃ = F/ ∼，定义度量

d̃([ξ], [η]) = lim
n→∞

d(xn, yn) (1)

其中 {xn}和 {yn}是等价类 [ξ]和 [η]的代表元. 我们首先需要证明这样的极限确实是存在的. 对 Cauchy列
{xn}和 {yn}，|d(xn, yn)−d(xm, ym)| ≤ d(xm, xn)+d(ym, yn)，故当m和 n充分大时 |d(xn, yn)−d(xm, ym)|
可任意小，即 {d(xn, yn)}∞n=1作为实数列是 Cauchy列，由实数的完备性可知极限存在. 其次我们需要证明这
个定义不依赖于代表元的选取. 取 x′

n ∼ xn, y′n ∼ yn，则 lim
n→∞

d(xn, x
′
n) = lim

n→∞
d(yn, y

′
n) = 0，而

d(xn, yn)− d(xn, x
′
n)− d(yn, y

′
n) ≤ d(x′

n, y
′
n) ≤ d(xn, yn) + d(xn, x

′
n) + d(yn, y

′
n) (2)

取 n → ∞即得 lim
n→∞

d(xn, yn) = lim
n→∞

d(x′
n, y

′
n). d̃的正定性、对称性和三角不等式直接继承自 d，从而构成

度量.
接下来，我们需要找到 X̃ 的某个稠密子空间使之与 X 等距同构. 对 x ∈ X，考虑常值序列 ξx =

{x, x, · · · }，令 X0 = {[ξx] : x ∈ X}，则 X0 ⊆ X̃ . 构造映射

T : X → X0, x 7→ [ξx] (3)

首先需要证明T 是 (X, d)到 (X0, d̃)的等距同构. T 显然是双射，且 d̃([ξx], [ξy]) = lim
n→∞

d(ξx, ξy) = lim
n→∞

d(x, y) =

d(x, y)，从而 X 是等距同构. 其次，需要证明 (X0, d̃)在 (X̃, d̃)中稠密. 任取 [ξ] ∈ X̃，其代表元为 {xn}∞n=1.
取 X0 中的序列 {[ξxn ]}∞n=1，其第 n项是以常值序列 {xn, xn, · · · }为代表元的等价类.则 lim

n→∞
d̃([ξxn ], [ξ]) =

lim
n→∞

lim
k→∞

d((ξxn)k, xk) = lim
n→∞

lim
k→∞

d(xn, xk) = 0. 即任意 [xn] ∈ X̃ 都是X0中某序列的极限，X0在 X̃ 中稠

密.
最后，我们需要证明这样构造出的 X̃确实是完备的. 取 X̃中的 Cauchy列 {[ξ(k)]}∞k=1，其第 k项的代表元

为 {x(k)
n }∞n=1，对这一项，由X0在 X̃ 中的稠密性有 lim

n→∞
d̃([ξ

x
(k)
n

], [ξ(k)]). 从而存在 nk使得 d̃([ξ
x
(k)
nk

], [ξ(k)]) <

1

k
. 故 d̃

(
[ξ

x
(k)
nk

], [ξ
x
(j)
nj

]

)
≤ d̃

(
[ξ

x
(k)
nk

], [ξ(k)]
)
+ d̃

(
[ξ

x
(j)
nj

], [ξ(j)]

)
+ d̃([ξ(j), ξ(k)]) <

1

k
+

1

j
+ d̃([ξ(j), ξ(k)])，取

k, j → ∞，右面三项都趋于 0，从而
{
[ξ

x
(k)
nk

]
}∞

k=1
为 X0 上的 Cauchy列，由同构可知 ξ′ := {x(k)

nk
}∞k=1 为 X

上的 Cauchy 列，从而 [ξ′] ∈ X̃，且 lim
k→∞

d̃([ξ′], [ξ
x
(k)
nk

]) = lim
k→∞

lim
j→∞

d(x(j)
nj

, x(k)
nk

) = 0，从而 d̃([ξ′], [ξ(k)]) ≤

d̃([ξ′], [ξ
x
(k)
nk

]) + d̃([ξ(k)], [ξ
x
(k)
nk

])，k∞时右面两项都趋于 0，从而 {[ξ(k)]}∞k=1 收敛于 [ξ′]. 故 X̃ 中的 Cauchy列
都收敛，X̃ 是完备的.
下面我们证明完备化在等距同构意义下是唯一的. 设 (X ′, d′)是 (X0, d̃)的另一完备化，(X ′

0, d
′)是 (X ′, d′)

的稠密子空间，T ′ : X → X ′
0 为等距同构映射. 我们需要证明图 (1)所示的交换图表. 因为 T 是双射，考

虑 ϕ = T ′ ◦ T−1，显然 ϕ 是等距同构映射. X0 在 X̃ 中稠密，从而任取 ξ ∈ X̃，存在 {ξ(n)} ⊆ X0 使

得 lim
n→∞

d̃(ξ(n), ξ) = 0. 收敛序列一定是 Cauchy 列，从而 {ξ(n)}∞n=1 是 Cauchy 列，进而 {ϕ(ξ(n))}∞n=1 也
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图 1: 完备化在等距同构意义下是唯一的

是 Cauchy 列. X ′ 完备，从而 {ϕ(ξ(n))}n=1 收敛，即存在 y ∈ X ′ 使得 lim
n→∞

d′
(
ϕ(ξ(n)), ξ

)
= 0. 我们声

明 Φ : X̃ → X ′, ξ 7→ y 为等距同构映射，证明如下. 设 Φ(ξ) = y, Φ(η) = z，则 lim
n→∞

d̃(ξ(n), ξ) =

lim
n→∞

d̃(η(n), η) = lim
n→∞

d′(ϕ(ξ(n)), y) = lim
n→∞

d′(ϕ(η(n)), z) = 0. 而

d′(y, z) ≤ d′(y, ϕ(ξ(n))) + d′(z, ϕ(η(n))) + d′(ϕ(ξ(n)), ϕ(η(n)))

= d′(y, ϕ(ξ(n))) + d′(z, ϕ(η(n))) + d̃(ξ(n), η(n))

≤ d′(y, ϕ(ξ(n))) + d′(z, ϕ(η(n))) + d̃(ξ(n), ξ) + d̃(η(n), η) + d̃(ξ, η)

(4)

且
d̃(ξ, η) ≤ d̃(ξ(n), ξ) + d̃(η(n), η) + d̃(ξ(n), η(n))

= d̃(ξ(n), ξ) + d̃(η(n), η) + d′(ϕ(ξ(n)), ϕ(η(n)))

≤ d̃(ξ(n), ξ) + d̃(η(n), η) + d′(ϕ(ξ(n)), y) + d̃′(ϕ(η(n)), z) + d̃(y, z)

(5)

取 n → ∞即得 d̃(ξ, η) ≤ d′(y, z) ≤ d̃(ξ, η)，即 d′(Φ(ξ),Φ(η)) = d̃(ξ, η)，Φ是等距同构映射.

3 紧性

在数学分析中，我们见过下面的定理

定理 3.1 (Bolzano-Weierstrass定理). Rn 中任一有界点列一定有收敛子列.

定理 3.2 (Henie-Borel定理). Rn 中有界闭集的任何开覆盖必然有有限子覆盖.

我们可以由此抽象出紧和列紧的概念.

定义 3.1. 设 (X, d)为度量空间，A ⊆ X .
• 若 A的任意开覆盖都有有限子覆盖，则称 A为紧集；

• 若 A中任意点列都有收敛子列，则称 A列紧；

• 若 A中任意点列都有在 A中收敛的子列，则称 A自列紧；

• 若 X 自列紧，则称 X 为列紧空间.
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则 Bolzano-Weierstrass 定理可以叙述为列紧等价于有界，Henie-Borel 定理可以叙述为紧等价于有界闭.
因为闭集的极限点都包含于自身，显然成立以下事实

命题 3.3. 列紧的闭集必然自列紧.

命题 3.4. 列紧空间中的任意集合都列紧，任意闭集都自列紧.

一般的度量空间中，有界是否等价于列紧呢？并非如此. 我们有如下的反例.

例 3.1. 平方可和序列的集合 l2 =

{
{xn}∞n=1 :

∞∑
n=1

|xn|2 < +∞

}
，度量 d(x, y) =

( ∞∑
n=1

|xn − yn|2
) 1

2

. 考虑

en = (0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 0, · · · ), n = 1, 2, · · · (6)

则 {en}∞n=1 有界，但没有收敛子列，因为对任意的 n 6= m都有 d(en, em) =
√
2.

为了更精细地刻画列紧集，我们引入

定义 3.2. 度量空间 (X, d)，A ⊆ X . 对 ε > 0，称 Nε ⊆ A是 A的一个 ε-网，若 A ⊆
⋃

y⊆Nε

B(y, ε). 或等价地，

对任意 x ∈ A，存在 y ∈ Nε 使得 d(x, y) < ε.
若对任意的 ε > 0，A都有有限的 ε-网（i.e. card(Nε) < ∞），则称 A是完全有界的.

显然完全有界蕴含有界，取 ε = 1，则A ⊆
N⋃

k=1

B(yk, 1) ⊆ B(y,N). 但反之不成立，比如对 {en}∞n=1 ⊆ l2，

取 ε =
1

2
，则任意 k都有 B(ek,

1

2
) ∩ {en} = {ek}，没有有穷的 1/2-网.

定理 3.5 (Hausdorff). 列紧蕴含完全有界；对完备度量空间，列紧等价于完全有界.

证明. 1. 用反证法. 设 X 不完全有界，则存在 ε 使得 X 没有有穷的 ε-网. 对 x1 ∈ X，一定存在 X 中

的点不在 B(x1, ε) 中，取 x2 ∈ X − B(x1, ε). 一定存在 X 中的点不在 B(x1, ε) ∪ B(x2, ε) 中，取

x3 ∈ X − (B(x1, ε) ∪ B(x2, ε))，x4 ∈ X − (B(x1, ε) ∪ B (x2, ε) ∪B(x3, ε)) . 依此类推，构造出序列
{xn}∞n=1，则其中任意两项的距离均大于 ε，不存在收敛子列，X 不列紧.

2. 设 (X, d)完备，A完全有界，只需证明 A列紧. 取 {xn}∞n=1 ⊆ A，设 {xn}∞n=1 的值域为无穷集（假如

值域为有限集 {x1, · · · , xN}，则其中必然有某一元素 xi在序列中出现了无限次，否则序列只有有限项.
把所有的 xi 取出来构成一个子列，这是一个常值序列，显然收敛）.
因为 A完全有界，取 ε = 1，则存在 1-网 N (1) = {y(1)1 , · · · , y(1)m1

}使得 {xn} ⊆ A ⊆
⋃

y∈N(1)

B(y, 1). 必

然存在 y1 使得 B(y1, 1)盖住 {xn}中无穷个点，取子列 {x(1)
n } ⊆ B(y1, 1). 对 ε =

1

2
，类似地，可取子

列 {x(2)
n }使得 {x(2)

n } ⊆ B

(
y2,

1

2

)
，依次类推，得到子列 {x(1)

n }, {x(2)
n }, · · · {x(k)

n }, · · ·，取 {x(k)
n }的第

k 项，构成对角线序列 {x(k)
k }，则 x

(k)
k ∈

k⋂
m=1

B

(
ym,

1

m

)
，从而对任意的 n和 p有 d(x

(n+p)
n+p , x(n)

n ) ≤

d(x
(n+p)
n+p yn) + d(x(n)

n , yn) ≤
2

n
→0, n → ∞. 从而找到了 {xn}的收敛子列 {x(k)

k }.

定理 3.6. 对度量空间，紧等价于子列紧
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证明. 1. (紧⇒闭)任取 x0 ∈ X − A，显然有 A ⊆
⋃
x∈A

B

(
x,

1

2
d(x, x0)

)
，由紧性，可取出 {xn}Nn=1 ⊂ A

使得 A ⊆
N⋃

n=1

B

(
xn,

1

2
d(xn, x0)

)
. 取 δ =

1

2
min

1≤n≤N
d(xn, x0)，则对任意 1 ≤ n ≤ N，d(x, x0) ≥

1

2
d(xn, x0) + δ，从而对任意 x ∈ B(x0, δ) 和任意 1 ≤ n ≤ N 都有 x /∈ B

(
xn,

1

2
d(xn, x0)

)
. 故 x ∈

X −
N⋃

n=1

B

(
xn,

1

2
d(xn, x0)

)
，进而 x ∈ X −A，故 B(x0, δ) ⊆ X −A，X −A为开集，A为闭集.

2. (紧⇒列紧)用反证法. 设 A不是列紧的，{xk}∞k=1 ⊆ A无收敛子列. 不妨设 {xn}的项都互不相同（若
某个数在序列中重复出现无限次，则序列存在收敛子列；若在序列中重复出现有限次，则去除有限多

重复的项不影响敛散性）.令 Sn = {xk}∞k=1 − {xn}，则 Sn无聚点，从而为闭集，A− Sn是开集. 观察

到 A ⊆
∞⋃

n=1

(A− Sn) = A−

( ∞⋂
n=1

Sn

)
= A− ∅ = A，由 A紧可知 A ⊆

N⋃
n=1

(A− Sn)，但 xN+1 属于左

侧而不属于右侧，矛盾！综合上述两点可知紧⇒自列紧.
3. (自列紧 ⇒ 紧) 设 A 不紧，{Sα}α∈I 是 A 的覆盖且不存在有限子覆盖. 列紧蕴含完全有界，故对任意

n ∈ N，存在 N (n) 使得 A ⊆
⋃

y∈N(n)

B

(
y,

1

n

)
，一定存在某个 yn 使得 B

(
yn,

1

n

)
不能被 {Sα}α∈I 中

有限个开集覆盖. 由此构造序列 {yn}，其子列 {ynk
}收敛于 y0，属于某个 Sα0

. 任取 x ∈ B

(
xnk

,
1

nk

)
，

d(x, y0) ≤ d(x, ynk
) + d(ynk

, y0) <
1

nk
+ d(y0, ynk

) → 0, nk → ∞. 故 x可以与 y0 任意地接近，从而

包含在 Sα0
中. 故对足够大的 nk 会有 B

(
ynk

,
1

nk

)
⊆ Sα0

，矛盾！

总结一下，我们目前遇到的各个概念之间的关系如下

最后我们再引入一个小概念

定义 3.3. 若度量空间有可数的稠密子集，则称其为可分的.

显然成立以下定理

定理 3.7. 列紧空间一定是可分的.

证明. 取X 的
1

n
-网 N 1

n
. 任意 x ∈ X，任意 n ∈ N，存在 xn ∈ N 1

n
使得 d(xn, x) <

1

n
，从而

∞⋃
n=1

N 1
n
是X 的

稠密子集，且可数.

4 连续函数空间

设 (M,d) 为紧空间，C(M) 为 M 上连续函数 f : M → R 的全体，即对于 f ∈ C(M) 和 {xn} ⊆ M，

xn → x0 蕴含 f(xn) → f(x0). 定义度量 d(f, g) = max
x∈M

|f(x)− g(x)|，则
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命题 4.1. (C(M), d)是一个完备度量空间.

证明. 首先需要说明 d(f, g)定义合理，也就是 u ∈ C(M)在M 上必然能取到最大值. 实际上只需要说明像
u(M)是紧集，从而 u(M)是有界闭集，有界推出 u(M)有上确界 α = supu(M)，闭推出 α ∈ u(M)，从而

α = max
x∈M

u(M). 任取 {yn}∞n=1 ⊆ u(M)，则 {xn}∞n=1 使得 yn = f(xn), ∀n. M 是紧的，故存在 {xnk
}∞k=1 收

敛于 x0，对应地，存在子列 {ynk
}∞k=1使 ynk

= u(xnk
), ∀k，由连续性， lim

k→∞
ynk

= f(x0)，故 u(M)是紧集.
然后需要说明 d(f, g)确实是一个度量. 正定性和对称性是显然的，下证三角不等式

d(f, g) + d(g, h) = max
x∈M

|f(x)− g(x)|+max
x∈M

|g(x)− h(x)|

≥ max
x∈M

(|f(x)− g(x)|+ |g(x)− h(x)|)

≥ max
x∈M

(|f(x)| − |h(x)|)

= d(f, h)

(7)

最后需要说明完备性. 取 Cauchy列 {fn}∞n=1，则对任意的 ε > 0，存在N 使得m,n > N 时有 d(fm, fn) =

max
x∈M

|fm(x)− fn(x)| < ε成立. 任意固定 x，则 |fm(x)− fn(x)| < ε成立，这说明对固定的 x，{fn(x)}∞n=1在

绝对值度量下构成 Cauchy列，由 R的完备性可知 fn(x)必然收敛于某个 f(x)，由此可以逐点定义函数 f(x)，

下面证明这个函数就是 {fn}∞n=1 的极限. 对任意的 ε和任意的 x都存在 N 使得 n > N 时 |fn(x)− f(x)| < ε，

从而 d(fn, f) = max
x∈M

|fn(x)− f(x)| < ε，即证.

定义 4.1. 设 F ⊆ C(M)是M 中的一族连续函数

• 若存在 r > 0，使得对任意的 ϕ ∈ F 和任意的 x ∈ M 都有 |ϕ(x)| ≤ r，则称 F 是一致有界的；
• 若任意 ε > 0都存在 δ > 0使得任意的ϕ ∈ F和 x1, x2 ∈ M，只要 d(x1, x2) < δ就有 |ϕ(x1)−ϕ(x2)| < ε.

若我们把 F 看作 (C(M), d)的子空间，则 F 的一致有界性和等度连续性可以同时得到刻画

定理 4.2 (Arzelà-Ascoli). F ⊆ C(M)列紧等价于 F 作为函数族一致有界且等度连续.

证明. 1. (列紧 ⇒ 一致有界) 若 F 列紧，则 F 有界，即存在 r > 0 使得 F ⊆ B(0, r)，其中 0 为零函数

M → R, x 7→ 0. 即对任意的 ϕ ∈ F，d(ϕ, 0) = max
x∈M

|ϕ(x)| ≤ r. 从而对任意的 ϕ ∈ F 和 x ∈ M 都有

|ϕ(x)| ≤ r，故 F 一致有界.
2. (列紧⇒等度连续)列紧等价于完全有界，即任意的 ε，存在一列函数 {f1, f2, · · · , fN}使得任意的ϕ ∈ F
都存在 k使得 d(fk, ϕ) <

ε

3
，即max

x∈M
|fk(x)−ϕ(x)| < ε

3
. 列紧空间M 上的连续函数 fk必然是一致连续

的，从而存在 δk使得 d(x, y) < δk时 |fk(x)− fk(y)| <
ε

3
，取 δ = min{δ1, · · · , δN}. 于是对任意的 ε > 0

和任意的 ϕ ∈ F，只要 |x−y| < δ，就有 |ϕ(x)−ϕ(y)| ≤ |fk(x)−ϕ(x)|+|fk(y)−ϕ(y)|+|fk(x)−fk(y)| <
ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε，故 F 是等度连续的.

3. (一致有界 +等度连续⇒列紧)F 是一致有界的，故存在 r 使得任意的 ϕ ∈ F 都有 ϕ(M) ⊆ [−r, r]. 由
M 的紧性可知，对任意的 δ存在 {x1, · · · , xn}使得任意的 x ∈ M 都存在 i使得 d(x, xi) < δ. 由 ε

对任意的 ϕ ∈ F，对 ϕ(xk), 1 ≤ k ≤ n，由于 ϕ(xk) ∈ [−r, r]存在 1 ≤ jk ≤ m使 |ϕ(xk)|
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