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1 矢量的点乘与叉乘

笛卡尔坐标系中矢量可作分解A = Aiei，三维空间中基矢的点乘 eiej = δij，故A ·B = AiBi. 三维空
间中基矢的叉乘 ei · ×ej = εijkek，故A×B = εijkeiAjBk. 其中 Levi-Civita符号定义为

εijk =


0 i, j, k中有相同的

1 i, j, k按 1,2,3轮换

−1 其它

Kronecker符号与 Levi-Civita符号的关系如下

εijkεimn = δjmδkn − δjnδkm

有

定理 1.1.
A× (B×C) = (A ·C)B− (A ·B)C

证明.

A× (B×C) = εijkeiAj(B×C)k

= εijkeiAj(εkmnBmCn)

= εijkεkmneiAjBmCn

= ei(δimδjn − δinδjm)AjBmCn

= eiAjBiCj − eiAjBjCi

= (A ·C)Biei − (A ·B)Ciei

= (A ·C)B− (A ·B)C

矢量A,B和 C的混合积为A · (B×C)，它有如下性质

定理 1.2.
A · (B×C) = B · (C×A) = C · (A×B)

我们证明一下第一个等号
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证明.

A · (B×C) = Ai(B×C)i

= Ai(εijkBjCk)

= Bj(εijkAiCk)

= Bj(εjkiCkAi)

= Bj(C×A)j

= B · (C×A)

2 哈密顿算符

笛卡尔坐标系中的哈密顿算符为

∇ = ei
∂

∂xi

∇具有矢量性和微分性. 可以把
∂

∂xi
看成∇的第 i分量，但需要知道

∂

∂xi
也是求导，它对其后面的东西

是有作用的.

定义 2.1 (标量场的梯度).
∇φ = ei

∂φ

∂xi

定义 2.2 (矢量场的散度).
∇ ·A =

∂

∂xi
Ai

我们有必要明确一下这个是怎么来的(
ei

∂

∂xi

)
· (ejAj) = ei ·

∂

∂xi
(ejAj)

= ei ·
(
∂ej
∂xi

Aj + ej
∂Aj

∂xi

)
= ei · ej

∂Aj

∂xi

对笛卡尔坐标系，这个
∂ei
∂xj
是等于 0的，所以没什么影响. 但要研究其它坐标系中矢量场的散度、旋度，则

是必须考虑的.

定义 2.3 (矢量场的旋度).
∇×A = εijkei

∂

∂xj
Bk

对 ∇的运算规则，一般有两种证明方法. 其一是指标法，只要熟练地掌握偏导数的运算法则以及 Kro-
necker符号与 Levi-Civita符号的转化关系即可. 另一种是利用 ∇的矢量性和微分性. 下面举一例说明这两种
方法.

例 2.1. 计算 ∇× (A×B).
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先用指标法进行计算：

∇× (A×B) = εijkei
∂

∂xj
(A×B)k

= εijkei
∂

∂xj
(εkmnAmBn)

= εijkεkmnei
∂

∂xj
(AmBn)

= εkijεkmnei

(
∂Am

∂xj
Bn +

∂Bn

∂xj
Am

)
= (δimδjn − δinδjm)ei

(
∂Am

∂xj
Bn +

∂Bn

∂xj
Am

)
= ei

(
∂Ai

∂xj
Bj +

∂Bj

∂xj
Ai

)
− ei

(
∂Aj

∂xj
Bi +

∂Bi

∂xj
Aj

)
= [(∇ ·B) + (B · ∇)]A− [(∇ ·A) + (A · ∇)]B

然后，我们用 ∇的矢量性和微分性计算. 首先，∇的作用可以分为 ∇A 和 ∇B，前者只作用于A，后者

只作用于 B. 于是

∇× (A×B) = ∇A × (A×B) +∇B × (A×B)

= (∇A ·B)A− (∇A ·A)B+ (∇B ·B)A− (∇B ·A)B

其中用了矢量叉积和点积的关系. 由于∇的微分性，∇和矢量是不能随便换位置的，但∇A不作用于B，

所以二者可以易位，即 ∇A ·B = B · ∇A，对 ∇B 亦然. 于是

∇× (A×B) = (B · ∇)A− (∇ ·A)B+ (∇ ·B)A− (A · ∇)B

这里把 ∇A 和 ∇B 又改回 ∇，是因为它们的后面只有对应的矢量场，∇A 和 ∇作用在 A上的效果是相

同的.

我们将 ∇的常用性质开列如下
1. ∇(φψ) = φ∇ψ + ψ∇φ
2. ∇ · (φf) = (∇φ) · f + φ∇ · f
3. ∇× (φf) = (∇φ)× f + φ∇× f

4. ∇ · (f × g) = (∇× f) · g − f · (∇× g)

5. ∇× (f × g) = (g · ∇)f − (∇ · f)g + (∇ · g)f − (f · ∇)g
6. ∇(f · g) = f × (∇× g) + (f · ∇)g + g × (∇× f) + (g · ∇)f
7. ∇ · ∇φ = ∆φ

8. ∇× (∇× f) = ∇(∇ · f)−∆f

3 球坐标系和柱坐标系中的哈密顿算符

由 dφ = dxi
∂φ

∂xi
=

(
ex
∂φ

∂x
+ ey

∂φ

∂y
+ ez

∂φ

∂z

)
· (exdx+ eydy + ezdz) = dr · ∇φ，可以形式化地写

d = dr · ∇

在球坐标系中，直观上很容易知道 dr = dReR + Rdθeθ + R sin θdϕeϕ，设 ∇ 在球坐标下的形式为
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∇ = AeR +Beθ + Ceϕ，则

d = (dReR +Rdθeθ +R sin θdϕeϕ) · (AeR +Beθ + Ceϕ)

= AdR+BRdθ + CR sin θdϕ

按偏导数与全微分的关系

A =
∂

∂R
,B =

∂

R∂θ
,C =

∂

R sin θ∂ϕ

于是

∇ = eR
∂

∂R
+ eθ

∂

R∂θ
+ eϕ

∂

R sin θ∂ϕ

将∇ ·A =

(
eR

∂

∂R
+ eθ

∂

R∂θ
+ eϕ

∂

R sin θ∂ϕ

)
· (AReR +Aθeθ +Aϕeϕ)展开后将会出现

∂eR
∂R
之类的项，

对笛卡尔坐标系这些都等于 0，但对球坐标系不是这样. 在球坐标系中，几何上容易知道

eR = sin θ cosϕex + sin θ sinϕey + cos θez

eϕ = − sinϕex + cosϕey

从而

eθ = eϕ × eR

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ex ey ez

− sinϕ cosϕ 0

sin θ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= cosϕ cos θex + sinϕ cos θey − sin θez

所以
∂eR
∂R

= 0

∂eR
∂θ

= cos θ cosϕex + cos θ sinϕey − sin θez = eθ

∂eR
∂ϕ

= − cos θ sinϕex + cos θ cosϕey = sin θeϕ

∂eθ
∂R

= 0

∂eθ
∂θ

= − cosϕ sin θex − sinϕ sin θey − cos θez = −eR

∂eθ
∂ϕ

= − sinϕ cos θex + cosϕ cos θey = cos θeϕ

∂eϕ
∂R

= 0

∂eϕ
∂θ

= 0

∂eϕ
∂ϕ

= − cosϕex − sinϕey = − cos θeθ − sin θeR

于是，计算可知

∇ ·A =
1

R2

∂

∂R
(R2AR) +

1

R sin θ

∂

∂θ
(sin θAθ) +

1

R sin θ

∂

∂ϕ
(Aϕ)

∇×A =
1

R sin θ

[
∂

∂θ
(sin θAϕ)−

∂Aθ

∂ϕ

]
eR +

1

R

[
1

sin θ

∂AR

∂ϕ
− ∂(RAϕ)

∂R

]
eθ +

1

R

[
∂(RAθ)

∂R
− ∂AR

∂θ

]
eϕ
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在柱坐标系中，用同样的道理，可以推出

∇φ = er
∂φ

∂r
+ eϕ

∂φ

r∂ϕ
+ ez

∂φ

∂z

∇ ·A =
∂

r∂r
(rAr) +

∂Aϕ

r∂ϕ
+
∂Az

∂z

∇×A =

(
∂Az

r∂ϕ
− ∂Aϕ

∂z

)
er +

(
∂Ar

∂z
− ∂Az

∂r

)
eϕ +

1

r

[
∂(rAϕ)

∂r
− ∂Ar

∂ϕ

]

4 张量

在 N 维线性空间中引入线性变换 x′i = aijxj 满足
N∑
i=1

x2i =

N∑
i=1

x′2i

线性代数中我们学过，这正是所谓正交变换，它满足

aijaik = δjk

或

ATA = I

其中 A = {aij}N×N . 正交变换对应的逆变换为 xi = ajix
′
j . 基矢的变换为 e′i = aijej，变换后的基矢仍

满足正交关系.
张量的阶数由正交变换时操作矩阵的个数规定. 对矢量是 x′ = Ax，等式右边只有一个操作矩阵，所以

矢量是一阶张量. 二阶张量
←→
T 有 n2 个分量，在正交变换下，其各分量按照以下方式进行变换

T ′
ij = aimajnTmn

我们可以形式化地写
←→
T = Tijeiej，这里 eiej 只是形式上并在一起，不作任何运算. 在正交变换下
←→
T ′

ij = T ′
ije

′
ie

′
j = Tmnaimajne

′
ie

′
j = Tmnemen =

←→
T

对矢量 f = fiei 和 g = giej，并矢 fg = figjeiej 是二阶张量. 显然，AB ̸= BA.
并矢与矢量的点积定义为

(AB) ·C = A(B ·C)

A · (BC) = (A ·B)C

就像两个矢量点乘得到一个标量那样，并矢与矢量作点积，总阶数也减少 2（原本是一个并矢与一个矢

量，阶数总共为 3，点积后为一个矢量，阶数为 1）. 这一点对所有点积都是适用的.
并矢与矢量的叉积定义为

(AB)×C = A(B×C)

A× (BC) = (A×B)C

可以看到，并矢与矢量作叉积，总阶数减少 1. 这一点对所有叉积都是适用的.
并矢之间的单点积、双点积、叉积定义如下

(AB) · (CD) = A(B ·C)D

(AB) : (CD) = (B ·C)(A ·D)
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(AB)× (CD) = A(B×C)D

于是

1.
f ·
←→
T = eifiTji

2.
←→
T · f = eiTijfj

3.
←→
S ·
←→
T = eiejSikTkj

4.
←→
S :
←→
T = SijTji

5.
f ×
←→
T = (εimnfmTnj)eiej

6.
←→
T × f = (εimnfnTjm)ejei

我们对第 2和 6条进行证明

证明.（2）
←→
T · f = (Tijeiej) · (fkek)

= Tijfk(eiej) · ek

= Tijfkei(ej · ek)

= Tijfkeiδjk

= eiTijfj

（6）
←→
T × f = (eiejTij)× (fkek)

= Tijfk(eiej)× ek

= Tijfkei(ej × ek)

= Tijfkeiεljkel

= εimnfnTjmejei

对矢量场A，可以用 ∇对其进行并矢作用

∇A =
∂fj
∂xi

eiej
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物理中也常见到张量场的散度

∇ ·
←→
T =

(
ei

∂

∂xi

)
· (Tjkejek)

=

(
ei

∂

∂xi

)
· (Tjkej)ek

= ei ·
(
∂Tjk
∂xi

ej

)
ek

=
∂Tik
∂xi

ek

5 矢量场的积分与 Delta函数

场论中，我们熟悉 ∮
S

dσ ·A =

∫∫∫
V

(dV∇) ·A∮
C

dl ·A =

∫∫
Σ

(dσ ×∇) ·A

这里的A是任意矢量场，S 为区域 V 的边界，为闭合曲面. C 为曲面 Σ的边界，为闭合曲线. 这里的A

可以任意地替换为标量场或者张量场，点乘也可以换成叉乘或直接作用，从而形式化地有∮
S

dσ =

∫∫∫
V

(dV∇)∮
C

dl =

∫∫
Σ

(dσ ×∇)

矢量分析中证明的主要手段是从 Gauss定理或 Stokes定理出发，用常矢量点乘法进行证明. 下面举一例
进行说明

例 5.1. 如图，对以闭合路径 L 为边界的一个面 S，定义 S =

∫
S

dS 为面上所有面元矢量之和. 证明 S =

1

2

∮
L

r× dl，其中 r为从坐标原点指向 dl的位矢量.

我们知道
1

2

∮
L

r× dl = −1

2

∮
L

dl× r
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首先用常矢量法进行证明. 构造A = r× n，其中 n为任意的常矢量. 由 Stokes公式∫
S

dS · [∇× (r× n)] =

∮
L

(dl× r) · n

另一方面

∇× (r× n) = (n · ∇)r− (∇ · r)n = −2n

因此

−2
∫
S

dS · n =

∮
L

(dl× r) · n

n是任意的常矢量，故原式得证.
我们也可以直接在形式化的 Stokes公式两边同时添上 ×r得

−1

2

∮
L

dl× r = −1

2

∫∫
S

(dS×∇)× r

而

(dS×∇)× r = εijkei(dS×∇)jxk

= εijkei

[
εjmn(dS)m

∂

∂xn

]
xk

= εjkiεjmnei(dS)m
∂xk
∂xn

= (δkmδin − δknδim)ei(dS)mδkn

= −2ei(dS)i

= −2dS

故原式得证.

Dirac Delta函数是一类重要的函数，它的定义为

δ(r) =

0 r ̸= 0

∞ r = 0

且对任意包含原点的区域 V，有 ∫
V

δ(r)dV = 1

从物理上这可以理解为一个位于原点处的电荷量为 1的点电荷在空间中激发的静电场. 电动力学中常用
到的 δ函数是

δ(r) =
1

4π
∇ · r

r3

δ函数的一个重要的性质是 ∫
V

f(r)δ(r− r′)dV =

0 r′ /∈ V

f(r′) r′ ∈ V

6 电磁学回顾

电磁学中的实验定律可以总结为Maxwell方程组

∇×E = −∂B
∂t

∇×B = µ0J+ µ0ε0
∂E

∂t
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∇ ·E =
ρ

ε0

∇ ·B = 0

无外场时介质内部不出现宏观的电荷电流分布，内部的宏观电磁场也为零. 有外场时，介质中正负电荷
发生相对位移，有极分子的取向以及分子电流的取向呈现一定的规则性，使介质内部及表面出现宏观的电荷

电流分布，这些电荷电流又激发附加的宏观电磁场，与外场叠加形成总电磁场.
对电介质

ρP = −∇ ·P

对磁介质

JM = ∇×M

引入D = ε0E+P和H =
B

µ0
−M，则介质中的Maxwell方程组为

∇×E = −∂B
∂t

∇×H = J+
∂D

∂t

∇ ·D = ρ

∇ ·B = 0

其中 ρ和 J分别是自由电荷密度和传导电流密度.
由 Maxwell方程组和介质的电磁性能方程可以完全确定介质内部的电磁场的分布. 最简单地，对各向同

性线性介质，有

D = εE

B = µH

J = σE

对介质界面，一般出现面电荷电流分布，使得物理量出现跃变，需要引入边值关系

en × (E2 −E1) = 0

en × (H2 −H1) = i

en · (D2 −D1) = σ

en · (B2 −B1) = 0

其中 σ和 i分别是面电荷密度和面电流密度.
场和电荷相互作用时，能量在场和电荷之间转移. 此外，能量也可以从场的一个区域转移到另一个区域.

对一定的空间区域 V，其边界为 S，此时能量守恒定律应当表现为：通过 S 流入 V 的能量等于场对 V 内电

荷做功的功率与 V 内场能增加率之和. 即

∇ · S+
∂ω

∂t
= −f · v

其中 S = E×H为能流密度，也称 Poynting矢量，
∂ω

∂t
= E · ∂D

∂t
+H · ∂H

∂t
为场能的变化率，f 为 Lorentz

力密度，有

f · v = (ρE+ ρv ×B) · v = J ·E
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ρ和 J来自全部电荷（自由电荷和束缚电荷）的贡献，因此这不能简单地看成焦耳热.
对真空中的自由电荷，能量在电磁场和自由电荷之间转移. 对介质，场可以对自由电荷做功，转化为电

荷的动能，电子与晶格的碰撞等会使一部分动能转化为焦耳热. 场也可以对束缚电荷做功，转化为极化能和
磁化能储存在介质中，也有一部分转化为内能（介质损耗），极化能和磁化能由有极分子或分子电流的取向

决定，这也对应于一定的宏观电磁场，因此极化能和磁环能可以计入场能考虑.
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