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1 平面单色波

对于时谐电磁场 E(x, t) = E(x)e−iωt,B(x, t) = B(x)eiωt，均匀各向同性线性介质中的 Maxwell方程组
变为 Helmholtz方程

(∇2 + µεω2)

{
E(x, t)

B(x, t)

}
= 0 (1)

以及

∇ ·

{
E(x, t)

B(x, t)

}
= 0 (2)

平面波解为
E(x, t) = E0e

i(k·x−ωt)

B(x, t) = B0e
i(k·x−ωt)

(3)

其中

k =
√
µεωn (4)

并要求

n ·

{
E0

B0

}
= 0 (5)

电场强度和磁感应强度的关系有

B =
k×E

ω
=

√
µε(n×E) (6)

磁场强度

H =
B

µ
=

√
ε

µ
n×E ≡ n×E

Z
(7)

其中 Z ≡
√

µ

ε
称为波阻抗.

波的速度

v =
ω

k
=

1
√
µε

≡ c

n
(8)

其中 n ≡
√

µε

µ0ε0
为折射率.

一个周期内电磁波的平均能流密度是复的 Poynting矢量
1

2
E×H∗ (9)
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的实部.对无色散介质，ε和 µ为正实数，为
E2

0

2

√
ε

µ
n (10)

2 电磁波的偏振

(3)中的 E0 并不总是实矢量，当电磁波是两束相位不同的电磁波的叠加时，E0 就是复矢量.因为 E0 在

垂直于波矢的平面内，取它的一组基为 ex 和 ey，则可以将 E0 分解到两个方向上

E0 = Ex0ex + Ey0e
iδey (11)

这里我们选取计时时刻使得 x方向电场的初相位为 0，δ 就是两个方向上电磁波的相位差.t时刻 x和 y 方向

上电场的大小为
Ex = Ex0 cosϕ

Ey = Ey0 cos(ϕ+ δ)
(12)

能够推出 (
Ex

Ex0

)2

+

(
Ey

Ey0

)2

− 2

(
Ex

Ex0

)(
Ey

Ey0

)
cos δ = sin2 δ (13)

故电磁波为椭圆偏振.当 δ = mπ时，退化为线偏振.当 δ =
mπ

2
且 Ex0 = Ey0 时，为圆偏振.

3 介质界面处的电磁波

取介质界面为 z = 0，入射、反射、折射波矢为 k,k′ 和 k′′，入射点的位矢为 x，则入射波

E = E0e
i(k·x−ωt)

B =
k×E0

ω
ei(k·x−ωt)

(14)

反射波
E′ = E′

0e
i(k′·x−ωt)

B′ =
k′ ×E′

0

ω
ei(k

′·x−ωt)
(15)

折射波
E′′ = E′′

0e
i(k′′·x−ωt)

B′′ =
k′′ ×E′′

0

ω
ei(k

′′·x−ωt)
(16)

在 z = 0上处处有 (E+E′)× n = E′ × n，则指数因子必须相同，也就是对 z = 0上任意一点

k · x = k′ · x = k′′ · x (17)

于是入射波、反射波和折射波共面，这个平面叫做入射面.
由几何关系

k sin θ = k′ sin θ′ = k′′ sin θ′′ (18)

故
θ = θ′

sin θ

sin θ′′
=

k′′

k
=

√
µ2ε2
µ1ε1

=
n2

n1

(19)
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下面我们讨论两种偏振态下反射波、折射波与入射波的关系.当电场垂直于入射面时，由边值关系

E0 + E′
0 = E′′

0

1

Z1
(E0 − E′

0) cos θ =
1

Z2
E′′

0 cos θ′′
(20)

电场平行于入射面的情况类似.得到 (
E′

0

E0

)
s

=
Z2 cos θ − Z1 cos θ

′′

Z2 cos θ + Z1 cos θ′′(
E′′

0

E0

)
s

=
2Z2 cos θ

Z2 cos θ + Z1 cos θ′′(
E′

0

E0

)
s

=
Z1 cos θ − Z2 cos θ

′′

Z1 cos θ + Z2 cos θ′′(
E′′

0

E0

)
s

=
2Z2 cos θ

Z1 cos θ + Z2 cos θ′′

(21)

这是 Fresnel定律.
当

tan θ = tan iB ≡ n2

n1
(22)

时，由(21)，(E′
0)p = 0.此时，p偏振的平面单色波完全不被反射，iB 称为 Brewster角.

无色散介质中平面单色波的平均能流密度为 ⟨S⃗⟩ = 1

2

|E0|2

Z
ek，故可以定义反射系数和透射系数

R =
⟨S⃗′′⟩ · n
⟨S⃗⟩ · n

=
|E′′

0 |2

|E0|2
(23)

T =
⟨S⃗′⟩ · n
⟨S⃗⟩ · n

=
Z1|E′

0|2 cos θ′

Z2|E0|2 cos θ
(24)

当电磁波从折射率高的介质射入折射率低的介质，且入射角 sin θ > sin ic =
n2

n1
时，sin θ′′ =

n1

n2
sin θ > 1，

此时 sin θ′′ 不再有明确的几何意义，而

cos θ′′ =
√

1− sin2 θ′′ = i

√
sin2 θ

sin2 ic
− 1

折射波矢 k′′ = k′′(sin θ′′, 0, cos θ′′) ≡ (k′′x , 0, iκ)为复矢量.由 Fresnel公式，无论对 p偏振还是对 s偏振，cos θ′′

是复数，从而
E′

0

E0
也是复数，故反射波和入射波将有一相位差.而

∣∣∣∣E′
0

E0

∣∣∣∣ = 1，反射系数为 1，为全反射.

全反射条件下折射波为

E′′(x, t) = E′′
0e

−κzei(k
′′
xx−ωt) (25)

说明折射波沿分界面传播，且在 z方向上指数衰减，是分布在介质 2内一薄层内的表面波，称为消逝波.消逝
波的相速度 vp =

c

n1 sin θ
∈ (v1p, v2p)，也就是说，消逝波的相速度介于两种介质中传播的电磁波的相速度.

通过计算，我们可以证明，消逝波沿 z 方向上的能流密度在一个周期内的平均值为 0，而 x分量的平均

值不为 0，即全反射条件下消逝波沿着分界面传输能量.
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4 电磁波在多层介质膜中的传播

4.1 单层介质膜透射

考虑一束垂直入射的平面单色波.在入射区有入射波和反射波

EI = EI0e
i(k1z−ωt)ex

ER = ER0e
i(−k1z−ωt)ex

(26)

在中间介质层有正向传播的波和反向传播的波

E+ = E+0e
i[k2(z−d)−ωt]ex

E− = E−0e
i[−k2(z−d)−ωt]ex

(27)

在透射区只有透射波

ET = ET0e
i[k3(z−d)−ωt]ex (28)

考虑到边值关系，可以解得(
EI0

ER0

)
=


1

2

(
1 +

Z1

Z2

)
e−iϕ2

1

2

(
1− Z1

Z2

)
e+iϕ2

1

2

(
1− Z1

Z2

)
e−iϕ2

1

2

(
1 +

Z1

Z2

)
e+iϕ2


(
E+0

E−0

)
(29)

以及  1 1
1

Z2
− 1

Z2

(E+0

E−0

)
= ET0

 1
1

Z3

 (30)

如果我们要求 ER0 = 0，即要求介质膜具有增透效果，则需要n1 cosϕ2 = n3 cosϕ2

n2
2 sinϕ2 = n1n3 sinϕ2

(31)

若 n1 ̸= n3，则必须 cosϕ2 = 0.必然有

ϕ2 =
2m+ 1

2
π

n2 =
√
n1n3

(32)
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4.2 F-P共振腔

若 n1 = n3，则只要求 ϕ2 = mπ.设入射波长为 λ0，则膜的厚度应为 d =
mλ0

2n2
，即膜的厚度为电磁波在

介质中的半波长的整数倍时，才能够实现完全透射，这个条件与膜的背景介质完全无关.
引入参数

R =
(n1 − n2)

2

(n1 + n2)2
(33)

这正是光垂直入射到两种介质界面时的反射系数.计算可知，膜的透射率∣∣∣∣ET0

EI0

∣∣∣∣2 =

[
1 +

4R

(1−R)2
sin2 ϕ2

]2
(34)

当 n1 与 n2 相差很大以至于 R → 1时，一旦 ϕ2 偏离了完全透射的条件，透射率就会急剧下降，从而形成选

择性的共振透射.两块表面平行、中间空隙宽度为半波长整数倍的介质片组成的共振腔称为 F-P共振腔.因为
它对特定波长的电磁波完全透射，而几乎不透过其它电磁波，所以可用来对入射光谱进行选择性分析.

5 电磁波在色散介质中的传播

5.1 经典色散模型

介质中电子被束缚于分子内，可采用带阻尼的谐振子模型.在外场作用下，电子的运动方程为

m(ẍ+ γẋ+ ω2
0x) = −eE0e

−iωt (35)

其解为

x =
e

m

1

ω2
0 − ω2 − iγω

E0e
−iωt (36)

对设单位体积内分子的数目为 N，则极化强度

p = −Ne2

m

∑
j

fj
ω2
j − ω2 − iγjω

E0e
−iωt (37)

其中 fj 为单个分子中回复力为 ωj 的电子的数目.故相对介电常数

εr(ω) = 1 +
Ne2

m

∑
j

fj
ω2
j − ω2 − iγjω

≡ 1 + ω2
p

∑
j

fj
ω2
j − ω2 − iγjω

(38)

其中 ωp ≡ Ne2

m
称为材料的等离子体频率.

对一般的材料而言，γj ≪ ωj，故对大部分频率的电磁波而言，介质的相对介电常数都是正实数. 因子
(ω2

j −ω2)−1对 ω < ωj 而言为正，对 ω > ω0而言为负，一般 Re εr 随着 ω的增大而增大.而当 ω接近某个 ωj

时，ω2
j − ω2 ∼ 0，而 γj 极小，故 Re εr 急剧减小而 Im εr 急剧增大，这一现象称为反常色散.因为 εr 有虚部，

电磁波的波数也将出现虚部，进而出现衰减项，这称为共振吸收.
设对某个 ω0 = 0，这意味着作用在某些电子上的束缚力消失了，也就意味着介质中有自由电子存在，故

介质具有导电性.用 εb 表示其它电子的贡献，此时相对介电常数

εr(ω) = εb(ω)− f0
ω2
p

ω2 + iωγ0
(39)

对这些自由电子，(36)变为
x = − e

m

1

ω2 + iγω
E0e

−iωt (40)

电流

J = −Ne
dx

dt
=

iNe2ω

m

ω2
p

ω2 + iγω
E0e

−iωt (41)
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故电导率

σ =
ε0ω

2
p

γ − iω
(42)

于是导电媒质的介电常数可以表示为

ε(ω) = εb(ω) + iσ (43)

对金属而言，其中全是自由电子，εb = ε0，则

εr(ω) = 1 +
iσ

ωε0
(44)

5.2 色散媒质中电磁波的传播

对一般的媒介质而言，ε(ω)为复数，故波矢一般不是实矢量，设 k = β + iα，则

k2 = µεω2 = µω2(ε′ + iε′′) (45)

即 
β2 − α2 = µε′ω2 = k20ε

′
r

α · β =
µε′′ω2

2
=

k20ε
′′
r

2

(46)

则导电媒介质中的电磁波为

E(R, t) = E0e
−α·Rei(β·R−ωt) (47)

较为简单的情形是电磁波垂直入射导体，β 和 α都平行于 n，则(46)中的 α和 β 为实数，其解为

β = k0

√
ε′r
2

√1 +

(
ε′′r
ε′r

)2

+ 1

 1
2

α = k0

√
ε′r
2

√1 +

(
ε′′r
ε′r

)2

− 1

 1
2

(48)

媒介质中的电磁波为

E(R, t) = E0e
−αzei(βz−ωt) (49)

定义电磁波衰减为原本的
1

e
所传播的距离为穿透深度 δ，对垂直入射情形

δ =
1

α
(50)

对低频情况，σ近似为实数，故 ε′r = εb, ε
′′
r =

σ

ωε0
.又 εb(ω) > 1，故 ε′r > 1，故 α和 β都是实数.当导体

的电导率较小，即
σ

ωεb
≪ 1时，有

β ≈ k0

√
εb
ε0

α ≈ σ

2

√
µ

εb

(51)

当导体的电导率较大，即
σ

ωεb
≫ 1时，有

α ≈ β ≈ k0

√
σ

2ωε0
(52)
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考虑垂直入射到导体表面的电磁波，则存在入射波、折射波和反射波.选取计时时刻使得折射波的初相
位为 0，则折射波为

E′′(R, t) = E′′
0 e

−αzei(βz−ωt)ey (53)

因为折射波矢 k′′ = (β + iα)ez 为复矢量，折射波的磁场

H′′ =
1

ωµ
k′′ ×E′′ = − 1

ωµ
(β + iα)E′′ex (54)

与电场有一相位差，但不是
π

2
.计算可知，能流密度平均值

⟨s′′⟩ = β

2ωµ
e−2αz(E′′

0 )
2ez (55)

计算可知进入导电媒质的这部分能量全部变为 Joule热.另一方面，由边界条件可知，对垂直入射情形，反射
波与入射波的关系为

E′

E
=

k0 − β − iα

k0 + β + iα
(56)

对低频情况，β 为实数，可求得反射系数

R =

∣∣∣∣E′

E

∣∣∣∣ = (k0 − β)2 + α2

(k0 + β)2 + α2
(57)

对非低频的情况，σ =
ε0ω

2
p

γ − iω
=

ε0ω
2
p

γ2 + iω2
(γ − iω). 对金属导体 εb = ε0，于是 ε′r = 1 −

ω2
p

ω2 + γ2
，

ε′r =
γω2

p

ω(ω2 + γ2)
.对 ω < ωp，因为 γ ≪ ωp，有 ε′r < 0，此时 α和 β将是纯虚数.令 β = iβ′, α = −iα′，则垂

直入射情形下媒介质中的折射波为

E′′(R, t) = E′′
0 e

−β′zei(α
′z−ωt)ey (58)

其它的讨论类似.反射波与入射波的关系为
E′

E
=

k0 − α′ − iβ′

k0 + α′ + iβ′ (59)

反射系数

R =

∣∣∣∣E′

E

∣∣∣∣2 =
(k0 − α′)2 + β′2

(k0 + α′)2 + β′2 (60)

6 波导与谐振腔

6.1 矩形波导中的场模

在矩形波导中，设电磁波沿 z方向传播，则 E(R, t)会有一个传播因子

E(R, t) = E(x, y)ei(kzz−ωt)

B(R, t) = B(x, y)ei(kzz−ωt)
(61)

Helmholtz方程变为 (
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ k2t

){
E(x, y)

B(x, y)

}
= 0 (62)
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其中 k2t = k2 − k2z，可以证明电磁场的所有分量都可以用 z轴分量表示

Ex =
i

k2t

(
kz

∂Ez

∂x
+ ωµ

∂Hz

∂y

)
Ey =

i

k2t

(
kz

∂Ez

∂y
− ωµ

∂Hz

∂x

)
Hx =

i

k2t

(
kz

∂Hz

∂x
− ωε

∂Ez

∂y

)
Hy =

i

k2t

(
kz

∂Hz

∂y
+ ωε

∂Ez

∂x

)
(63)

矩形波导不支持TEM导模，即Ez和Hz不能同时为 0.对TE导模，电场只有横向分量，即Ez = 0,Hz ̸= 0.
我们求出 Hz，则电磁场的其它分量都可以通过(63)求出.Hz 满足的方程为(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+ k2t

)
Hz(x, y) = 0 (64)

其通解为

Hz(x, y) = [C1 cos(kxx) +D1 sin(kxx)] · [C2 cos(kyy) +D2 sin(kyy)] (65)

金属内电场为 0，故边界条件为

Ey(x, y)|y=0 ≡ 0, Ey(x, y)|x=0 ≡ 0, Ey(x, y)|x=a ≡ 0, Ex(x, y)|y=b ≡ 0 (66)

则电磁场的解为

Hz(x, y) = H0 cos
(mπ

a
x
)
cos
(nπ

b
y
)

(67)

这样的模式称为 TEmn 模式.可见，矩形波导管中 (kx, ky)只能取分列的值.
对 TM波模，磁场只有横向分量，Hz = 0, Ez ̸= 0，电磁场的解为

Ez(x, y) = E0 sin
(mπ

a
x
)
sin
(nπ

b
y
)

(68)

电磁场的其它分量可以通过(63)求出.这样的模式称为 TMmn 模式.
对固定的模式，要有 kz 为实数，则 k2 > k2t，即

ω >
π

√
µε

√(m
a

)2
+
(n
b

)2
(69)

一般而言 TEmn和 TMmn的色散线相同，称为模式简并，一定频率的电磁波进入波导后，可能以两者混

合的形式同时传播.因为波导中不存在 TM0n 和 TEm0 导模，TE0n 和 TMm0 都是非简并导模.

6.2 谐振腔

谐振腔中的 TE共振模可看成两束同振幅反向传播 TE导模的叠加，其磁场的纵向分量为

Hz = H0 cos
(mπ

a
x
)
cos
(nπ

b
y
)
sin

(
lπ

d
z

)
e−iωt (70)

其共振波数为

km,n,l =

√
m2

a2
+

n2

b2
+

l2

d2
(71)

对 TM共振模式，类似地

Ez = E0 sin
(mπ

a
x
)
sin
(nπ

b
y
)
cos

(
lπ

d
z

)
e−iωt (72)
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7 电磁波的辐射

7.1 库伦规范与洛伦兹规范

由 Maxwell方程组可知 B是无旋的，令 B = ∇ ×A，代入 ∇ × E = −∂B

∂t
可知 E +

∂A

∂t
也是无旋的，

令 E+
∂A

∂t
= −∇φ.故

E = −∇φ− ∂A

∂t

B = ∇×A

(73)

标势和矢势的选取具有一定的任意性，作变换 A′ = A+∇Λ, φ′ = φ− ∂Λ

∂t
，则得到的电磁场是相同的.

标势和矢势的一种选择方法叫做一种规范.
把(73)代入Maxwell方程组得

∇2φ+
∂

∂t
(∇ ·A) = − ρ

ε0

∇2A− µ0ε0
∂2A

∂t2
= −µ0J+∇

(
∇ ·A+ µ0ε0

∂φ

∂t

) (74)

库伦规范是指

∇ ·A = 0 (75)

在这种规范下
∇2φ = − ρ

ε0

∇2A− µ0ε0
∂2A

∂t2
= −µ0J+ µ0ε0

∂

∂t
∇φ

(76)

在这种规范下，φ只由某一时刻的电势分布决定，其解为

φ(R, t) =
1

4πε0

∫
V

ρ(R′, t)

|R−R′|
dV ′

另一方面，可以把 J分为无旋和无源的两部分

Jl = − 1

4π
∇
∫
V

∇′ · J
|R−R′|

dV ′

Jt =
1

4π
∇×∇×

∫
V

J

|R−R′|
dV ′

(77)

则由电流的连续性方程可得 µ0ε0∇
∂φ

∂t
= µ0Jl，于是(76)的第二式变为

∇2A− µ0ε0
∂2A

∂t2
= −µ0Jt (78)

即磁矢势是波动的，它的源是横向电流.
洛伦兹规范是指

∇ ·A+ µ0ε0
∂φ

∂t
= 0 (79)

在这种规范下

∇2φ− µ0ε0
∂2φ

∂t2
= − ρ

ε0

∇2A− µ0ε0
∂2A

∂t2
= −µ0J

(80)
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7.2 推迟势

从(80)可以解得

φ(R, t) =
1

4πε0

∫
V

ρ(R′, trec)

|R−R′|
dV ′

A(R, t) =
µ0

4π

∫
V

J(R′, trec)

|R−R′|
dV ′

(81)

其中 trec ≡ t − r

c
= t − |R−R′|

c
.这个解表明决定 t时刻电磁势的是先前的电荷电流分布，即电荷电流激发

的电磁场需要一段时间的传播，称为推迟解.

7.3 推斥势的多级展开

下面我们只计算磁矢势，电势可以从洛伦兹规范求得.设电流时谐变化，即 J(R′, t) = J(R′)e−iωt，则

A(R, t) =
µ0e

−iωt

4π

∫
V

J(R′)eikr

r
dV (82)

其中 k ≡ ω

c
=

2πf

c
=

2π

λ
.

设电流只分布在很小的区域内，即电流分布的线度 l ≪ λ.对近场区，l ≪ r ≪ λ，推迟因子 eikr ∼ 1，推

迟效应可忽略不计.r ∼ λ称为感应区或过渡区，我们不研究这部分区域.对远场区或辐射区，r ≫ λ，将坐标

原点选在电流分布区域内某一点，近似有

r = |R−R′| ∼ R− eR ·R′ (83)

故

A(R, t) =
µ0

4πR
ei(kR−ωt)

∫
V

J(R′) exp(−ikeR ·R′) ·
(
1− eR ·R′

R

)−1

dV ′

≈ µ0

4πR
ei(kR−ωt)

∫
V

J(R′)(1− ikeR ·R′)dV ′

≡ [A(0)(R) +A(1)(R)]e−iωt

(84)

其中零级展开项

A(0)(R) ≡ µ0

4πR
eikR

∫
V

J(R′)dV ′

= − µ0

4πR
eikR

∫
V

(∇′ · J)R′dV ′

=
µ0

4πR
eikR

∫
V

∂ρ

∂t
R′dV ′

= −iω
µ0e

ikR

4πR

∫
V

ρR′dV ′

= −iω
µ0e

ikR

4πR
p

(85)

则

A(0)(R, t) = −iω
µ0e

ikR

4πR
pe−iωt =

µ0e
ikR

4πR
ṗ (86)

于是零级近似就是时谐电偶极子的辐射.
计算远场区的辐射场时，可做如下代换

∇ ⇒ ikeR

∂

∂t
⇒ −iω

(87)
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计算可知时谐偶极子的辐射磁场

B(0)(R, t) =
µ0

4πc

eikR

R
p̈(t)× eR (88)

设电偶极矩沿 z 轴振荡，计算可知电场和磁场都垂直于辐射方向，且互相垂直、相位相同.电磁场的振幅在
辐射过程中具有 R−1依赖关系.辐射能流绕极轴有旋转对称性，其角分布由因子 sin2 θ决定.总辐射功率与距
离无关，体现了能量守恒.
可以将一级展开项中的张量R′J分解为对称部分和反对称部分，得

A(1)
m (R) =

−ikµ0

4πR
ei(kR−ωt)eR · 1

2

∫
V

dV ′(R′J− JR′)

A
(1)
D (R) =

−ikµ0

4πR
ei(kR−ωt)eR · 1

2

∫
V

dV ′(R′J+ JR′)

(89)
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