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1 视界疑难

均匀各项同性宇宙的时空度规为 FRW度规

ds2 = −dt2 + a2(t)

[
dr2

1− kr2
+ r2dΩ2

]
(1)

k = 0, 1, −1分别对应平坦、正曲率和负曲率的宇宙，简单起见我们取 k = 0. 尺度因子 a(t)演化的方程

为 Friedmann方程
H2 =

1

3M2
pl

ρ, Ḣ +H2 = − 1

6M2
pl

(ρ+ 3p) (2)

其中 H = d ln a = ȧ
a 是 Hubble参数，ρ和 p是物质场（假定为理想流体）的密度和压强. 定义共形时间

dτ =
dt

a(t)
(3)

则 FRW度规变成Minkowski度规乘以共形系数

ds2 = a2(τ)(−dτ2 + dr2 + r2dΩ2) (4)

忽略角方向，光的测地线方程为

ds2 = a2(τ)(−dτ2 + dr2) =⇒ r(τ) = ±τ + const (5)

是 τ -r平面内的一条 45◦ 直线. 定义大爆炸奇点 t = 0为 a(t = 0) = 0，则光子（同时是所有粒子）从大爆炸

奇点开始能走的最大距离

∆rmax(t) = τ(t)− τ(0) =

∫ t

0

dt′

a(t′)
(6)

称为共形视界.
共形时间可以用更具启发性的形式写出

τ ≡
∫

dt

a(t)
=

∫
(aH)−1d ln a (7)

其中 (aH)−1 称为共动 Hubble半径. 对于状态方程为 p
ρ = ω的理想流体支配的宇宙，Hubble半径的演化为

(aH)−1 ∝ a
1
2 (1+3ω) (8)

这是因为，由(2)可知 H ∝ ρ
1
2 . 另外，由 d(ρa3) = −pd(a3)（这可以简单地看作体积 a3 内能量的减少等于体

积 a3 对外界所作的功）可知 dρ
ρ = − 3(ω+1)da

a ，从而 ρ ∝ a−3(ω+1)，进而 (aH)−1 ∝ a−1ρ−
1
2 ∝ a−1a

3(ω+1)
2 =

a
1
2 (1+3ω). 我们熟知的物质都满足强能量条件 1 + 3ω > 0，所以我们理所当然地认为 Hubble半径随宇宙膨胀
而增加. 把(7)积出来得

τ ∝ 2

1 + 3ω
a

1+3ω
2 (9)
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至多相差一个积分常数. 对常见的物质，大爆炸奇点的共形时间于是为

τi ∝ a
1+3ω

2
i = 0, for ω > −1

3
(10)

共动视界是有限的

∆τmax ∝ a(t)
1+3ω

2 , for ω > −1

3
(11)

但这就带来一个问题：从大爆炸奇点到光子脱耦时刻的共形时间是有限的，这意味着 CMB中的大部分点的
过去光锥都没有重叠部分，也就没有办法产生因果关联. 为什么 CMB的温度分布如此均匀呢？

2 缩小的 Hubble半径

解决视界疑难的一个很简单的办法就是，在宇宙历史的早期加上一个 Hubble半径减小的阶段. Hubble半
径的减少需要破坏强能量条件，则大爆炸奇点的共形时间被推前到 −∞，也即

τi ∝ a
1+3ω

2
i = −∞, for ω < −1

3
(12)

光子脱耦时刻和大爆炸奇点之间的共形时间远比我们想象的要多. CMB上两点的过去光锥在 τ = 0之前有充

分的机会相交，如图(1)所示. 暴胀宇宙学中，τ = 0并不是大爆炸奇点，而是再加热的奇点. τ = 0前后，时

间都是有定义的.

图 1: 暴胀宇宙学的 Penrose图

除了 Hubble视界减少之外，暴胀还有另外几种等价定义
• 加速膨胀 通过 d

dt (aH)−1 = d
dt (ȧ)

−1 = − ä
(ȧ)2 可以推出暴胀的第二种定义

d2a

dt2
> 0 (13)

• 缓变Hubble参数 通过 d
dt (aH)−1 = − ȧH+aḢ

(aH)2 = − 1
a (1− ε), ε ≡ − Ḣ

H2 > 0可以得到暴胀的第三种定

义

ε = − Ḣ

H2
≡ d lnH

dN
< 1 (14)
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其中我们定义了 dN = d ln a，暴胀是指数级的，尺度因子 a(t)每增加为原本的 e倍，就称宇宙经历了

一次 e-fold，则 N ∝ ln a衡量了宇宙所经历的 e-fold的次数. 参数 ε衡量的是每个 e-fold期间 Hubble参
数的相对增长率（增长率 dH

dt 比上其初始值）. (14)告诉我们单次 e-fold中 Hubble参数的相对变化很小.
不仅如此，我们还希望暴胀持续足够长的时间（一般至少 40到 60个 e-fold），ε在整个暴胀期间都应该

充分小，这就要求 ε的变化率也不大. 我们再引入另一个参数

η =
d ln ε

dN
(15)

即单次 e-fold中 ε的相对变化率，我们要求 |η| < 1.
• 负压强 从(8)可以看出，(aH)−1 若是减函数，只能是

1 + 3ω < 0 (16)

即需要破坏强能量条件的物质.

3 暴胀的物理机制：慢滚暴胀

我们用一个标量场 ϕ来描述暴胀，它与引力场最小耦合

S =

∫
d4x

√
−g

[
M2

pl

2
R− 1

2
gµν∂µϕ∂νϕ− V (ϕ)

]
(17)

其中 L = − 1
2g

µν∂µϕ∂νϕ−V (ϕ)是暴胀场的 Lagrange量密度，V (ϕ)是势能项，具体形式未定. 最小耦合的意
思就是没有暴胀场和引力场直接混合的项，和一般的物质场一样，暴胀场通过 Einstein场方程影响时空曲率，
时空背景通过度规影响暴胀场的运动学. 考虑暴胀场的均匀模式 ϕ(t)，其运动方程为

ϕ̈+ 3Hϕ̇ = −V ′ (18)

Hubble参数的演化方程为

H2 =
1

3M2
pl

(
1

2
ϕ̇2 + V

)
(19)

对第二式求导得 2HḢ = 1
3M2

pl
(ϕ̈+ V ′)ϕ̇，代入第一式得

Ḣ = −1

2

ϕ̇

M2
pl

(20)

从而

ε =
1
2 ϕ̇

2

M2
plH

2
(21)

暴胀要求 ε < 1，也就是暴胀场的势能 V 占主导而动能 1
2 ϕ̇

2 次之. 这要求场的加速度必须足够小，我们定义
无量纲的

δ = − ϕ̈

Hϕ̇
(22)

显然有

η = 2(ε− δ) (23)

所以，如果 ε, |δ| ≪ 1，则 ε, |η| ≪ 1也能得到满足. 在慢滚近似下

3Hϕ̇ ≈ −V ′ (24)

ε = − Ḣ

H2
≈

M2
pl

2

(
V ′

V

)2

≡ ϵV (25)
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对(24)求导可得
3Ḣϕ̇+ 3Hϕ̈ = −V ′′ϕ̇ (26)

进而

δ + ε = − ϕ̈

Hϕ̇
− Ḣ

H2
≈ M2

pl

V ′′

V
≡ ηV (27)

于是可以用势慢滚参数写出慢滚条件

ϵV ≪ 1, |ηV | ≪ 1 (28)

我们用加速膨胀经过的折叠数衡量暴胀的总量

N ≡
∫ af

ai

d ln a =

∫ tf

ti

H(t)dt (29)

其中 ε(ti) = ε(tf ) = 1. 在慢滚近似下

Hdt =
H

ϕ̇
dϕ ≈ −3H

V ′ Hdϕ ≈ 1√
2εV

dϕ

Mpl
(30)

于是

N =

∫ ϕf

ϕi

1√
2ϵV

dϕ

Mpl
(31)

CMB的观测限制
Ncmb ≈ 40 ∼ 60 (32)
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