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1 两个原理

定理 1 (加法原理). 若 {Ai|i = 1, 2, . . . n} 是两两不相交的有限集的有限族，

则： ∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∑

i=1

|Ai|

定理 2 (乘法原理). 若 {Ai|i = 1, 2, . . . n} 是两两不相交的有限集的有限族，

则笛卡尔积
n∏

i=1

An 的计数：

∣∣∣∣∣
n∏

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =
n∏

i=1

|Ai|

例 1. 从 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} 中选出 5 个数组成新的集合，使五个数

中任意两数之和不等于 11，这样的集合有多少种？

解：对于这道题，如果贸然分类，会使问题变得十分棘手. 我们秉承能

分步不分类的原则，观察题目的结构，发现：选 1 不能选 10，选 2 不能选

9 ...... 于是，我们可以把事情分成两步：

首先，对 {1, 2, 3, 4, 5} 中的元素是否选取进行讨论，有 25 种情况；然

后，根据 {1, 2, 3, 4, 5} 中某元素的选取情况，可以唯一地判断 {6, 7, 8, 9, 10}

中对应元素的选取情况

故这样的集合共有 25 种

2 排列与组合

定义 1 (排列). 从 n 个元素中取 m(m ≤ n) 不同元素，按照一定的顺序排

成一列，叫做从 n 个不同元素中取出 m 个元素的一个排列. 从 n 个不同元

素中取出 m 个元素的排列的个数记作 Am
n，且：

Am
n =

n!

(n−m)!

定义 2 (组合). 从 n 个元素中取 m(m ≤ n) 不同元素并成一组，叫做从 n

个不同元素中取出 m 个元素的一个组合. 从 n 个不同元素中取出 m 个元
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素的组合的个数记作 Cm
n，且：

Cm
n =

n!

(n−m)!m!

定义 3 (圆排列). 将 n 个不同元素不分首尾排成一圈，称为 n 个相异元素

的圆排列，其种数为 (n− 1)!

证明. 假设 n 个元素已经排在一环形纸带上，在其中任意一个元素前

把纸带剪断，展平，就得到 n 个元素的一个排列. 故 n 个元素的一个圆排列

对应它们的 n 个排列. 所以，圆排列的数目为:

n!

n
= (n− 1)!

■

2.1 科学分类原则

在计数时，需要我们科学合理地分类和分步，做到不重不漏，并尽可能

地使问题得到简化

例 2. 甲、乙等 5 名同学参加志愿者服务，分别到三个路口疏导交通，每个

路口有 1 或 2 名志愿者，若甲、乙不在同一路口，且另外 3 名同学均不在

同一路口，共有多少种安排方法？

解：甲、乙为特殊元素，应当优先考虑，从三个路口中选取两个安置甲、

乙，有 A2
3 种情况

丙、丁、戊 3 名同学都不在同一路口，故其中必有一位同学独自站在一

个路口，从丙、丁、戊中选出一个独自站在剩下的一个路口，有 C1
3 种情况

最后，将丁、戊排在第一步中选取的两个路口，有 A2
2 种情况

故共有 A2
3C1

3A2
2 = 36 种情况

例 3. 首位为 1，且恰有两个数字相同的四位数有多少个？

解：这样的四位数要么有两个 1，要么有一个 1，依此进行分类：
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1. 含有两个 1：

首先，把 1 放在首位，有 1 种放法；其次，从除 1 外的 9 个数字中选

两个，有 C2
9 种选法；最后，把所选的两个数字与 1 随机放在个、十、

百位，有 A3
3 种排法

2. 含有一个 1：

首先，把 1 放在首位，有 1 种放法；其次，从除 1 外的九个数字种选

两个，有 C2
9 种选法；然后，从上一步选出的两个数中选出一个，作为

重复数码，有 C1
2 种选法；最后，考虑不重复数码与重复数码的位置关

系，有 3 种情况

综上，共有 C2
9A3

3 + C2
9C1

2 · 3 = 432 个这样的四位数

例 4. 由 0，1，2，3，4，5 这六个数字可以组成多少无重复数码的五位偶

数？

解：个位特殊，先对它分类：

1. 个位为 0，从剩下的 1，2，3，4，5 中选取四个排在十、百、千、万位，

有 A4
5 种排法

2. 个位为 2，则万位特殊，从它开始分步：

(a) 从除 0 和 2 外的四个数字中选出一个排在万位，有 A1
4 种排法

(b) 从剩下的四个数码中选出三个随机排在十、百、千位，有 A3
4 种

排法

3. 个位为 4，也是如此

综上，共有 A4
5 + C1

4A3
4 + C1

4 + A3
4 = 312 种这样的偶数

例 5. 给正四棱锥的顶点染色，同一条棱上的两个端点不同色，如果只有 5

种颜色可供选择，那么不同染色方法有多少种？

解：侧面三角形的三个顶点颜色不同，故最少用 3 种颜色
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1. 使用 5 种颜色时. 先从 5 种颜色中取 1 颜色染上顶点，有 C1
5 种取法；

其余 4色染底面 4个顶点，即为 4种不同颜色的圆排列，有 3!种排法

2. 使用 4 种颜色时，从 5 种颜色中取 4 种，有 C4
5 种取法. 先从 4 种颜

色中取 1 颜色染上顶点，有 C1
4 种取法；再用 3 种颜色染 4 个下顶点，

必有一对顶点同色，从 3 种颜色中取 1 种颜色染对顶点，有 C1
3 种取

法；剩下 2 种颜色染剩下 2 个顶点，有 1 种染法

3. 使用 3 种颜色时，从 5 种颜色中取 3 种，有 C3
5 种取法. 先从 3 种颜

色中取 1 颜色染上顶点，有 C1
3 种取法；剩下 2 种颜色染 4 个下顶点，

有 1 种染法

所以，总共有 C1
5 · 3! + C4

5C1
4C1

3 · 1 + C3
5C1

3 · 1 种染色方法

2.2 站队问题

例 6. 三个女生和五个男生排成一排，女生全部排在一起，有多少种排法？

解：先对三个女生排序，有 A3
3 种排法；然后，将女生视为一个整体，

和五个男生一起排在六个位置，有 A6
6 种排法，故共有 A3

3A6
6 种排法

例 7. 三个男生和五个女生排成一排，女生互不相邻，有多少种排法？

解：先对五个男生排序，有 A5
5种排法；于是，产生四个间隙以及两端，共

六个空位，从六个空位中选三个排女生，有 A3
6种排法，故共有 A3

5A3
6 = 14400

种排法

例 8. 三个男生和五个女生排成一排，女生不站两端，有多少种排法？

解 1：站两端的不是女生，则一定是男生，从五个男生中选两个排在两

端，有 A2
5 种排法；其余六人随机排在中间六个位置，有 A6

6 种排法，故共

有 A2
5A6

6 = 14400 种排法

解 2：女生不站两端，则一定站中间，从六个位置中选出三个排女生，有

A3
6 种排法；其余五人随机排列在五个位置，有 A5

5 种排法，故共有 A3
6A5

5 =

14400 种排法
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解 3：八个人排八个位置，有 A8
8 种排法若队首排女生，则先从三个

女生中选出一个排在队首，剩下七个人排在七个位置，共 C1
3A7

7 种排法；

若队尾排女生，亦是如此若队首队尾都排女生，则先从三个女生中选两个

排在队首和队尾，剩下六个随机排列，有 A2
3A6

6 种排法由容斥定理，共有

A8
8−(2C1

3A7
7−A2

3A6
6) = 14400 种排法

2.3 射击问题与成双问题

例 9. 射出八颗子弹，射中三发，恰有两发连中，有几种情况？

解：将连中的两发子弹视为一个整体，因为射击本身有次序，无需排序；

从六个位置中选两个置放连中的两发和独立的一发，有 A2
6 = 30 种情况

例 10. 从 10 双鞋中抽取 4 只，若 4 只均不成双，有多少种情况？若只有

2 只成双，有多少种情况？若成 2 双，有多少种情况？

解：

1. 不成双的 4 只鞋中的任一只必与这 4 只鞋之外的某一只鞋成双，故事

件可分两步完成：首先，从 10 双鞋中抽取 4 双，有 C4
10 种抽法；从

4 双鞋中的每一双鞋中取一只，有 24 种取法. 故共有 C4
102

4 种情况

2. 首先，从 10 双鞋中抽取 1 双，有 C1
10 种取法；然后，从余下的 9 双

鞋中抽取 2 双，每双中抽取一只鞋，有 C2
92

2 种取法. 故共有 C1
10C2

92
2

种情况

3. 显然有 C2
10 种情况

2.4 台阶问题

例 11. 沿如图所示的格线从左下角走到右上角，有多少种最短路径？

6



解：最短路径共 8 步，其中 4 步向右，4 步向上于是问题转化为从 8 步

中抽取 4 步向上，剩下的 4 步向右，共 C4
8 = 70 种情况

例 12. 8 步上 14 级台阶，每步只能跨 1 或 2 级台阶，有几种走法？

解：如果 8 步全跨 1 级台阶，只能走 8 级台阶，还差 6 级. 故 8 步中有

6 步跨 2 级，2 步跨 1 级. 于是问题转化为从 8 步中抽取 6 步跨 2 级，剩余

2 步跨 1 级. 共 C2
8 = 28 种情况

3 可重排列与组合

定义 4 (可重排列). 从 n 个不同元素中选取 m 个元素，同一元素允许重复

取出，按照一定的顺序排成一列，叫从 n 个不同元素中取出 m 个元素的一

个可重排列. 从 n 个不同元素中取出 m 个元素的可重排列的数目为 nm.

定义 5 (可重组合). 从 n 个不同元素中选取 m 个元素并成一组，同一元素

允许重复取出，叫从 n 个不同元素中取出 m 个元素的一个可重组合. 从 n

个不同元素中取出 m 个元素的可重组合的数目为 Cm
m+n−1.

证明. 用 1, 2, . . . , n 表示 n 个不同元素，这时从这 n 个不同元素中取

出取出 m 个元素的可重组合具有以下形式：

{i1, i2, . . . , im}(1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ im ≤ n)

将上述每个组合从左到右依次加上 0, 1, 2, . . . ,m− 1，得到

{j1, j2, . . . , jm}
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其中 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jm ≤ m − 1，这恰是从 n + m − 1 个不同元素

1, 2, · · · , n+m− 1 中取 m 个不同元素的组合. 所以从 n 个不同元素中取出

m 个元素的可重组合的数目为 Cm
m+n−1. ■

例 13. 从银行中取出伍角、壹元、伍元、拾元、贰拾元、伍拾元、壹百元的

纸币共十张，共有多少种不同的取法？

解：本题即为从 7 种不同纸币中抽 10 张的可重组合数，即：

C6
16 = 8008

例 14. 不定方程 x1 + x2 + · · · + xm = n(m,n ∈ N+) 有多少组自然数解？

多少组正整数解？

解：设有 m个不同元素，记作 1, 2 . . . ,m，从 m个不同元素中选取 n个

元素并成一组，同一元素允许重复取出. 记选取元素 i 的数目为 xi(xi ∈ N)，

则：

x1 + x2 + · · ·+ xm = n

故不定方程 x1+x2+ · · ·+xm = n(m,n ∈ N+) 的自然数解数目与从 m

个不同元素中取出 n 个元素的可重组合的数目相同，为 Cn
m+n−1

不定方程 x1 + x2 + · · · + xm = n(m,n ∈ N+) 的正整数解与不定方程

(x1 + 1) + (x2 + 1) + · · · + (xm + 1) = n(m,n ∈ N+) 的自然数解一一对应，

其数目为 Cm−1
n−1

例 15 (2020 高联). 方程 x+ y + z = 2010 满足 x ≤ y ≤ z 的正整数解有多

少组？

解：x+ y + z = 2010 的正整数解有 C2
2009 个

1. x = y = z 时，有 1 组

2. x, y, z 中有两个相等且满足 x ≤ y ≤ z 时，

(x, y, z) ∈ {(x, x, 2010− 2x)|1 ≤ x ≤ 669}
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或

(x, y, z) ∈ {(2010− 2x, x, x)|671 ≤ x ≤ 1009}

有 1003 组

3. x < y < z 时，设有 k 组，则：

1 + C1
3 · 1003 + A3

3k = C2009
2

解得 k = 335671

故方程 x+ y+ z = 2010 满足 x ≤ y ≤ z 的正整数解有 1+1003+335671 =

336675 组

例 16. 6 名女生和 15 名男生围成一圈，要求每两名女生之间至少要有两名

男生，有多少种不同的排法？

解：把同学分成 6 组，每组有 1 名女生站在最左端和至少 2 名男生. 设

第 i(i = 1, 2, . . . 6) 名女生与 xi(xi ≥ 2) 名男生在同一组，则：

x1 + x2 + · · ·+ x6 = 15

令 yi = xi − 2，则 yi ≥ 0 且：

y1 + y2 + · · ·+ y6 = 3

此方程解的数目即为排法的数目，为 C5
8

然后，将这 6 组排成一圈，有 5! 种排法

故共有 C5
8 · 5! 种排法

例 17. 甲、乙两队各抽出 7 名队员按事先排好的顺序出场参加围棋赛，双

方先由 1 号队员比赛，负者被淘汰，胜方再与负方 2 号队员比赛. 以此类

推，直到一方队员全被淘汰，求所有比赛过程种数.

解：若甲队赢，设甲队第 i 名队员赢 xi(xi ∈ N) 场，则：

x1 + x2 + · · ·+ x7 = 7

此方程解的数目即为甲队赢对应的比赛过程的种数，为 C6
15

若乙队赢，亦然. 故所有比赛过程种数为 2C6
15
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4 多组组合

定义 6 (多组组合). 把 n 个相异元素分到 k 个按一定顺序排列的组中，其

中第 i 组有 ni 个元素

(
k∑

i=1

ni = n

)
，则不同的分法的种数为

(
n

n1 n2 · · · nk

)
=

n!

n1!n2! . . . nk!

证明. 从 n 个元素中取 n1 个元素并成一组，有 Cn1
n 种取法，从剩下的

n − n1 个元素取 n2 个元素并成一组，有 Cn2
n−n1
，以此类推，由乘法原理，

不同的分组方法的种数为：

Cn1
n Cn2

n−n1
Cn3

n−n1−n2
· · ·Cnk

n−n1−···−nk−1
=

n!

n1!n2! . . . nk!

■

例 18. 从 n(n ≥ 6) 名乒乓球选手中选拔出 3 对选手参加双打比赛，有多少

种不同的选法？

解：从 n 名选手中选 6 名，有 C6
n 种选法；若将 6 名选手分为定序的

3 组，每组 2 人，有
(

6

2 2 2

)
种分法，而三组不定序，应乘以

1

A3
3

.

故共有 C6
n

(
6

2 2 2

)
A3

3

种不同的选法

例 19. 把 5 本不同的书分给甲、乙、丙三人，其中甲分 4 本，乙分 1 本，

丙分 1 本，有多少种情况？分成三组，一组 4 本，一组 1 本，一组 1 本，

有多少种情况？分给三人，两人分 1 本，一人分 4 本，有多少种情况？

解：

1. 有
(

6

4 4 1

)
= C4

6C1
2C1

1 = 30 种情况

2. 含 1 本书的两个组不用排序，故有
30

A2
2

= 15 种情况

3. 把 (2) 中的三个组分给甲、乙、丙三个人，有 A3
3 种分配方法，故有

15A3
3 = 90 种情况
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例 20. 在一次射击比赛中，有 8 个靶子挂成如图所示的 3 列，一名神枪手

每一枪按照下面的规则打靶子：

1. 选择一列；

2. 打中所选一列最下面没有打过的靶子

打中这 8 个靶子共有多少种不同的顺序？

解：用 1, 2, . . . , 8 表示 8 次枪击. 同一列，从下到上，枪击的编号是定

序的，可以看成一个组. 把 8 个元素分为 3 组，有
(

8

3 2 3

)
种排法

5 容斥原理

定理 3 (容斥原理). 若 {Ai|i = 1, 2, . . . n} 是两两不相交的有限集的有限族，

则：∣∣∣∣∣
n⋃

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ =∑
i=1

|Ai| −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩Aj |+ · · ·+ (−1)n−1|A1 ∩A2 ∩ · · ·An|

证明. 设 a ∈
n⋃

i=1

Ai，并设 a ∈ Ai1 , Ai2 . . . Aik，而不属于 {Ai|1 ≤ i ≤ n}
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中其它集合则 a 在等式左端被计算了 1 次，在等式右端被计算的次数为：

k∑
i=1

(−1)i−1Ci
k = C0

k −
k∑

i=0

(−1)iCi
k

= 1− (1− 1)k

= 1

若 a /∈
n⋃

i=1

Ai，则 a 在等式左右两端都被计算 0 次

从而该定理成立 ■

定理 4 (逐步淘汰原理). 若 {Ai|i = 1, 2, . . . n} 是两两不相交的有限集的有

限族，Ai = ∁SAi 则：∣∣∣∣∣
n⋂

i=1

Ai

∣∣∣∣∣ = |S| −
∑
i=1

|Ai|+
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩Aj | − · · ·+ (−1)n|A1 ∩A2 ∩ · · ·An|

例 21 (Bernoulli 错装信信笺问题). 有 n 封不同的信和 n 个配套的信封，

记 Dn 为 n 封信全部没有装入正确的信封的套法的数目，求 Dn.

解：设 S 为所有套法的集合，Ai 为第 i(i = 1, 2, . . . n) 为第 n 封信套

对的集合，则 Dn =

∣∣∣∣∣
n⋂

i=1

Ai

∣∣∣∣∣，且：
|S| = n!

|Ai| = (n− 1)!(1 ≤ i ≤ n)

|Ai ∩Aj | = (n− 2)! (1 ≤ i < j ≤ n)

. . .

|A1 ∩A2 ∩ · · ·An| = 0!

由逐步淘汰原理：

Dn = n!− C1
n(n− 1)! + C2

n(n− 2)! + · · ·+ (−1)nCn
n0!

= n!

[
1− 1 +

1

2!
− 1

3!
+ · · ·+ (−1)n

1

n!

]
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例 22. 把 m 本不同的书分放在按一定顺序排列的 n 个书架上，每个书架

上至少放一本，则共有多少种放法？

解：设 S 为所有放法的集合，Ai(i = 1, 2, . . . , n) 为第 i 个书架上不摆

书的放法的集合，则 En =

∣∣∣∣∣
n⋂

i=1

Ai

∣∣∣∣∣，且：
|S| = nm

|Ai| = (n− 1)m(1 ≤ i ≤ n)

|Ai ∩Aj | = (n− 2)m (1 ≤ i < j ≤ n)

· · ·

|A1 ∩A2 ∩ · · ·An| = 0

由逐步淘汰原理：

Dn = nm − C1
n(n− 1)m + C2

n(n− 2)m + · · ·+ (−1)nCn
n0

例 23. 从全体正整数中划去 3 和 4 的倍数，但其中凡是 5 的倍数都保留.

划去后，将剩下的数按从小到大的顺序排成一个数列 {an}，求 a2011 的值.

解 1：设 a2011 = n，令 S = {1, 2, 3, . . . n}，Ai = {k|k ∈ S � i | k}，于

是 S 中没有被划去的数的集合为：(
∁SA3 ∩ ∁SA2 ∩ ∁SA5

)
∪A5

由逐步淘汰原理：

2011

= |
(
∁SA3 ∩ ∁SA2 ∩ ∁SA5

)
∪A5|

=
(
∁SA3 ∩ ∁SA2 ∩ ∁SA5

)
||A5|

= n−
(
⌊n
3
⌋+ ⌊n

4
⌋+ ⌊n

5
⌋
)
+
(
⌊ n

12
⌋+ ⌊ n

15
⌋+ ⌊ n

20
⌋
)
− ⌊ n

60
⌋+ ⌊n

5
⌋

又因为 α− 1 ≤ ⌊α⌋ ≤ α，所以：

3

5
n− 3 < 2011 <

3

5
n+ 3
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解得：

3346
2

3
< n < 3356

2

3

经检验，只有 n = 3350 符合题意，故 n = 3350

解 2：因为 3, 4, 5 的最小公倍数为 60，考虑 S0 = {1, 2, . . . , 60}，令

Bi = {k|k ∈ S0 � i | k}

则 S0 中未被划去的数有
∣∣(∁S0

B3 ∩ ∁S0
B4 ∩ ∁S0

B5

)
∪B5

∣∣ = 36 个

记 P = {a1, a2, . . . , a36}，令 an = 60k + r(k ≥ 0, 1 ≤ r ≤ 60)

若 gcd(an, 12) = gcd(60k + r, 12) = 1，则 gcd(r, 12) = 1，r ∈ P

若 gcd(an, 12) = gcd(60k + r, 12) ̸= 1，则 gcd(r, 12) ̸= 1，但由 5 | an
知 5 | r，也有 r ∈ P

反之，对形如 i = 60k+ r(r ∈ P ) 的数，若 gcd(r, 12) = 1，则 i ∈ {an}；

若 gcd(r, 12) ̸= 1，则 5 | r ⇒ 5 | i ⇒ i ∈ {an}

综上所述，{an} 中的项由且仅由形如 60k + r(r ∈ P ) 形式的数组成

因为 2011 = 36×55+31，所以 a2011 = 60×55+a31 = 60×55+50 = 3350

6 递推

例 24. 走 n 级台阶，每步只能跨 1 或 2 级台阶，求所有走法总数.

解：当有 i 级台阶时，我们把最后一步跨一级台阶的走法的集合记为

Ai，把最后一步跨两级台阶的走法的集合记为 Bi，所有走法的集合记为 Si.

设有 n 级台阶，若最后一步跨一级台阶，每一种走法都对应着走 n − 1 级

台阶的一种走法；若最后一步跨两级台阶，每一种走法都对应着走 n− 2 级

台阶的一种走法. 于是：

|Si| = |Ai|+ |Bi| = |Si−1|+ |Si−2|

这恰是斐波那契数列的递推公式.

又 |S1| = 1, |S2| = 2，故 |Sk| =
1√
5

(1 +
√
5

2

)n+1

−

(
1−

√
5

2

)n+1

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7 习题

习题 1. 设 n 为正整数. 把男女乒乓球选手各 3n 人配成男双、女双、混双

各 n 对，每名选手均不兼项. 则配对方式总数为多少？

习题 2. 用 4 种颜色给正方体的 8 个顶点染色，相邻点不同色. 求不同的染

色方法总数.

习题 3. 若自然数 a 的各位数字之和为 7，则称 a 为“吉祥数”，将所有吉

祥数从小到大排成一列 a1, a2, . . .，若 an = 2005，求 a5n.

习题 4. n 对夫妻排成一行，求没有任何一对夫妻相邻的排法总数.

习题 5. 给定集合 X = {1, 2, 3, . . . , n}，称双射 φ : X → X 为 X 上的置

换. 若 φ(i) = i，称 i 为置换 φ 的不动点. 设 X = {1, 2, 3 . . . , n}，将 X

上没有不动点的置换数记为 fn，恰有 1 个不动点的置换数记为 gn，求证：

|fn − gn| = 1.

习题 6. 将与 105 互质的正整数从小到大排成数列 {an}，求 a1000.

习题 7. 求 Bernoulli 错装信笺问题中 Dn 的递推公式.
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