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1 线性空间

1.1 线性空间的定义

定义 1.1. 设 V 是一个非空集合，K 是一个数域. 若在 V 上规定了加法 V × V → V, (α, β) 7→ α + β 和数乘

K × V → V, (k, α) 7→ kα，且满足：

1. 加法交换律：α+ β = β + α；

2. 加法结合律：(α+ β) + γ = α+ (β + γ)；

3. 存在零元：存在 0 ∈ V 满足 ∀α ∈ V，都有 α+ 0 = α；

4. 存在负元：∀α ∈ V，∃β ∈ V，满足 α+ β = 0；

5. 分配律 �：k(α+ β) = kα+ kβ；

6. 分配律 �：(k1 + k2)α = k1α+ k2α；

7. 数乘结合律：(kl)α = k(lα)；

8. 单位律：1α = α

则称 V 是数域K 上的线性空间.

我们最常见的线性空间就是 Rn，它的元素是排成一列的实数(
x1 · · · xn

)T
或排成一行的实数，称为列（行）向量. 两列向量相加，对应实数相加；列向量与一实数 k 相乘，列向量中

的每一个实数都乘 k.
但请大家记住，线性空间里头不一定就是我们熟知的列向量. 线性空间里面是什么不重要，重要的是加

法和数乘. 只要规定了加法和数乘，猫、狗、核桃夹、指甲剪，都可以是矢量.

1.2 子空间，张成空间

定义 1.2. 设 V 是数域 F 上的线性空间，W 是 V 的一个非空子集合. 若W 对于 V 中同样的加法和数乘运算

也构成 F 上的线性空间，则称W 是 V 的一个子空间.

而事实上，我们只要验证W 对 V 上的加法和数乘封闭，即可证明W 是 V 的子空间. 不能认为随便拎出
来 V 的一个子集就是 V 的子空间，比如第一象限全体向量的集合是 R2 的子集，但它对 R2 上的加法和数乘

并不封闭，所以不是 R2 的子空间.
向量 kiαi（这里用了 Einstein求和约定）称为向量组 α1, · · · , αn 的线性组合. 若 α是 α1, · · · , αn 的线性

组合，则称 α可由 α1, · · · , αn 线性表出.
向量组α1, · · · , αn全体线性组合的集合构成V 的一个子空间，即这组向量的张成子空间，记作L(α1, · · · , αn).

1.3 向量组的等价，线性相关与线性无关

如果两组向量张成相同的子空间，我们就说它们是等价的. 等价的向量组不一定有相同数目的向量，比
如，向量 êx 和 êy 张成 R2，我们可以在这组向量中随便加入 3êx + 2êy 或者别的什么向量，只要这个向量在

R2 中，新的向量组张成的子空间还是 R2. 但是，等价的向量组，其中一个向量组中的每一个向量必须可以
由另一个向量组线性表出.
容易验证，向量组的等价满足自反律、对称律和传递律.
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对 α1, · · · , αn，如果存在不全为 0 的 k1, · · · , kn 使得 kiαi = 0，就说 α1, · · · , αn 是线性相关的，否则

称它们是线性无关的或线性独立的. 一组向量线性相关的充要条件是其中某个向量可以由其它向量线性表示，
这很容易从反证法得到证明. 其逆否命题是，一组向量线性无关的充要条件是其中任一向量都不能由其它向
量线性表示. 这也说明了线性无关的含义：如果一组向量是线性无关的，那么其中任何一个向量都是独立于
其它向量的，即不能被其它向量线性表出.

设 T 是向量组 S 的一个部分组，如果 T 是线性无关的，而再加入 S 中的任何一个向量得到的向量组

T ∪ {u}都是线性相关的，则称 T 为 S 的极大线性无关组. 对 V 中不全为零的有限向量组，其极大线性无关

组都是存在的.
可以证明，S 中的任意向量都可以由 T 中的向量线性表示，而 T 的向量显而易见地可以由 S 中的向量

线性表示，所以向量组和它的极大线性无关组是等价的.
一个很重要的命题是，若线性无关的向量组 T = {α1, · · · , αt}可由另一组向量 S = {β1, · · · , βs}线性表

示，则 t ≤ s. 这个命题不难理解：倘若 t > s，比如 S = {(0, 1)}，T = {(0, 1), (1, 0)}，S 中的向量只能表出
平面上一条直线上的向量，而 T 却包含了两个独立的向量，S 怎么可能线性表出 T 呢？

该命题一个明显的推论是，若两个线性无关的向量组等价，则它们所含向量个数相等. 而任一向量组和
它的极大线性无关组都是等价的. 由此可知，等价的两向量组，其极大线性无关组所包含的向量个数相同. 特
别地，向量组 S 的任一极大线性无关组所包含的向量个数都是相同的，我们把这定义为 S 的秩，记作 r(S).

两个向量组 S 和 T 等价，当且仅当 r(S) = r(T ) = r(S ∪ T ).

1.4 线性空间的基和维数

如果存在有限个线性无关的向量 α1, · · · , αn ∈ V 使得 L(α1, · · · , αn) = V，则称 V 是有限维线性空间，

否则称 V 是无限维线性空间. 我们只研究有限维线性空间. 对有限维线性空间，称前面的 α1, · · · , αn 为 V 的

一组基，n称为 V 的维度，记为 n = dimV .
对 n维线性空间 V，其子空间的维数不能超过 n，V 中的线性无关向量组的向量数目不能超过 n. 且 V

中任意线性无关的向量组都构成 V 的一组基.
对 V 的一组基 α1, · · · , αn（以后默认线性空间的基指有序基，即向量的前后顺序是一定的）和任一向

量 α，α可唯一地表示成 xiαi 的形式，我们把 x1, · · · , xn 排成列的形式 x =
(
x1 · · · xn

)T
，称为 α关于

α1, · · · , αn 的坐标.
给定了一组基，则空间中的向量和它的坐标是一一对应的. 并且，如果 α和 β 在同一组基下的坐标分别

为 x和 y，则 α + β 及 kα的坐标分别为 x + y及 kx. 即，向量之间的线性组合关系和坐标之间的线性组合
关系完全一致. 因此，有限维线性空间的问题可以归结为 Rn 中的问题.

我们引入线性空间的同构的概念. 对数域 F 上的线性空间 U 和 V，如果有双射 f : U → V 使得 f(kα +

lβ) = kf(α) + lf(β)，则称 U 和 V 是同构的，记作 U ∼= V，称 f 为同构映射. 容易证明，线性空间的同构满
足自反律、对称律和传递律，且同构映射的逆映射仍为同构映射.

数域 F 上的两个有限维线性空间同构当且仅当它们的维数相同，且任意 n维空间都与 Rn 同构. 因此，
有限维线性空间的唯一特性就是它的维数，一切维数相同的线性空间都可以看成相同的，Rn 可以看成 n维

线性空间的基本模型.
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1.5 子空间的交与和，子空间的直和

直观上很容易认识到，子空间的交集一定还是子空间，而子空间的并集不一定是子空间，比如过原点的

平面和不在这个平面上的过原点的直线的并集显然不是 R3 的子空间.
设 S 和 T 是 V 的子空间，则它们的和定义为 S + T = α+ β | α ∈ S, β ∈ T，仍是 V 的子空间. 同时，

S + T 还是包含 S ∪ T 的最小子空间. S + T 和 S ∩ T 都是 V 的子空间，如果它们是有限维的，则它们的维

数有如下关系：

dimS + dimT = dim(S + T ) + dim(S ∩ T )

如果 S∩T ∈ {0}，可以证明，此时 S+T 中的每一个向量都可以唯一地表示为 α+β，其中 α ∈ S, β ∈ T，

这时称 S + T 为 S 和 T 的直和，改记 S ⊕ T . 如果 S 和 T 是有限维的，则 S 的一个基和 T 的一个基合在一

起是 S ⊕ T 的一个基，且 dim(S ⊕ T ) = dimS + dimT .
若 S ⊕ T = V，则 V 中的任一向量都可以唯一地表示为 S 和 T 中某两个向量的和，这时称 S 和 T 互为

补空间.

1.6 商空间 *

设 α ∈ V，W 是 V 的一个子空间，则我们可以定义W 的陪集

α+W ≡ {α+ β | β ∈ V }

称 α为 α+W 的一个陪集代表元，对一个陪集，其代表元不是唯一的.定义 V 对于W 的商集为

V/W ≡ {α+W | α ∈ V }

即 V/W 是由W 的所有陪集组成的.在 V/W 上规定加法和数乘

(α+W ) + (β +W ) ≡ (α+ β) +W

k(α+W ) ≡ kα+W

可以证明 V/W 对这样的运算构成线性空间，称为 V 对于W 的商空间.

2 矩阵与方程组

2.1 矩阵的秩

因为有限维线性空间总与 Rn 同构，所以我们重点研究 Rn 中向量的性质. Rn 中向量总是一列实数或者

一行实数的形式. 我们把 Rn 中的m个列向量排成一排，得到一个数表，称为矩阵

Amn =
(
α1 · · · αm

)
=


a11 · · · a1m

...
...

an1 · · · anm


它也可以看成 Rm 中的 n个行向量排成一列. 我们称矩阵各行张成的空间为其行空间，各列张成的空间

为其列空间. 称矩阵的行向量组的秩为其行秩，列向量组的秩为其列秩.
对矩阵，我们可以执行一些操作，比如把它的第 i行和第 j 行互换，或者把它的第 j 行的 k 倍加到第 i

行上. 对矩阵的以下操作属于行（列）初等变换：
1. 交换矩阵的两行（列）；
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2. 用非零的数乘以矩阵的某一行（列）；
3. 用某个数乘矩阵的某一行（列）后加到另一行（列），
通过一系列初等行变换，矩阵总可以化成类似下面的形式：

J =


1 ∗ 0 ∗ 0 ∗
0 0 1 ∗ 0 ∗
0 0 0 0 1 ∗
0 0 0 0 0 0


其特征为：

1. J的零行都在下方；

2. J的每个非零行的第一个元素（称为主元）都是 1；

3. J的每个主元所在列的其余元素都是 0.
这叫做矩阵的简化行阶梯型. 本例中，J中有 3个主元 1. 显然主元所在的各行是线性无关的，且剩余的

行（都是零行）可以由这些行线性表出，于是 J的行秩为 3. 另一方面，主元所在的各列也是线性无关的，且
星号元素所在的列都可以由这些列线性表出（比如第二列是第一列的 *倍），于是 J的各列的极大线性无关

组为第一、三和五列，J的列秩也为 3. J的行秩等于列秩，这对一切简化行阶梯型都是成立的.
初等行变换显然不改变矩阵的行秩. 而我们也可以证明，初等行变换不改变矩阵的列秩，且不改变矩阵

各列的线性组合关系. 而我们把矩阵变成简化行阶梯型用到的只有初等行变换. 由此，我们知道，任何矩阵
A，其行秩和列秩都是相同的，我们把它定义为矩阵的秩，记作 r(A). 于是，求 Rn 中的向量组的秩以及极

大线性无关组的手续被我们确定了下来：

1. 把向量写成列向量的形式，然后排成一行，成为一个矩阵A；

2. 对A施行行初等变换使其变成简化行阶梯型 J；

3. J的主 1个数即为向量组的秩，主 1所在的各列对应A的列即为向量组的极大线性无关组.
若设矩阵A有m行 n列，则 r(A) = m或 r(A) = n时，称其为行满秩或列满秩的，否则称其为行降秩

或列降秩的. 列满秩的矩阵，其列向量线性无关.

2.2 矩阵和行列式的运算

主要有：矩阵的加法与乘法，矩阵的转置，方阵的求逆，分块矩阵的计算，行列式的计算. 我们不打算在
这里展开这部分内容.

2.3 线性方程组

求 β如何用向量组 α1, · · · , αn线性表示，即求 n个数 x1, · · ·xn使得 α = xiαi，这就是一个线性方程组.
当 α1, · · · , αn 都是 Rm 中的列向量时，方程组就是我们熟知的 n元方程组：

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

· · ·

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

我们先来探讨线性方程组有解的条件. 把 α1, · · · , αn 排成一行，成为系数矩阵 A，则方程组有解等

价于 β 可以由 A 的列向量线性表出，于是 {α1. · · · , αn, β} 与 {α1. · · · , αn} 等价，前面讨论过，这等价于
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r(α1. · · · , αn, β) = r(α1. · · · , αn). 我们把 α1. · · · , αn, β 排成一行，叫做方程组的增广矩阵. 于是，线性方程
组有解的充要条件是其系数矩阵A与增广矩阵 [A, β]的秩相同.

r(A) = n时，矩阵的各列向量线性无关，所以线性表示的系数是唯一的，则方程组有唯一解. r(A) < n

时，矩阵的各列向量线性相关，线性表示的系数是不唯一的，则方程组有无穷多解.
我们把方程组的解 x1, x2, · · · , xn排成一列，成为列向量 x，则方程组记作Ax = β的形式. 当 β = 0时，

称为齐次方程组；当 β 6= 0时，称为非齐次方程组.
对齐次线性方程组，可以证明，它的任意两个解的线性组合仍是它的解. 也就说，齐次线性方程组的解

的集合构成一个线性空间，称为系数矩阵A的零空间，记作 N(A).
于是，我们只要求出 N(A)的一组基，就可以确定齐次方程组的解的结构. 这样的一组基称为方程组的

基础解系. 一般，我们通过行初等变换将 A变成简化行阶梯型，通过主 1的位置得出 A的极大线性无关组，

其中有 r(A)个线性无关的向量，将剩下的 n− r(A)个向量用极大线性无关组线性表出，容易发现，每组表

出系数都对应着原方程组的一组解，即求得方程组的基础解系，并证明了：

r(A) + dim(N(A)) = n

对非齐次线性方程组Ax = b，称Ax = 0为其导出组. 可以证明：
1. Ax = b的任意两个解之差都是其导出组的解；

2. Ax = b的一个解与其导出组的一个解之和，仍为 b的一个解；

3. 若 γ 为Ax = b的一个解，则Ax = b的所有解都可以写为 γ + α的形式，其中 α是导出组的解.
可以认为，Ax = b的解集就是其导出组的解空间整体沿 γ 平移得到的.

3 线性映射

3.1 线性映射与线性变换

U 和 V 是 F 上的线性空间，线性映射是指映射 σ : U → V，满足：

1. ∀α, β, σ(α+ β) = σ(α) + σ(β)；

2. ∀α, k ∈ F , σ(kα) = kσ(α).
设 σ : V → U . 集合 {σ(v) | v ∈ V }构成 U 的一个子空间，称作 σ 的像，记作 Im(σ). 集合 {v ∈ V |

σ(v) = 0}构成 V 的一个子空间，称为 σ的核，记作 Ker(σ). σ的像与核的维度分别称为其秩和零度. 我们有
重要的秩-零度定理，即

r(σ) +N(σ) = dim(V )

这个定理是很直观的：线性变换的零度度量了 V 的多少个维度被“压缩”为 0，剩下的维数自然就是 U

的维数.
线性映射的加法和数乘的定义是明确的（参考课本），可以验证F 上线性空间 V 到U的线性映射的全体构

成 F 上的一个线性空间，记作 hom(V, U). 线性映射的乘法即为线性映射的复合，即 (τσ)(α) = τ(σ(α)) , ∀α ∈
V . 一般而言，线性映射满足乘法结合律，而不满足乘法交换律，即线性映射通常是不可对易的.

线性空间 V 到它自己的线性映射称为 V 上的线性变换. 线性变换仍满足秩-零度定理，且 V 上线性变换

的全体也构成线性空间，记作 L(V ).
可以证明，若 V 上的线性变换 σ 为双射，则它的逆映射 σ−1 也是线性变换. 此时说 σ 是可逆线性变换.

对线性变换而言，单、满、双、可逆是互相等价的，这是一般映射所不具有的性质.
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3.2 线性变换的矩阵表示

由于 Rn是 n维线性空间的代表，所以 Rn → Rm中的线性映射也应是 V → U 的线性映射的代表（其中

dimV = n, dimU = m）. 而 Rn → Rm 总能写成 x 7→ Ax的形式，其中A是一个 n×m的矩阵.
由于线性映射的线性性质，要研究 σ怎样作用于 V，只要知道 σ怎么作用于 V 的每一个基底就可以了.

我们假设已经给出了 V 中的一组基 {α1, · · · , αn}和 U 中的一组基 {β1, · · · , βm}，那么，只要确定 σ(αi)在

{β1, · · · , βm}下的坐标，就确定了 σ(αi). 有：

[
σ(α1) σ(α2) · · · σ(αn)

]
=
[
β1 β2 · · · βm

]
a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn


因为 {αi}和 {βj}都不必是列向量，所以等式右边只是形式上的写法，表示 σi = βjaji，而非矩阵乘法.

A =


a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn

称为线性映射 σ 关于基 {αi}和 {βj}的矩阵. 若 γ 在 {αi}下的坐标为 x，则

σ(γ)在 {βj}下的坐标为Ax.
我们可以证明，给定 V 和 U 各自的一组基后，V → U 的线性映射与 Rm×n中的矩阵一一对应，其中的

线性运算也一一对应. 于是 hom(V, U) ∼= Rm×n. 此外，若在给定的基下，σ : V → U 和 τ : U →W 的矩阵分

别为A和 B，则 στ 在相同的基下的矩阵为AB.
对线性变换，则有 L(V ) ∼= Rn×n. 若在给定的基下，σ和 τ 的矩阵分别为A和 B，则 στ 在相同的基下

的矩阵为AB.

3.3 相似矩阵

然而，线性空间的基并不是唯一的，如果线性空间的两组基 {αi}和 {βi}满足：

[
β1 β2 · · · βn

]
=
[
σ(α1) σ(α2) · · · σ(αn)

]
c11 · · · c1n
...

...
cn1 · · · cnn



则称 C =


c11 · · · c1n
...

...
cn1 · · · cnn

为 {αi}到 {βj}的过渡矩阵. 同时，C−1 是 {βj}到 {αi}的过渡矩阵. 若一

向量在 {αi}和 {βj}下的坐标分别为X和Y，则有X = CY.
现在我们考虑同一线性变换在不同基上的矩阵表示的关系. 若 {αi}到 {βj}的过渡矩阵为 C，σ在 {αi}

和 {βj}下的矩阵分别为A和 B，则：

B = C−1AC

我们称同一线性变换在不同基下的矩阵是相似的. 容易验证矩阵的相似满足自反律、对称律和传递律.
相似的矩阵，其迹和行列式相同. 据此可定义线性变换的迹和行列式.
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3.4 本征值，本征向量

设 σ ∈ L(V )，λ ∈ F 若存在非零向量 σ ∈ V 使得

σ(α) = λα

则称 λ是 α的本征值，α是对应的本征向量. 因为线性变换的线性性可知，同一本征值对应的任意两个
本征向量的线性组合仍是这个本征值的本征向量. 于是属于 λ的全部本征向量与零向量构成 V 的子空间，称

为 λ的本征子空间. 对矩阵，定义是完全类似的. 且线性变换的本征值、本征向量与矩阵的本征值、本征向量
是一一对应的.

本征向量表示了空间的这样一些方向：当线性变换作用于空间上时，这些方向上的向量只有长度的伸缩

（当然，也会有方向的反转），而无别的变化.
对 Ax = λx 变形得 (λI − A)x = 0. x 6= 0，故 |λI − A| = 0，解此方程即得 A 的本征值，再代入

(λI −A)x = 0可解出对应的本征向量. 这是求矩阵的本征值及本征向量的一般手续. λI −A称为 A的本征

多项式.
可以证明，相似的矩阵有相同的本征多项式、本征值、迹、行列式及秩，且有一一对应的本征向量.
相似对角化

我们称一个线性变换 σ可对角化，如果存在一组基，使得在这组基下的矩阵是对角阵. 称一个矩阵A可

对角化，如果存在一个可逆矩阵 P，使得 P−1AP为对角阵.
n阶矩阵 A可对角化的充要条件是它在 Rn 中有 n个线性无关的本征向量，且 P就是这些本征向量排

成一排后形成的矩阵（各本征向量的顺序与对角阵中本征值的顺序一致）.
属于不同本征值的向量线性无关. 于是有 n个特征向量的 n阶矩阵必然可对角化.
把 k个不同本征值的 k组各自线性无关的本征向量并在一起，其依然线性无关. 于是，矩阵可对角化的

充要条件应为
∑s

i=1 dimEλi
= n或

⊕s
i=1 Vλi

= Rn.
本征子空间的维数小于等于本征值的代数重数. 于是，矩阵可对角化的充要条件是，每个本征子空间的

维数都等于其本征值的代数重数.
线性变换的矩阵表示实际上是度量了线性变换对基的作用. 线性变换在某组基下的矩阵为对角矩阵，说

明线性变换作用于这组基上，只使它们乘上一个数，而不改变其它东西，于是这组基只能是本征向量. 于是，
线性变换可对角化，必然要求它有 n个线性无关的本征向量. 这也解释了矩阵A到对角矩阵的转换矩阵一定

是它的本征向量排成一排：我们假定A是某线性变换 σ在自然基下的矩阵表示，而对角矩阵 Λ是 σ在其本

征向量构成的基下的矩阵表示，过渡矩阵自然是本征向量排成一排.

3.5 从线性变换的角度看线性方程组

之前研究线性方程组时，我们是把Ax看成A各列的线性组合. 现在我们认识到，σ : Rn → Rn,x 7→ Ax

其实是一个线性映射. 以这种观点来看，求 Ax = 0的解，其实就是看 σ 把哪些向量映为 0，即求 σ 的核.
N(A)的维数就是 σ 的零度，而 A的秩当然就是 σ 的秩，由秩-零度定理，dimN(A) + r(A) = n是显然成

立的.
若 r(A) = n，则 σ作用后的 Rn仍是 n维的，没有任何一个维度被压缩，也就只有 0被映为 0，方程组

只有零解. 而若 r(A) < n，则 σ作用后的 Rn 小于 n维，也就是有些方向上的向量被压缩到原点了，方程组

有非零解.
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3.6 不变子空间 *

设 σ 是 V 上的线性变换，W 是 V 的子空间.若任意 α ∈ W 都有 σ(α) ∈ W .则称 W 是 σ 的不变子空

间，简称 σ-子空间.显然，σ-子空间的交与和都是 σ-子空间.且 span(α1, α2, · · · , αm)是 σ-子空间的充要条件
是 i = 1, 2, · · · ,m都有 σ(αi) ∈W .对于线性变换 σ，im(σ), ker(σ)和 σ关于某本征值 λ的本征子空间 Eλ 都

是 σ-子空间.
σ|W :W → V, α 7→ σ(α)称为 σ在W 上的限制.设 {α1, · · · , αm}是W 的一组基，σ|W 在 {α1, · · · , αm}

下的矩阵为 A.将 {α1, · · · , αm}扩充为 V 的一组基 {α1, · · · , αm, βm+1, · · · , βn}，则在这组基下，σ的矩阵具
有以下结构

A =

[
A1 A3

O A2

]
反之亦成立，即若 σ在某个基下的矩阵为上三角分块矩阵，则与左上对角块对应从一组基向量张成的子空间

是 V 的 σ-子空间.进一步，若 V = V1 ⊕ V2，且 V1和 V2都是 σ-子空间，则 V1和 V2的基合起来构成 V 的一

组基，这组基下 σ的矩阵具有对角分块的形式

A =

[
A1 O

O A2

]
其中 A1 和 A2 是 σ|V1 和 σ|V2 在给定基下的矩阵.这个结论可以推广到 σ的多个不变子空间的直和的情形.

3.7 矩阵的同时对角化，线性映射的对易

如果 A和 B可以用同一个相似变换矩阵 P 相似对角化，即如果 A和 B有共同的完备的本征矢量组，则

称 A和 B 可同时对角化.可以证明，A和 B 可同时对角化的充要条件是 AB = BA.
若已知 AB = BA，要将 A和 B 同时对角化，具体地，我们先将 A对角化，然后在 A的每个本征子空

间上求出 B 的矩阵形式，进一步在子空间中将 B 对角化，求出该子空间中 B 的本征矢量，这些本征矢量也

是 A的本征矢量，即找到 A和 B共同的完备本征向量组.将这些本征向量按列排成矩阵，即为相似变换的变
换矩阵.

对于线性映射 σ和 ρ，若 σρ = ρσ，则称 σ和 ρ可对易.在某一组基下将它们表示为矩阵形式 A和 B，再

用以上手续，即可找到 σ和 ρ共同的完备本征矢.这一点在量子力学中很重要，如果两个力学量算符可对易，
则它们共同的本征矢完备，我们可以取这组本征矢为希尔伯特空间的基底.

3.8 Cayley-Hamilton定理，根子空间 *

前面我们看到，算子 T 总能表示为对角分块的形式，这需要我们作 V 的直和分解，为做到此，我们先引

入算子的多项式理论. V 上算子的多项式是 f(T ) = a0I + a1T + · · · + anT
n，仍是 V 上的算子.且算子的多

项式一定可对易，即 p(T )q(T ) = q(T )p(T ).
可以证明 kerP (T )一定是 T 的不变子空间，且若 p(λ)可以因式分解为 p1(λ)p2(λ) · · · ps(λ)，则有直和

分解

ker p(T ) =

s⊕
i=1

ker pi(T )

现在我们希望找到 V 的直和分解，可以寻找一类 p(λ)使得 ker p(T ) = V，也就要求 p(T ) = O，也就是要找

到多项式 p(λ)使得 p(T ) = O，这样的多项式称为 T 的零化多项式.
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我们有Cayley-Hamilton定理，即算子T 的零化多项式就是它的本征多项式.设T 有互异本征值λ1, · · · , λs，
其重数分别为 d1, · · · , ds，则本征多项式可以分解为

p(λ) = (λ− λ1)
d1 · · · (λ− λs)

ds (1)

于是，V 可以作直和分解

V =

m⊕
i=1

ker(T − λiI)
di

其中 ker(T − λiI)
di 称为 λi 对应的根子空间.

3.9 Jordan标准型 *

Jordan块是指

Pi =


λi 1 0 0

0 λ1
. . . 0

0 0
. . . 1

0 0 0 λi


Jordan型矩阵是由 Jordan块组成的矩阵

J =


J1

. . .

Js


我们直接了当地给出结论，对任何复向量空间上的算子 T，都能找到一组基，使得 T 在这组基下的矩阵

为 Jordan标准型.其手续如下：
1. 求出 T 在任意一组基下的矩阵A；

2. 计算本征多项式 p(λ) = det(λI −A)；

3. 求出 p(λ)的互异根 λ1, · · · , λm；
4. 对每个 λi，由公式

ni(t) = rank(A− λiI)
t−1 + rank(A− λiI)

t+1 − 2rank(A− λiI)
t

算出 λi 对应的 t阶 Jordan块的个数；
5. 把 Jordan块随意地排成准对角型，即为所求 Jordan标准型.

4 线性常微分方程组简介 *

本章讨论齐次常微分线性方程组（后面记为 1）：

x′ = A(t)x

以及非齐次线性常微分方程组（后面记为 2）：

x′ = A(t)x+ f(t)

并默认A(t)是 n× n矩阵，f(t)是 n维向量值函数. 它们在 a ≤ t ≤ b有定义且连续可导. 我们由解的存在唯
一性定理：对任意 t0 ∈ [a, b]以及 n维列向量 η，方程组 (2)存在唯一的解 ϕ(t)满足 ϕ(t0) = η.
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4.1 齐次常微分方程组

同线性方程组一样，齐次线性常微分方程组也有叠加原理.即若 u(t)和 v(t)是 (1)的解，则 αu(t)+βv(t)

也是方程组 (1)的解. 于是，我们可以用线性代数的方法研究线性常微分方程组解的结构.
若存在不全为零的数 c1, c2, · · · , cn 使得：

c1x1(t) + c2x2(t) + · · ·+ cnxn(t) = 0

则称向量值函数 x1,x2, · · · ,xn 线性相关. 否则，称 x1,x2, · · · ,xn 线性无关. 行列式

W (t) =
[
x1(t) x2(t) · · · xn(t)

]
称为向量值函数 x1,x2, · · · ,xn 的Wronsky行列式.

我们可以证明：

1. 若向量值函数 x1,x2, · · · ,xn 线性相关，则其Wronsky行列式W (t) ≡ 0;
2. 若 x1,x2, · · · ,xn 是方程组 (1)的 n个线性无关的解，则其Wronsky行列式W (t) 6= 0;
3. 方程组 (1)一定有 n个线性无关的解;
4. 若 x1,x2, · · · ,xn 是方程组 (1)的 n个线性无关的解，则方程组 (1)的任一解可由 x1,x2, · · · ,xn 线性

表出.
由上所述，我们看到，方程组 (1)的解对加法和数乘构成一向量空间，其维度为 n，方程组 (1)的任意线

性无关的 n个解构成它的一组基.
若矩阵 Φ的每一列都是方程组 (1)的解，则称 Φ为方程组 (1)的解矩阵. 进一步，若 Φ的各列线性无关，

则称它是方程组 (1)的基解矩阵. 若还满足 Φ(t0) = E，则称它为方程组 (1)的标准基解矩阵.
于是，由定理 4和定理 5可得，方程组 (1)的基解矩阵 Φ(t)一定存在. 且如果 φ(t)是方程组 (1)的解，则

一定存在 n维列向量 c使得 φ(t) = Φ(t)c

由定理 2和定理 3可得，方程组 (1)的解矩阵 Φ(t)为基解矩阵当且仅当 detΦ(t) 6= 0. 而且，只要在 [a, b]

内的某一点 t0 处 detΦ(t0) 6= 0成立，则 detΦ(t) 6= 0必然成立.
对常微分方程组的解空间，不同的基之间也存在类似的过渡关系.Φ(t)为方程组 (1)的基解矩阵，C为非

奇异矩阵，则 Φ(t)C也是方程组 (1)的基解矩阵. Φ(t)和 Ψ(t)都是方程组 (1)的基解矩阵，存在非奇异矩阵

C，使得 Ψ(t) = Φ(t)C.

4.2 非齐次方程组解的结构

若 φ(t)是方程组 (1)的解，ψ(t)是方程组 (2)的解，则 φ(t) + ψ(t)是方程组 (2)的解. 若 φ(t)和 ψ(t)都

是方程组 (2)的解，则 φ(t)− ψ(t)是方程组 (1)的解. 方程组 (2)的解均可以写成

ψ(t) = Φ(t)c+ ψ̄(t)

其中 Φ(t)是方程组 (1)的基解矩阵，c是任一 n维列向量，ψ̄(t)是方程组 (2)的某一解. 这些都与非齐次
线性方程组相同.

要求出特解，可以用常数变易法.即方程组 (2)的一个满足 ψ(t0) = 0的解是：

ψ(t) = Φ(t)

∫ t

t0

Φ−1(s)f(s), ds

.
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4.3 常系数方程组的解法

常系数方程组，是指：

x′(t) = Ax

其中A是 n× n常数矩阵.
与分析学一致，我们用幂级数的形式定义矩阵指数：

expA =

∞∑
k=0

Ak

k!

矩阵指数的运算服从以下定律：

1. 若A,B为可对易，则

exp(A+B) = expA expB

2.
(expA)−1 = exp(−A)

3. 若 T为非奇异 n× n方阵，则

exp(T−1AT) = T−1(expA)T

则 Φ(t) = expAt是方程组 (3)的基解矩阵，且满足 Φ(0) = E.
若A可相似对角化，即A有 n个线性无关的本征向量：

v1,v2, · · · ,vn

其对应的本征值分别为 λ1, λ2, · · · , λn，则

Φ(t) =
[
eλ1tv1 eλ2tv2 · · · eλntvn

]
是方程组 (3)的基解矩阵.

Φ(t)不一定是 expAt，但一定有 expAt = Φ(t)Φ−1(0).
对一般的A，设其有本征值 λ1, λ2, · · · , λk，其代数重数分别为 n1, n2, · · · , nk，

∑k
i=1 ni = n.

设V为 n维 Euclid空间，
Vλi = {vi ∈ V | (A− λi)

riv = 0}

称为A的属于 λi 的根子空间. 则：

V =

k⊕
i=1

Vλi

下面我们求方程组 (3)的满足 φ(0) = η的解.
设 η =

∑k
i=1 vi，其中 vi ∈ Vλi . 则对任意 l ≥ ni 有 (A − λiE)lvi = 0. 容易发现 E = eλit exp(−λiEt)，

则

(expAt)vi = (expAt)eλit[exp(−λiEt)]vi

= eλit[exp(A− λiE)t]vi

13



于是

φ(t) = (expAt)η

= (expAt)

k∑
i=1

vi

=

k∑
i=1

eλit

ni−1∑
j=0

tj

j!
(A− λiE)j

vi

要求 expAt，只需要分别令 η = e1, e2, · · · en，求得 n个解，再排成一行即可.
对非齐次方程组，仍可以用常数变易法：对方程组 x′(t) = Ax(t)+ f(t)，它的满足 φ(t0) = η的一个解是

φ(t) = exp[(t− t0)A]η +

∫ t

t0

exp[(t− s)A]f(s) ds

5 内积空间

5.1 欧几里得空间，幺正空间，范数

我们已经研究了线性空间和线性空间之间的映射. 但是，我们的空间还是太单调了，我们没法度量向量
之间的距离或者夹角. 于是，我们需要赋予线性空间某种结构，故我们引入内积的概念.

设 V 是 R上的线性空间，若有映射 (·, ·) : V × V → R，满足：
1. 对称性：(α, β) = (β, α)；

2. 左线性性：(k1α+ k2β, γ) = k1(α, γ) + k2(β, γ)；

3. 正定性：(α, α) ≥ 0，当且仅当 α = 0取等.
则称 (α, β)为 α与 β 的内积，称 V 为装备了内积的 Euclid空间.

我们可以推出：

(α, k1β + k2γ) = k1(α, β) + k2(α, γ)

也就是说，我们固定左边或者右边的向量，则内积对剩下的那个向量而言是线性映射，这叫做内积的双线性

性.
设 V 是 C上的线性空间，若有映射 (·, ·) : V × V → C，满足：

1. 共轭对称性：(α, β) = (β, α)∗；

2. 左线性性：(k1α+ k2β, γ) = k1(α, γ) + k2(β, γ)；

3. 正定性：(α, α) ≥ 0，当且仅当 α = 0取等.
则称 (α, β)为 α与 β 的内积，称 V 为装备了内积的幺正空间.

我们可以推出：

(α, k1β + k2γ) = k∗1(α, β) + k∗2(α, γ)

可以看到，复线性空间的内积不再有双线性性.
下面我们用内积空间指代 Euclid空间或幺正空间.
X 是线性空间，若映射 ‖ · ‖ : X → R满足

1. 正定性：任意 α ∈ X 都有 ‖α‖ ≥ 0，且 ‖α‖ = 0当且仅当 α = 0；

2. 正齐次性：‖kα‖ = |k| · ‖α‖；
3. 三角不等式：‖α+ β‖ ≤ ‖α‖+ ‖β‖.
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则称 ‖ · ‖为 X 上的范数，称 V 为赋范线性空间. 内积空间 V 上的范数可以由内积诱导

‖α‖ =
√

(α, α)

可以证明这确满足范数的性质.
向量的夹角定义为 〈α, β〉 = arccos (α,β)

∥α∥·∥β∥ . 若 (α, β) = 0，则称它们是正交的.

5.2 度规矩阵

内积具有双线性性或厄米双线性性，故要研究任意向量的内积，只需要研究基的内积就好了. 任意给定
Euclid空间或幺正空间的一组基 α1, · · · , αn，设 u = aiαi, v = biαi，则：

(u,v) = (aiαi, biαi) = aibj(αi, αj)

记G = (gij)n×n，其中 gij = (αi, αj)，称为内积在基 {αi}下的度规矩阵或 Gram矩阵，则：

(u,v) =
(
a1 · · · an

)
G


b1
...
bn


可见，取定 V 上的一组基，则 V 上的内积结构与 n阶实对称正定矩阵一一对应.
若 {αi}到 {βj}的过渡矩阵为 P，A和 B分别是内积在基 {αi}和 {βj}下的度规矩阵.则对欧几里得空

间有 B = PTGP，对幺正空间有 B = P†GP. 如果存在可逆矩阵 P使得 B = PTGP，我们就说矩阵 A和

B是合同的. 容易验证矩阵的合同满足自反律、对称律和传递律.

5.3 标准正交基

我们常用 R3中的 î, ĵ, k̂当作基，它们是两两正交的，而且都是单位向量. 而只有定义了内积之后，我们
才有可能定义“正交”和“单位向量”的概念.

Euclid空间或幺正空间中的向量组，若其所有向量都是单位向量，且两两正交，则称它是标准正交向量
组. 容易验证正交向量组的向量必然线性无关. 于是可以在 V 中取相互正交的向量构成的基，且这些向量都

是单位向量，称该基为 V 的标准正交基. 标准正交基的条件可以写成：

(εi, εj) = δij

标准正交基有很多好的性质：

1. 度规矩阵 G = I，由此，若两向量 α 和 β 在标准正交基下的坐标分别为 X 和 Y，则它们的内积为

(α, β) = XTY = xiyi；

2. 若 {εi}是 Euclid空间 V 的一组标准正交基，则对任意 α，α = (εi, α)εi，这叫做 α的 Fourier展开；
3. 线性变换 σ在标准正交基 {εi}下的矩阵A满足 (A)ij = (εi, σ(εj)).
给定 Euclid空间或幺正空间 V 的任意一组基 {αi}，总可以通过下面的施密特正交化方法得到一组正交

基 {βi}. 

β1 = α1

β2 = α2 − (α2,β1)
(β1,β1)

β1

· · ·

βn = αn −
∑n−1

i=1
(αn,βi)
(βi,βi)

βi

再令 γi =
βi

∥βi∥ , i = 1, 2 · · · , n，就得到一组标准正交基.
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对有限维幺正空间内的线性映射 φ，存在一组基使得 φ为上三角矩阵.这叫做 Schur定理.

5.4 对偶基自然地生成内积（Riesz表示定理）*

内积具有双线性性或厄米双线性性，于是，要求 (α, β)，我们实际上只需要求 (ei, β)，这里 {ei}是 V 的

一组基. 如果我们知道 V 在 V ∗ 的对偶基为 {ei}，而 ei 又是 V 到 R 的映射，那么，我们可以很自然地规
定 (ei, β) = ei(β). 于是，通过对偶基，很自然地确定了 V 上的内积. 回忆一下，我们构造对偶基时，要求
ei(ej) = δij，于是，在这样产生的内积下，{ei}正好是标准正交基！

我们当然可以按照别的什么方法确定内积，但这样弄出来的内积下，{ei}不是标准正交基，我们何必搬
起石头砸自己的脚. 对 V 的一切可能的基，我们都能规定一种内积结构，使得 {ei}是标准正交基. 之所以有
这种任意性，是因为 V 和 V ∗ 不存在自然，V ∗ 中基的选择还是依赖 V 的基.

5.5 内积空间的同构

内积空间之间若存在一个双射 σ，它保持空间的线性结构和内积结构，即：

1. σ(α+ β) = σ(α) + σ(β)；

2. σ(kα) = kσ(α)；

3. (σ(α), σ(β)) = (α, β).
则称它们同构，σ为同构映射. 同构满足自反律、对称律和传递律. 可以证明，内积空间同构的充要条件

是它们的维数相同.

5.6 正交补空间与正交投影

设 V1, V2 是内积空间 V 的两个子空间，若 ∀α ∈ V1, ∀β ∈ V2 都有 (α, β) = 0，则称 V1, V2 是正交的，记

作 V1⊥V2.
设 V = V1 + V2，且 V1⊥V2，则可证明 V = V1 ⊕ V2，我们称 V1 是 V2 的正交补空间.
线性空间的子空间的补空间不是唯一的，而我们可以证明，内积空间的子空间的正交补空间是唯一的.

这个从直观上很好理解，R3中，平面外的直线可以有无数条，它们都是这个平面的补空间（当然，平面和直

线都是过原点的）. 然而，垂直于这个平面的直线当然只有一个.
下面我们再来审视线性方程组Ax = 0，以

a11x+ a12y + a13z = 0

a21x+ a22y + a23z = 0

a31x+ a32y + a33z = 0

为例，我们发现，三个方程组实际上说明了
(
ai1 ai2 ai3

)T
(i = 1, 2, 3)与

(
x y z

)T
是正交的，即矩阵

的各行向量与方程组的解是正交的. 于是，矩阵A的行空间和方程组的解空间是正交的，而由秩-零度定理又
知道它们的维数之和等于矩阵的列数. 故，A的行空间在 Rn 的正交补空间是Ax = 0的解空间.
设 U 是 V 的子空间，定义 V 到 U 的正交投影 PU ∈ hom(V, U). 使得任意 v = u + w ∈ V，其中

u ∈ U,w ∈ U⊥，有 PU (v) = u.正交投影的性质开列如下
1. PU ∈ L(V );
2. 对 u ∈ U 有 PU (u) = u，对 v ∈ U⊥ 有 PU (v) = 0;
3. im(PU ) = U, ker(PU ) = U⊥;
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4. V = im(PU )⊕ ker(PU );
5. P 2

U = PU ;
6. ‖PU (u)‖ ≤ ‖u‖.

5.7 最小二乘法与线性回归

给定一个线性方程组Ax = b，它未必有解，然而，我们可以考虑这样一个问题：如何找到这样一个 x，

使得Ax和 b的距离尽可能地小，也就是使 ‖Ax− b‖尽可能地小.这称为最小二乘问题.下面我们从 Eculid
空间的角度考虑这个问题.
对任意的 x，Ax是 A的列空间中的元素.所以我们需要在 A的列空间中找到一个元素 Ay，与 b的距

离最小，从几何上这个问题很好解决，只需要把 b投影到A的列空间上就行.于是，b−Ax̂必须与A的列

空间正交，对任意的 y都要有 (Ay)T (b−Ax̂) = 0，取 y = AT (b−AX̂)，即得正规方程

ATAx̂ = ATb

投影是唯一存在的，故正规方程的解必然存在且唯一.
变量 x 和 y 之间的关系往往是线性关系 y = kx + b，假设现在我们通过实验测得了 x 和 y 的数据列

{x1, x2, · · · , xn}和 {y1, y2, · · · , yn}，要求出 k和 b.则 k和 b满足方程

Xβ = y

其中 X =


1 x1

1 x2
...

...
1 xn

 , β =

(
k

b

)
,y =


y1

y2
...
yn

.这个方程未必有解，我们需要找到 β 的最小二乘解，对应的正

规方程为

XTXβ̂ = XTb

5.8 正交矩阵和正交变换

满足ATA = I的 n阶实矩阵A叫做正交矩阵. 它的性质开列如下：
1. |A| = ±1；

2. A可逆，A−1 = AT；

3. A为正交矩阵，则A−1 或AT 也是正交矩阵；

4. 正交矩阵的乘积仍是正交矩阵；
5. 正交矩阵的行（列）向量为 Rn 的一组标准正交基；

6. Rn 的标准正交基之间的过渡矩阵为正交矩阵；

7. 正交矩阵把 Rn 的一组标准正交基变为另一组标准正交基.
所谓正交变换，是指满足 ‖σ(α)‖ = ‖α‖的线性变换. 即，正交变换保持向量的模长不变.
σ是正交变换与以下陈述等价：

1. (α, β) = (σ(α), σ(β))；

2. σ在 V 的标准正交基下的矩阵为正交矩阵；

3. σ把 V 的一组标准正交基变为另一组标准正交基.
可见正交变换不仅保向量的模长不变，而且保向量的内积不变. 正交变换是保内积结构的变换.
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n阶实正交矩阵的集合对矩阵的乘法构成一个群，称 n阶实正交矩阵群；n维 Euclid空间上正交变换的
集合对线性变换的乘法构成一个群，称 n维实正交变换群. 两个群都可记作 O(n).

幺模实正交矩阵群以及对应的正交变换群记作 SO(n)，这对应 n维空间中的转动. 如果我们把关于原点
对称的变换（宇称变换）记作 P，则 O(n) = SO(n)tPSO(n)，即任意正交变换要么是旋转变换，要么是旋

转变换再加上一个宇称变换.从这个角度很容易理解正交变换的性质.旋转变换或宇称变换不改变任何两个矢
量的夹角，也不改变矢量的模长，故保持任何两个矢量的内积.同理，正交变换保持标准正交基的模长为 1，
也保持它们两两之间仍然正交，故正交变换把一组标准正交基变为另一组.

5.9 幺正变换，幺正矩阵

幺正矩阵是满足A†A = I的矩阵. 它有如下性质：
1. |A| = eiθ；

2. A可逆，且A−1 = A†；

3. A−1 或A† 仍为幺正矩阵；

4. 两幺正矩阵的乘积仍为幺正矩阵；
5. 幺正矩阵的 n个行（列）构成 Cn 的标准正交基；

6. 幺正矩阵将 V 的一组标准正交基变为另一组标准正交基；

7. V 的标准正交基之间的过渡矩阵一定是幺正矩阵.
满足 ‖σ(α)‖ = ‖α‖的线性变换 σ为幺正变换，σ为幺正变换等价于：

1. (σ(α), σ(β)) = (α, β)；

2. σ在标准正交基下的矩阵为幺正矩阵；
3. σ将一组标准正交基变为另一组标准正交基；
n阶幺正矩阵的集合对矩阵的乘法构成一个群，称 n阶幺正矩阵群；n维幺正空间上正交变换的集合对

线性变换的乘法构成一个群，称 n维幺正变换群. 两个群都可记作 U(n).

5.10 伴随算子 *

线性映射 T ∈ hom(W,V )的伴随为 T ∗ :W → V .对于任意 v ∈ V,w ∈W，有 〈T (v), w〉 = 〈v, T ∗(w)〉.伴
随也是线性映射.伴随的性质开列如下：

1. 对任意的线性映射 S 和 T 有 (S + T )∗ = S∗ + T ∗;
2. 对任意的线性映射 T 和数 λ有 (λT )∗ = λ∗T ∗;
3. 对任意的线性映射 T 有 (T ∗)∗ = T ;
4. 对任意的 S ∈ hom(U, V )和 T ∈ hom(V,W )有 (S ◦ T )∗ = T ∗ ◦ S∗;
5. I∗ = I .
设线性映射 T，它的伴随为 T ∗，则 ker(T )与 im(T ∗)互为正交补，ker(T ∗)与 im(T )互为正交补.设W

的标准正交基 {αi}，V 的标准正交基为 {βi}，线性映射 T : W → V 在这组基底下的矩阵为A，则 T ∗ 在这

组基底下的矩阵为A∗ ≡ AT .

5.11 自伴算子

T ∈ L(V )称为自伴算子，若 T = T ∗，或对任意的 u, v ∈ V 都有 〈T (u), v〉 = 〈u, T (v)〉.
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本讲义中将 Eculid空间上的自伴算子称为对称变换，幺正空间上的自伴算子称为 Hermite变换. Hermite
变换有相当良好的性质，σ是 Hermite变换与以下陈述等价：

1. (α, σ(α)) ∈ R；
2. σ的本征值为实数，其本征向量组完备且可选为相互正交的单位向量.
V 上的 Hermit变换 σ在 V 的任一标准正交基下的矩阵为 Hermite矩阵，进而，Hermite矩阵有如下性质：

1. Hermite矩阵的本征值全为实数；
2. Hermite矩阵属于不同本征值的本征向量互相正交；
3. Hermite矩阵可以通过幺正矩阵相似对角化.

5.12 实谱定理，复谱定理

下面我们来讨论内积空间上算子的本征矢量构成一组标准正交基的条件，即算子可正交对角化的条件.
在 Eculid空间上，我们有实谱定理：σ的本征值为实数，其本征向量组完备且可选为相互正交的单位向

量，当且仅当 σ是对称变换.
对称变换在标准正交基下的矩阵为是实称矩阵，实对称矩阵有如下性质：

1. 实对称矩阵的本征值全为实数；
2. 实对称矩阵属于不同本征值的本征向量互相正交；
3. 实对称矩阵可以通过实正交矩阵相似对角化.

用正交矩阵将矩阵A对角化的手续如下：

1. 解 |λI−A| = 0得A的本征值 λ1, · · · , λs；
2. 对每一个 λi，算出对应的本征向量，用施密特标准正交化方法得到一组相互正交的单位本征向量；

3. 将这些相互正交的单位本征向量按顺序排成一列，得到正交矩阵 P，则 P−1AP = Λ.
对幺正空间，可正交对角化的条件相对不那么严格. 我们引入正规算子的概念.T ∈ L(V ) 称为正规算

子，若 T ∗T = TT ∗，显然自伴算子是正规算子，而正规算子未必是自伴算子.T 是正规算子的等价表述是
‖T (v)‖ = ‖T ∗(v)‖对一切 v ∈ V 成立.

于是复谱定理告诉我们：在幺正空间上，σ的本征值为实数，其本征向量组完备且可选为相互正交的单

位向量，当且仅当 σ是正规变换.

5.13 厄米矩阵与幺正矩阵的关系 *

若 F 为厄米矩阵，而 U = eiF，则 U 为幺正矩阵.反之，若 U 为幺正矩阵，则必然存在厄米矩阵 F 使得

U = eiF .这一点在量子力学中很重要，体现为某力学量算符是对应无穷小变换的生成元，这个读者会在后续
学习中了解.

6 二次型

6.1 二次型的定义和标准型

n元二次型是数域 F 上 n个变量 x1, · · · , xn 的仅含二次项的多项式，即 f(x1, · · · , xn) = aijxixj (aij =

aji)（这里还是用了 Einstein求和约定），A = {aij}n×n 称为二次型的矩阵. 我们只讨论实二次型，即 F = R
的情况.
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R上两组变量 x1, · · · , xn 与 y1, · · · , yn 之间的关系

xi = cijyj

称为由 x1, · · · , xn 到 y1, · · · , yn 的线性替换. 引入 X =
(
x1 · · · xn

)T
，Y =

(
y1 · · · yn

)
及 C =

(cij)n×n，则线性替换可写成矩阵形式X = CY. 若 C是可逆的，则称替换是非退化的.
一个仅含平方项的二次型 f(x1, · · · , xn) = aix

2
i 称为标准型. 任何 n元二次型都可以通过非退化的线性

替换变为标准型. 从矩阵的角度说，任一实对称矩阵都可以合同于对角矩阵.
化二次型为标准型一般有三种方法：

1. 行列对称初等变换法：对

(
A

I

)
每做一次行变换的同时做一次相同的列变换，直至变为

(
Λ

C

)
；

2. 配方法，这个我们在中学就很熟悉了；
3. 正交变换法：因为实对称矩阵一定可以通过正交矩阵相似对角化，所以，通过正交相似对角化的手续，
也可以将二次型化为标准型. 这种方法通常也叫做主轴变换.

6.2 规范型,惯性定理

实二次型的规范型是指仅含平方项且平方项系数只为±1的二次型 f(x1, · · · , xn) = x21+· · ·+x2p−x2p+1−
· · · − x2r（其中 r为二次型的秩），任何实二次型都可以通过线性替换变为规范型，且规范型唯一，这是惯性

定理.
实二次型的规范型中正项个数 p 称该二次型的正惯性指数，负项个数 r − p 称该二次型的负惯性指数，

s = p− (r − p) = 2p− r称二次型的号差.
惯性定理用矩阵来描述，即任一实对称矩阵都唯一合同于如下的规范型矩阵：

Ip O O

O −Ir−p O

O O O


6.3 二次型的正定性

实二次型 f(x1, · · · , xn)称为正定的，如果对不全为零的 x1, · · · , xn恒有 f(x1, · · · , xn) > 0. 实对称矩阵
A称为正定的，如果其对应的二次型XTAX是正定的.

n 元实二次型正定的充要条件是其正惯性指数 p = n，这也是实对称矩阵正定的充要条件. 而二次型
XTAX通过正交变换法得到的规范型的二次项系数实际上就是A的本征值，故A正定的充要条件也可以叙

述为 A的本征值全为正. A一定合同于规范型矩阵，而正定实对称矩阵 A的规范型矩阵只能是 In，这又是

一个充要条件. 此外，A正定还有一个充要条件是它的顺序主子式都为正，这个在实际的判定中是很常用的.
实二次型 f(x1, · · · , xn) = XTAX，如果对不全为零的 x1, · · · , xn 恒有：

1. f(x1, · · · , xn) < 0，则称其为负定二次型，A为负定矩阵；

2. f(x1, · · · , xn) ≥ 0，则称其为准正定二次型，A为准正定矩阵；

3. f(x1, · · · , xn) ≤ 0，则称其为准负定二次型，A为准负定矩阵；

4. 若 f(x1, · · · , xn)既不是准正定的，又不是准负定的，则称其为不定二次型.
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6.4 矩阵的奇异值分解，主成分分析法 *

假设矩阵A按左乘作用在实矢量空间 Rn上，x变为Ax，则 ∥Ax∥
∥x∥ 即为

xTAx
xTx
，左乘作用的效果可以完

全由ATA决定.ATA是实对称矩阵故可正交对角化，设其本征矢 {vi}构成 Rn 的一组标准正交基，对应的

本征值为 {λi}且为降序排列，易见所有的本征值都非负.{λi}的平方根 {σi}称为A的奇异值.
设A有 r个非零特征值，则可以证明 {Avi}, i = 1, · · · , r构成A的列空间的一组正交基.对秩为 r的矩

阵A的m× n矩阵，存在m× n矩阵

Σ =

(
D O

O O

)
其中 D是A的非零奇异值组成的对角矩阵.且存在正交矩阵U和V使得A = UΣV.

SVD分解的几何意义很明显：任何一个 U 到 V 线性映射都可以分解为：

1. U 内的正交变换；
2. 从 U 到 V 的压缩变换；

3. V 内的正交变换.
SVD的一般操作手续我们不再赘述.下面我们看 SVD分解的一个重要的应用：主成分分析法（PCA）.

假设我们有 {xi}, i = 1, · · · , p共 p个指标，但我们觉得用 p个指标描述一个系统太过繁琐，于是，我们试图

用一个加权平均数

s =

p∑
i=1

cixi

来反映系统的性质，这样只需要一个指标.其中我们要求 c21 + · · ·+ c2p = 1.为了增加区分度，我们自然希望不
同系统的 s尽可能分散，在统计学意义上，也就是希望 s的方差尽可能大.有时一个指标的区分度会过小，也
就是过多信息丢失了，我们就可以用几个互相独立的（这也就要求系数矢量 cj 互相正交）指标来描述系统.
总之，我们是想要找到一个系数矩阵，来降低数据集的维度.
假设

(
X1 X2 · · · XN

)
是 N 个系统的观测矩阵，其中每一列包含 p个指标.观测矢量的样本均值

M = 1
N

∑N
i=1 Xi，并记 X̂k = Xk −M.B =

(
X̂1 X̂2 · · · X̂N

)
称平均偏差形式.样本的协方差矩阵定义为

S = BBT

N−1，是半正定的.容易验证，S的对角元 Sii 正是第 i个指标 xi 的方差，总方差
∑p

i=1 Var(xi) = tr(S).
现在，我们对观测矩阵的每一列取变换X = PY，则 {Yi}的协方差矩阵为PTSP，其迹不变.我们当然

将观测矩阵正交对角化为D，则样本的总方差为：
p∑

i=1

Var(xi) = tr(S) = tr(D) =

p∑
i=1

λi

这里 λi是 S的本征值，假设其为降序排列.则 S的不同本征值对样本的方差有着不同的贡献，依次称为第一

主成分、第二主成分...于是，我们可以取前几个本征值对应的本征矢组成系数矩阵，来实现数据的降维.

7 多重线性代数 *

7.1 对偶空间

数域 F 其实就是自身上的一个线性空间，故 f : V → F 可以看成 V 上的一个特殊的线性映射，称为线

性泛函. V 上所有线性泛函组成的集合构成 F 上的一个线性空间，记作 hom(V, F ).
如果 V 是 n维线性空间，则 dimhom(V, F ) = (dimV )(dimF ) = n，继而 hom(V, F ) ∼= V . 记 hom(V, F )

为 V ∗，称为 V 的对偶空间.
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现在我们来求 V ∗的一组基. 因为 dimV ∗ = n，故我们只要找到 V 上的 n个线性泛函，且它们线性无关，

就是 V ∗的一组基. 而确定 V 上的线性函数 f，只要知道 f 在 V 的基 {αi}上的作用就行了. 我们构造 V 上的

n个线性泛函如下：

fi(αj) = δij

可以验证它们线性无关，从而是 V ∗ 的一组基，称为 V 的 {αi}的对偶基.
对 V 中任意向量 α和 V ∗ 中任一向量 f，分别有 α = fi(α)αi 和 f = f(αj)fj .
设 V 的基 {αi}和 {βj}在 V ∗中对应的对偶基分别为 {fi}和 {gj}. 从 {αi}到 {βj}的过渡矩阵为A，则

{fi}到 {gj}的过渡矩阵为：
B = (A−1)T

对 V 的对偶空间 V ∗，还可以考虑其对偶空间 V ∗∗，称为 V 的双重对偶空间，有 V ∼= V ∗∗.
在 V 中取基 {αi}，V ∗ 中的对偶基为 {fj}，V ∗∗ 中的对偶基为 {α∗∗

k }. 取 V 中的向量 α = xiαi，则 V ∗

和 V ∗∗ 对应的向量分别为 xifi 和 xiα
∗∗
i . 对任意的 f：

α∗∗(f) = (xiα
∗∗
i )(f)

= xiα
∗∗
i (f)

= xiα
∗∗
i (f(αj)fj)

= xi[f(αj)α
∗∗
i (fj)]

= xif(αi)

= f(xiαi)

= f(α)

于是，对任意的 α，我们不需要考虑 V 中的基即可以确定 α∗∗的形式（α∗∗把 hom(V, F )中的每一个函

数映到 f(α)）. 我们称这种不依赖于基的选择的同构映射为自然同构. 所谓“自然”，就是可以通过人为约定
让任何人都可以通过此约定独立地找到相同的数学对象.

7.2 Einstein约定，协变与逆变

Einstein约定是在张量分析和微分几何中常采用的记号系统：
1. 矢量的基的指标在下，坐标的指标在上;
2. 对偶矢量的基的指标在上，坐标的指标在下;
3. 矩阵的行指标在下，列指标在上;
4. Kronecker符号写为 δij ;
5. 求和后，未消去的指标保持上下位置不变;
按这套约定，矢量的傅里叶展开为 v = xivi，对偶矢量的傅里叶展开为 φ = xiφ

i.矩阵乘法写作

C = AB ⇔ cij = aikb
k
j

且有 φ(vj) = δij .
从本章第一节我们知道，矢量和对偶矢量的基底变换规则分别为 ṽj = T i

jvi 和 φi = T i
j φ̃

j 其中 T 为过渡

矩阵.对偶矢量的基变换恰好与矢量相反.我们称基矢量为协变矢量，对偶基矢量为逆变矢量.换基底造成的
坐标变换为 xi = T i

j x̃
j 以及 ỹj = T i

jyi，可见，矢量的坐标变换规则与对偶基的相同，对偶矢量的坐标变换规

则与矢量基底的相同，故称矢量的坐标为逆变坐标，对偶矢量的坐标为协变坐标.
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7.3 张量

设 V1, V2, . . . , vp,W 是矢量空间，则映射 f : V1 × V2 × · · ·Vp →W 称为多重线性映射，若对任意的 λ和

µ以及任意的 i ∈ {1, 2, . . . , p}都有

f(v1, . . . , λui + µvi, . . . , vp) = λf(v1, . . . , ui, . . . , vp) + µf(v1, . . . , vi, . . . , vp)

全体多重线性映射的集合记作 hom(V1, . . . , Vp;W ). 对矢量空间 V1, . . . , Vp，矢量空间 T 配备多重线性映射

τ : hom(V1, . . . , Vp;T ) 称为矢量空间 V1, . . . , Vp 的张量积，若对任意的矢量空间 W 和多重线性映射 f ∈
hom(V1, . . . , Vp;W )，存在唯一的双线性映射 φ ∈ hom(T,W )使得 f = φ ◦ τ .T 一般记作 V1 ⊗ V2 ⊗ · · · ⊗ Vp.

一般地，我们只把张量看成纯粹形式上的. 对任意的 v1 ∈ V1, · · · , vi ∈ Vi，它们的张量积形式地记作

v1 ⊗ v2 ⊗ · · · ⊗ vp，满足多重线性性，即对任意的 λ和 µ以及任意的 i ∈ {1, 2, . . . , p}都有

v1 ⊗ · · · ⊗ (λui + µvi)⊗ · · · ⊗ vp = λ(v1 ⊗ · · · ⊗ ui ⊗ · · · ⊗ vp) + µ(v1 ⊗ · · · ⊗ vi ⊗ · · · ⊗ vp)

全体 v1 ⊗ · · · ⊗ vi ⊗ · · · ⊗ vp构成的空间记作 V1 ⊗ · · · ⊗ Vi ⊗ · · · ⊗ Vp称为 V1, · · · , Vi, · · · , Vp的张量积，其元
素称为张量.

物理中，我们研究的是张量积 T p
q (V ).设 V 是一矢量空间，V ∗ 是它的对偶空间，则

T p
q (V ) = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸

p

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
q

称为 V 的 (p, q)型张量积，其中的元素称为 (p, q)型张量.若 q = 0，则称为逆变张量积；若 p = 0，则称为协

变张量积.张量积 T p
q (V )等同于多重线性映射 hom(V1, · · · , Vp, V ∗

1 , · · · , V ∗
q ;F )，就像一台机器，有 p个上卡

槽和 q个下卡槽，装填完毕后，就输出一个数.
我们熟知的对偶矢量是 (1, 0)阶张量，因为对偶矢量是矢量空间上的线性泛函；而矢量是 (0, 1)阶张量，

因为双重对偶空间与矢量空间之间可以建立起自然的同构；双线性形式则是 (2, 0)阶张量.

7.4 张量的基与坐标，张量运算

设 V 有基 {vi}，V ∗ 有对偶基 {φi}，则 T p
q (V )的基自然可以选为 {vi1 ⊗× · · · ⊗ vip ⊗ φj1 ⊗ · · ·φjq}.张

量 t ∈ T p
q (V )可以展开为

t = ξ
i1...ip
j1...jq

vi1 ⊗× · · · ⊗ vip ⊗ φj1 ⊗ · · ·φjq

ξ
i1...ip
j1...jq

vi1 称为张量的坐标.i1, · · · , ip 称为逆变指标，j1, · · · , jq 称为协变指标.
张量的加法和矢量几乎相同，有 (a+ b)

i1...ip
j1...jq

= a
i1...ip
j1...jq

+ b
i1...ip
j1...jq

.
张量的乘法就是张量积，对 (p, q) 型张量 t1 = v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ φ1 ⊗ · · · ⊗ φq 和 (r, s) 型张量 t2 =

u1⊗· · ·⊗ur⊗ψ1⊗· · ·⊗ψs，其乘积 t1⊗ t2 = v1⊗· · ·⊗vp⊗u1⊗· · ·⊗ur⊗φ1⊗· · ·⊗φq⊗· · ·⊗ψ1⊗· · ·⊗ψs.
若 t1 的坐标为 {ξi1···ipj1···jp}，t2 的坐标为 {ηk1···kr

l1···ls }，则 t1 ⊗ t2 的坐标为 {ξi1···ipj1···jpη
k1···kr

l1···ls }.
设对 V 作基底变换，过渡矩阵为 T = {tij}，对偶基的过渡矩阵为 S = {sij}.则基变换下张量的坐标变换

为

ξ̃
k1···kp

l1···lq = tj1l1 · · · t
jq
lq
sk1
i1

· · · skp

ip
ξ
i1···ip
j1···jq

7.5 张量的缩并

我们称线性映射

C1
1 : T p

q (V ) → T p−1
q−1 (V ), v1 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ φ1 ⊗ · · ·φq 7→ φ1(v1)(v2 ⊗ · · · ⊗ vp ⊗ φ2 ⊗ · · ·φq)
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为对逆变指标 1和协变指标 1的缩并，对其它指标的缩并亦可以这样定义.若 t的坐标为 {ξi1···ipj1···jq}，则 C1
1 (t)

的坐标为 {ηi2···ipj2···jq} = {ξi1···ipj1···jqδ
j1
i1
}.

7.6 外积

设X 和 Y 是线性空间，斜对称形式指多重线性映射 L : Xk → Y，将它的任意两变量调换位置时其值变

号：

L(ξ1, · · · , ξi, · · · , ξj , · · · , ξk) = −L(ξ1, · · · , ξj , · · · , ξi, · · · , ξk)

下文中我们以 Ap 表示 p次斜对称形式，并简称为 p-形式.
引入斜对称形式的外积运算 ∧，它将序偶 (Ap, Bq)映为 p+ q -形式，且满足：

1. 结合性：(Ap ∧Bq) ∧ Cr = Ap ∧ (Bq ∧ Cr)；

2. 分配性：(Ap +Bp) ∧ Cq = Ap ∧ Cq +Bp ∧ Cq；

3. 反交换性：Ap ∧Bq = (−1)pq(Bq ∧Ap)

我们暂且只考虑实值形式，即 Y = R.
1-形式就是矢量空间上的线性映射 L1 : X → R，它根本就没有两个变量，因而也表现不出什么斜对称

性. 我们定义 L1, · · ·Lk ∈ L(Rn,R)的外积，使得 L1 ∧ · · · ∧ Lk 在 ξ1, · · · , ξk ∈ Rn 上有以下的值：

(L1 ∧ · · · ∧ Lk)(ξi, · · · , ξk) = det(Lj(ξi))

例 7.1. 投影映射 πi ∈ L(Rn,R)把 Rn 上的任意矢量 ξ 映为它的第 i个分量 ξi. πi 是线性映射，因而是 1-形
式，于是有：

(π1 ∧ · · · ∧ πk)(ξ1, · · · , ξk) = det(ξji )

.

7.7 微分形式

我们先给出微分的严格定义：函数 f : Rm ⊇ E → Rn 称为在 x ∈ E 点可微的，若：

f(x+ h)− f(x) = L(x)(h) + α(x, h)

其中 L(x) : Rm → Rn 是 h的线性函数. 当 h→ 0时 α(x, h) = o(h).
注意到，微分是通过从 x出发的位移 h定义的. 我们把坐标原点在 x的矢量空间 Rm称为 x处的切空间，

记作 TRm
x . 切空间包含了从 x出发所有可能的位移，亦即自变量所有可能的增量. 同样地 TRn

f(x)包含了因变

量 f(x)一切可能的增量. 则微分 L(x)（注意，这个符号整体是自变量为 h的函数，而不是指 x的函数 L）实际

上是在 x ∈ Rm处定义的，从 x的切空间到 f(x)的切空间的线性映射. 输入自变量的增量 h，输出因变量的增

量 L(x)(h). 这里 L(x)h并不一定是 h导致的 f(x)的实际增量，但当 h趋于 0时，[f(x)+L(x)(h)]− f(x+h)
以更快地速度趋于 0，这说明 x附近 L(x)(h)能够很好地拟合 f(x)的实际增量. 于是我们得到了 x附近 f(x)

的良好的线性近似.
我们把 x处的微分 L(x)记作 df(x)，并在以后的书写中略去自变量 h的括号，即：

df(x)h

请千万不要认为这是将 df(x)与 h相乘！

如果我们把 Rn 中的矢量都写成坐标形式，那定义 1中的式子可以表示为：

f i(x+ h)− f i(x) = Li(x)h+ αi(x, h) (i = 1, · · · , n)
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容易知道，Li(x) : Rm → R也是线性函数，而 h→ 0时 αi(x, h) = o(h). 即，映射 f 在 x处可微当且仅

当它的每个投影函数 f i 在 x处都可微.
再用坐标形式表示 x、h和 L(x)，则定义 1中的式子可进一步写成：

f(x1 + h1, · · · , xm + hm)− f(x1, · · · , xm) = ai(x)h
i + o(h)

这里用了 Einstein求和约定，即同一指标重复出现表示对其遍历求和. ai(x)是依赖于 x的实数. 为定出
这些实数，依次取 hi = hiei（这不再是 Einstein求和），得：

f(x1, · · · , xi−1, xi + hi, xi+1, · · · , xm)− f(x1, · · · , xi, · · · , xm) = ai(x)h
i + o(hiei)

这时，除第 i个自变量外，其余自变量皆固定不变. 定义：

ai(x) = lim
hi→0

f(x1, · · · , xi−1, xi + hi, xi+1, · · · , xm)− f(x1, · · · , xi, · · · , xm)

hi

为 f(x)在 x处关于变量 xi 的偏导数，本文中记作 ∂if(x). 这是 f(x)的增量除以一个实数，为 Rn 中的

矢量. 于是 f 在点 x处可微等价于 f 在 x处关于每个自变量有偏导数，且：

df(x)h = ∂if(x)h
i

需要注意，等号左边是线性映射 df(x)作用在矢量 h上，右边是m个矢量 ∂if(x)的线性组合，其系数

恰是 h的坐标. 映射是映射，矢量是矢量，务必不要搞混！
考虑投影映射 πi : Rm → R, (x1, · · · , xi, · · · , xm) 7→ xi，它把点 x ∈ Rm 映为它的第 i个坐标. 对这个函

数有：

πi(x+ h)− πi(x) = (xi + hi)− xi = hi

于是对任意的点有 dπi(x)h = hi，这么来看映射 dπi(x)是不依赖于 x的，于是把 dπi(x)写成 dxi. 则：

df(x)h = ∂if(x)h
i

= ∂if(x)(dx
ih)

= [∂if(x)dx
i]h

于是，任何函数的微分都可以表示为它的自变量的投影映射的微分的线性组合，即：

df(x) = ∂if(x)dx
i

f(x)的微分可以用其各分量的微分表示，而分量的微分又能用它们各自的偏导数线性表示，于是有：

df(x)h =


df1(x)h

...
dfn(x)h



=


∂if

1(x)hi

...
∂if

n(x)hi



=


∂1f

1(x) · · · ∂mf1(x)
...

...
∂1f

n(x) · · · ∂nm(x)



h1

...
hm


= (∂if

j(x))mnh

(∂if
j(x))mn称为 f 在 x的 Jacobian. 因为 f j(x)都是因变量为实数的映射，所以 ∂if

j(x)为实数，Jacobian
为依赖于 x的实数矩阵. h = hiei，故 Jacobian可以看作线性映射 df : TRm

x → TRn
f(x) 在基 {ei}上的矩阵.
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设 D ∈ Rn，f ∈ C(1)(D,R). 则对 x0 ∈ D，该点的微分 df(x0)是线性函数 TDx → TRf(x)
∼= R. 于是，

微分 df 也是 TDx0
∼= Rn 上的 1-形式. 对每一个 x ∈ D，都产生一个线性形式，也就是说，f 在 D内产生了

一个线性形式场，其中每一点的线性形式都定义在相应的切空间上.
如果在每一点 x ∈ D上确定了一个斜对称形式 ω(x) : (TDx)

p → R，则称在区域 R内给出了一个实值的
微分 p−形式 ω.

可以看到，微分形式实际上是与 x相关的一族斜对称形式，对每一个 x，在其切空间 TDx上给出一个具

体的斜对称形式.
下面我们给出物理上最常见的两种微分形式.

例 7.2. 在区域 D 内给出一个矢量场，即在 x ∈ D 指定一个矢量 F(x). 如果 Rn 装备有内积结构，则

ω1
F(x) = 〈F(x), ·〉 给出了 D 内的一个微分 1-形式. 我们很熟悉，在力场 F(x) 中走一个位移 ξ，场做的元

功正是 ω1
F(x)(ξ) = 〈F(x), ξ〉，因此这种微分形式称为场的功形式.

例 7.3. 在区域D内给出一个矢量场V(x)，在 x ∈ D处，取对应的矢量V(x)以及 ξ1, · · · ξn−1 ∈ TDx，则以

V(x), ξ1, · · · , ξn−1为棱的平行多面体的体积，亦即
∣∣∣V(x) ξ1 · · · ξn−1

∣∣∣，是变量 ξ1, · · · , ξn−1的 (n−1)-形
式. 若V(x)为区域D内流体的流速场，则这恰是单位时间内流过以 ξ1, · · · , ξn−1为边的 (n− 1)维平行四边

形的流体体积，于是，我们把 ωn−1
V(x) =

∣∣∣V(x) · · · · ·
∣∣∣叫做流速场V(x)的流形式.

下面我们讨论斜对称形式及微分形式的坐标表示. L是 Rn内的 k-线性形式，对Rn内的一组基 {ei}，每
个矢量 ξ ∈ Rn 都能写成 ξ = ξiei 的形式，则：

L(ξ1, · · · , ξk) = L(ξi11 ei1 , · · · , ξ
ik
k eik)

= L(ei1 , · · · , eik)ξ
i1
1 · · · ξikk

这里还是用了 Einstein约定，对从 1, · · · , n中取出的 i1, · · · , ik 遍历求和. 进一步计算可以知道：

L(ξ1, · · · , ξk) =
∑

1≤i1<···<ik≤n

L(ei1 , · · · , eik)

∣∣∣∣∣∣∣∣
ξi11 · · · ξik1
...

...
ξi1k · · · ξikk

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∑
1≤i1<···<ik≤n

ai1···ik [(π
i1 ∧ · · · ∧ πik)(ξ1, · · · , ξk)]

即：

L =
∑

1≤i1<···<ik≤n

ai1···ik(π
i1 ∧ · · · ∧ πik)

也就是说，任何 k-形式都可以表示为形如 πi1 ∧ · · · ∧ πik 的 k-形式的线性组合.
设在区域 D上给出 k-微分形式，在点 x ∈ D处，dxi 就是 TDn

x 上的投影映射，于是有：

ω(x) =
∑

1≤i1<···<ik≤n

ai1···ik(x)(dx
i1 ∧ · · · ∧ dxik)

即任何微分 k-形式都是简单微分 k-形式 dxi1 ∧ · · · ∧ dxik 的线性组合. 系数 ai1···ik(x)是 x的函数.

例 7.4. 微分 1-形式 df 可以明显地分解为 ∂i(x)dx
i.

例 7.5. 计算可知，在笛卡尔坐标系中，功形式 ω1
F(x)可分解为

∑n
i=1 F

i(x)dxi.
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例 7.6. 计算可知，流形式 ωVn−1 可展开为：
n∑

i=1

(−1)i+1V i(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxi ∧ · · · dxn

其中微分上的横杠表示这一项应舍去.

7.8 外微分形式以及微分形式的转移

以上我们都是从代数角度讨论微分形式，下面我们引入外微分运算，从而使我们得以用分析的手段研究

微分形式.

定义 7.1. 约定区域 D内定义的函数 f ∈ R为 D内的零次微分形式，f（在分析学中定义）的微分称为 0-形
式 f 的外微分.

若在区域 D内给出微分 p-形式：

ω(x) = ai1···ip(x)dx
i1 ∧ · · · ∧ dxip

则它的外微分形式定义为：

dω(x) = dai1···ip ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

由：

dω(x) = ∂iai1···ip(x)dx
i ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

可知 p-微分形式的外微分是 (p+1)-微分形式. 于是，我们可以从函数 f 出发，通过外微分运算，归纳地

构造任意次（只要函数足够光滑）的微分形式.
下面给出最重要的三种外微分.

例 7.7. 设
ω = Pdx+Qdy

则

dω = dP ∧ dx+ dQ ∧ dy

= (∂xPdx+ ∂yPdy) ∧ dx+ (∂xQdx+ ∂yQdy) ∧ dy

= ∂yPdy ∧ dx+ ∂xQdx ∧ dy

= (∂xQ− ∂yP )(dx ∧ dy)

例 7.8. 设
ω = Pdx+Qdy +Rdz

则

dω = (∂yR− ∂zQ)dy ∧ dz + (∂zP − ∂xR)dz ∧ dx+ (∂xQ− ∂yP )dx ∧ dy

例 7.9. 设
ω = Pdy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy

则

dω = (∂xP + ∂yQ+ ∂zR)dx ∧ dy ∧ dz
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下面我们来讨论区域的映射下，微分形式发生怎样的变化.
设 ϕ : U → V 是 U ⊆ Rm 到 V ⊆ Rn 的映射. f 是 V 上的函数，则可以产生函数

(ϕ∗f)(t) ≜ f(ϕ(t))

因此，运算 f 7→ ϕ∗f 把 V 上函数的集合映入 U 上的函数的集合，换言之，把 V 上定义的零形式映为 U

上定义的零形式.
假定 ϕ光滑，ϕ′(t) : TUt → TVϕ(t) 为 ϕ的切映射，而 ω 是 V 上的一个 p-形式. 这时，我们取 U 上的

p-形式 ϕ∗ω与之对应，其值由

(ϕ∗ω(t))(τ1, · · · , τp) = ω(ϕ(t))(ϕ′(t)τ1, · · · , ϕ′(t)τp)

决定.
这就是区域映射引起的微分形式的转移. 特别地，可以算出

ϕ∗

 ∑
1≤i1<···<ip≤n

ai1···ip(x)dx
i1 ∧ · · · ∧ dxip


=

1≤j1<···<jp≤n∑
1≤i1<···<ip≤n

ai1···ip(x(t))
∂(xi1 , · · · , xip)
∂(tj1 , · · · , tjp)

dtj1 ∧ · · · ∧ dtjp
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